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第 二 版 序 


拙 著 第 一 版 于 2001 年 (由 高 等 教育 出 版 社 一 施 普 林 格 出 版 社 ) 出 版 后 ， 一 
直 受 到 读者 厚爱 , 连续 5 年 每 年 重印 一 次 , 到 2006 年 因 故 才 终止 了 重印 . 当时 笔 
者 想 ， 也 罢 ， 干 脆 来 一 次 大 的 整理 ， 出 第 二 版 ， 以 便 把 这 些 年 来 积累 的 东西 〈 也 
包括 教学 中 博士 生 们 的 一 些 提问 和 要 求 增加 的 内 容 ) 充实 进去 . 但 由 于 工作 繁忙 ， 
特别 为 了 融入 “二 象 数 学 ”这 一 重要 而 基本 的 思想 ,一直 获 到 现在 才 整 理 完 成 ， 
深 表 歉意 . 

本 版 仍 秉承 第 一 版 的 风格 〈 见 第 一 版 前 言 ) ， 我 们 的 口号 仍然 是 “思想 重 于 
公式 ”. 将 表明 : 数学 的 任务 可 归 为 解 类 与 证 类 ; 数学 的 结构 可 归 为 序 结构 、 代 数 
结构 、 拓 扑 结构 ; 数学 的 特征 可 归 为 离散 与 连续 ; 数学 的 层级 可 归 为 形式 一 方法 
一 思想 ; 数学 的 创新 类 型 可 归 为 技巧 创新 、 方 法 创新 ;数学 的 总 体 任务 是 发 现 、 
发 据 、 探 索 . 

学 习 数 学 的 门 径 : 公式 (形式 化 ) 是 入 门 ; 方法 是 手段 ; 思想 是 高 端 . 

本 版 继续 致力 于 使 读者 不 要 为 貌似 复杂 的 公式 的 形式 语言 吸 偏 了 注意 力 ， 而 
是 应 将 注意 力 上 升 到 公式 之 上 ， 掌 握 其 思想 . 

在 此 基础 上 , 我 们 继续 把 “ 深 的 讲 浅 , 浅 的 讲 深 ” 作 为 我 们 编写 此 书 的 宗旨 ， 
并 指出 平时 认为 简单 的 东西 其 实 并 不 简单 ， 同 时 也 提出 一 些 问 题 供 读者 思考 . 问 
题 有 深 有 浅 ， 目 的 在 于 刺激 读者 学 习 数 学 的 兴趣 . 同时 ， 将 力求 把 高 深 数 学 与 我 
们 所 处 的 客观 世界 、 社 会 生活 结合 起 来 ， 以 表明 “数学 就 在 我 们 身边 ”. 我 们 还 主 
张 将 数学 与 物理 学 结合 起 来 学 习 ， 即 在 增强 对 数学 认识 的 同时 ， 也 要 提高 “数理 
思维 ”能 力 ， 并 逐步 形成 运用 数学 观点 去 看 待 世界 、 分 析 问 题 的 自觉 性 ， 从 而 提 
高 应 用 数学 的 主动 性 和 积极 性 . 

出 于 作者 年 龄 原因 ， 本 版 特别 邀请 第 二 作者 李 伟 博 士 合作 完成 . 从 第 一 版 完 
稿 至 今 已 十 多 年 了 ， 这 次 是 站 在 十 余年 后 的 今天 来 写 的 . 可 以 说 十 多 年 来 的 工作 
和 成 果 都 是 在 本 著 第 一 版 思想 (数理 思维 ) 引导 下 完成 的 . 其 实 这 也 算是 一 种 反 
馈 ， 在 重新 审读 原文 时 除 必要 的 充实 和 润色 外 ， 也 把 一 些 与 本 著 内 容 相关 的 新 成 
果 及 新 思想 充实 到 本 版 中 来 了 . 本 版 中 新 增 了 一 章 ， 还 增加 了 九 节 ， 补 充 了 若干 
段 ， 共 增加 篇 幅 2/5 余 . 

特别 地 ， 新 增 的 一 章 叫 做 “数学 的 “二 和 象 ” 机 制 揭示 ” ， 它 源 自 十 多 年 来 笔 
者 在 系统 学 中 提出 并 逐步 形成 的 “二 象 论 ”. 发 现 它 在 数学 中 也 是 一 种 重要 而 基本 


的 存在 ， 因 此 可 以 说 它 是 对 数学 本 质 来 自 哲 学 层次 的 一 种 揭示 也 就 是 说 ， 人 们 
一 旦 树立 了 “二 象 ” 观 ， 将 更 有 利于 增强 对 数学 的 洞察 力 . 同时 在 各 章 中 也 都 注 
意 到 了 它 的 自然 应 用 ， 我 们 也 特别 希望 它 能 引起 数学 同行 的 共鸣 与 重视 . 

本 版 的 读者 对 象 仍然 是 各 类 学 科 (包括 数学 ) 的 研究 生 ， 以 及 年 轻 的 “研究 
生 后 ”. 尤其 是 各 专业 博士 生 (包括 理 、 工 、 文 )， 他 们 正 处 在 年 富力 强 、 悟 性 才 
发 的 关键 时 期 ， 很 容易 引起 共 鸭 、 激 发 悟性 ， 因 此 我 们 希望 不 要 仅仅 把 它 作为 理 
论 知识 来 学 ， 而 要 把 它 作为 一 个 个 点 击 悟性 之 “ 键 ” 

关于 引文 有 两 个 作用 : 一 是 对 原作 者 知识 产权 的 承认 ; 二 是 给 读者 提供 参考 
索引 . 然而 本 著 没 有 列 出 引文 , 原因 在 于 基础 性 著作 与 教材 中 这 两 种 情况 都 极 少 ， 
特别 在 网 络 时 代 ， 只 需 在 必要 处 简单 给 出 书 名 便 可 查找 . 

作者 感谢 成 都 西南 交大 出 版 社 有 限 公 司 总 编 张 雪 为 本 版 的 问世 而 作出 的 多 
方 努力 . 也 感谢 一 位 未 留 姓名 的 博士 生 ， 几 年 前 他 在 精读 第 一 版 过 程 中 对 全 书 作 
了 仔细 校正 ， 纠 正 了 多 个 错 、 漏 、 别 字 等 . 特别 感谢 南京 陈 昌 春 博士 ， 在 第 二 版 
最 后 一 校 前 收 到 他 发 来 的 精心 阅读 本 版 初稿 后 提出 的 系列 意见 ， 充 分 体现 了 他 的 
编辑 经 历 、 文 字 工夫 和 一 位 热心 读者 对 本 著 的 爱护 ， 除 系列 规范 性 问题 已 解决 外 ， 
还 有 一 些 站 在 读者 角度 的 建议 ， 也 都 逐条 作 了 莅 酌 和 修改 ， 顺 致谢 意 . 

本 版 继续 载 用 张 景 中 院士 为 本 书 第 一 版 的 题词 ; 继续 载 用 恩师 柯 召 院士 
(1910 一 2002) 为 本 书 第 一 版 的 题词 ， 谨 致谢 诚 . 


作 者 
2011 年 春 于 成 都 
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目前 国内 非 数学 专业 博士 生 们 对 数学 普遍 感到 有 一 种 晨 惧 感 ， 或 说 对 学 习 数 
学 的 自信 心 还 不 够 强 . 那么 ， 是 否 能 在 攻读 博士 学 位 期 间 让 他 们 能 尽 可 能 地 多 了 
解 一 些 数学 ,或 者 所 谓 “ 恶 补 ” 数 学 呢 ? 其 实 这 也 是 广大 博士 生 们 的 一 个 心愿 . 

鉴于 博士 生 们 对 数学 的 这 一 由 衷 的 迫切 需求 ， 鉴 于 博士 生 们 已 有 过 一 些 科研 
经 历 ， 对 数学 已 有 过 一 些 运用 和 体验 ; 鉴于 他 们 大 都 已 进入 人 生 情 性 期 ， 对 知识 
有 了 一 种 自觉 的 理解 意识 ， 我 们 认为 ， 在 此 基础 上 帮助 他 们 对 数学 整体 来 一 次 再 
温习 、 再 认识 是 符合 他 们 时 间 安 排 较 紧 、 年 龄 较为 成 熟 和 知识 结构 较为 适应 等 特 
征 的 ， 因 而 是 必要 的 、 可 能 的 ， 也 是 会 有 效 的 . 

针对 这 一 现势 ， 在 西南 交通 大 学 研究 生 院 组 织 下 ， 笔 者 于 1995 年 初 以 “ 数 
学 再 认识 ”为 题 ， 向 全 校 博 士 生 开设 了 这 门 选 修 课 ， 初 获 成 功 ， 两 年 后 更 转 为 必 
修 课 开 设 ， 

在 开设 这 门 课时 突出 了 以 下 几 点 : 

(1) 总 的 精神 是 : 立足 应 用 数学 ， 乌 隔 数 学 整体 ， 介 绍 基本 概念 ， 注 重 直观 
理解 ， 引 申 数 学 思维 . 

(2) 以 横断 、 综 合 的 形式 选 题 ， 沿 历史 发 展 线索 来 讲 ， 致 力 于 将 “ 深 的 数学 
讲 浅 ， 浅 的 数学 讲 深 ”， 始 终 注 意 到 我 们 的 对 象 是 来 自 广泛 科学 领域 的 研究 生 们 . 

(3) 虽然 是 数学 ， 但 本 书 并 没有 更 多 地 讲解 数学 公式 及 其 推导 ， 而 是 注重 信 
息 量 、 注 重 思维 性 ， 有 了 时 也 尝试 着 用 轻松 笔调 来 写 ， 以 使 本 课程 能 同时 具有 知识 
性 、 可 读 性 、 思 想 性 和 可 藏 性 . 

(4) 介绍 数学 中 的 几 大 思想 体系 ， 纵 横 开 疾 ， 以 使 读者 了 解 到 整个 数学 的 梗 
概 和 基本 范畴 ， 消 除 对 数学 的 迷雾 感 . 

(5) 对 于 成 年 读者 ， 掌 握 思 想 比 学 习 公 式 本 身 更 重要 、 更 有 力 、 也 更 现实 ， 
因为 数学 思维 能 力 是 数学 素质 的 基本 体现 ， 因 而 本 课程 聚 交 于 数学 思维 和 数学 意 
识 的 启发 . 

总 之 ， 我 们 希望 通过 短 短 一 学 期 每 周 3 学 时 的 讲授 ， 能 使 学 生 去 除 对 数学 的 
晨 惧 感 ， 增 强 学 习 数 学 的 自信 心 ， 了 解 更 多 的 现代 数学 概念 和 思想 ， 提 高 数学 司 
性 和 数学 意识 ， 培 养 数学 思维 习惯 ， 进 而 获得 短期 的 速成 效果 . 

几 年 来 的 实践 表明 上 述 想法 是 符合 实际 的 . 尽管 博士 生 们 专业 分 布 广 ， 情 况 
差别 大 ， 但 各 自 都 能 从 中 获得 适合 他 们 自己 的 东西 ， 这 点 使 我 们 感到 欣慰 . 


现在 在 讲稿 基础 上 整理 成 朋 ， 并 付 印 成 书 ， 目 的 是 将 此 书 奉献 给 广大 博士 生 
们 及 所 有 已 进入 悟性 期 的 年 轻 知识 分 子 . 

特别 地 ， 本 书 也 算是 作者 几 十 年 来 ， 在 数学 科研 、 教 学 和 思考 中 各 种 心得 、 
体会 的 综述 与 小 结 ， 也 可 以 说 这 就 是 作者 理解 的 数学 . 希望 借 此 与 数学 界 广大 同 
行 交流 ， 尤 其 如 第 五 章 、 第 十 一 章 也 希望 有 来 自 罗 辑 学 及 物理 学 学 者 的 意见 .我 
们 更 希望 本 书 能 起 到 抛砖引玉 的 作用 ， 使 广大 读者 产生 更 多 的 新 思想 、 新 思维 ， 
激发 对 数学 更 深 的 热爱 ， 并 作出 更 多 的 贡献 . 

由 于 是 从 多 条 线索 、 多 个 角度 去 认识 数学 ， 有 些 重要 的 史 事 、 人 物 和 内 容 可 
能 多 次 谈 到 ， 显 然 重 提 次 数 愈 多 者 愈 重要 ， 因 而 有 利于 加 深 印 象 ， 但 每 次 提 到 仅 
以 当时 所 需 的 深度 和 角度 来 谈 ， 不 一 定 全 面 ， 为 便于 专项 查询 ， 同 时 也 指出 了 继 
续 参 阅 的 相继 部 分 . 

尽管 本 书 涉及 面 广 ， 但 也 尽量 自 成 体系 ， 一 般 来 说 ， 学 过 高 等 数学 的 适龄 读 
者 皆 可 比较 顺利 地 阅读 . 

众所周知 ， 写 这 样 的 书 风 险 较 大 ， 虽 然 本 人 已 作 了 最 大 努力 ， 但 仍 未 写 出 心 
里 那 本 书 . 更 限于 能 力 ， 偏 、 片 、 错 、 漏 在 所 难免 ， 特 别 是 那些 涉及 数学 学 ( 思 
辨 ) 的 内 容 ， 更 不 敢 奢 望 获 得 一 致 的 认同 . 但 不 管 怎样 ,我 们 不 隐瞒 自己 的 观点 ， 
坦率 向 读者 暴露 自己 ， 以 平等 切磋 、 共 探 大 义 的 态度 来 创作 .这 里 欢迎 广大 读者 
批评 ， 更 欢迎 数学 同行 批评 ， 特 别 欢迎 仅 作 茶 余 饭 后 翻阅 审视 的 行家 里 手 们 批评 
指正 . 

作者 感谢 先后 听 过 此 课 的 千 余 位 博士 生 和 年 轻 学 者 们 ， 他 们 的 兴趣 和 热情 给 
了 我 很 大 鼓舞 ; 感谢 西南 交通 大 学 黄 庆 教授 ， 是 他 在 任 研 究 生 院 副 院 长 期 间 主 动 
约 我 开设 此 门 课程 ， 为 该 书 的 成 稿 提供 了 条 件 ; 感谢 中 国 科学 院 院士 林 群 先生 ， 
感谢 中 国 应 用 数学 学 会 理事 长 、 清 华 大 学 博士 生 导 师 蒲 树 铁 先 生 和 谭 泽 光 先生 ， 
感谢 中 国 著 名 教育 家 、 北 京 航空 航天 大 学 李 心 灿 先生 ， 感 谢 重庆 大 学 年 轻 教 授 张 
世 清 博士 ， 感 谢 他 们 在 百 忙 之 中 挤 出 时 间 审 视 本 稿 ， 提 出 宝贵 意见 ， 并 给 予 热 情 
鼓励 、 推 荐 与 支持 ; 特别 感谢 恩师 柯 召 院士 ， 在 他 90 高 寿 时 (2000 年 ) 为 本 书 
命 笔 题词 ; 特别 感谢 张 景 中 院士 积极 推荐 本 书 ， 鼓 励 作者 高 投 ， 并 热情 为 本 书 命 
笔 题词 ， 本 人 平时 在 学 业 上 也 受 张 景 中 老师 影响 不 少 ， 遵 此 一 并 致谢 ; 感谢 高 等 
教育 出 版 社 Chep-Springer 编辑 部 林 金 安 主任 、 徐 可 编辑 的 支持 出 版 , 他 们 在 多 方 
面 表现 出 的 能 力 和 品格 给 作者 留 下 了 深刻 印象 ; 最 后 感谢 作为 我 的 同学 、 同 事 和 妻 
子 的 胡 勋 玉 教授 的 全 面 支持 . 


作 者 
2001 年 8 月 20 日 
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第 一 节 ”数学 的 认识 论 与 数学 思维 


一 、 从 “数学 是 工具 ” 谈 起 


数学 界 和 应 用 界 都 广泛 流传 着 “数学 是 工具 ”这 一 说 法 ， 但 是 人 们 在 谈 到 这 
点 时 往往 带 着 三 分 神秘 感 . 这 说 明 这 句 话 是 需要 解释 的 ， 或 说 这 是 个 需要 理解 的 
命题 . 的 确 如 此 . 

首先 说 ,“ 数 学 是 工具 ”这 句 话 是 正确 的 ， 但 不 是 全 面 的 ， 而 且 也 不 是 本 质 
的 . 其 实 ， 要 说 “工具 ” 嘛 ， 所 有 科学 都 是 工具 ， 因 为 它们 都 是 有 用 的 ， 都 能 像 
“工具 ”那样 用 来 解决 实际 问题 .所谓 “ 数 学 是 工具 ”主要 即 是 从 这 一 意义 上 来 
说 的 . 

的 确 ,“ 数 学 ”作为 一 个 整体 ， 它 对 外 主要 是 用 来 解决 问题 的 “工具 "， 包 括 
具体 的 “ 解 ”( 解 题 、 计 算 ) 和 理论 的 “证 ”( 探 索 、 证 明 ) 等 两 大 类 型 . 但 是 须 
知 ， 数 学 更 是 个 具有 内 在 发 展 动力 的 〈 即 进行 着 内 在 “有 裂变 “聚变 ”的 ) 一 门 
基础 科学 ， 尽 管 其 内 在 各 学 科 分 支 之 间 也 相互 作为 工具 在 应 用 着 ， 但 它 的 主要 宗 
旨 却 是 探索 、 发 现 自然 规律 . 

总 之 ， 说 “数学 是 工具 ”倒是 任何 科学 都 具备 的 功能 . 数学 家 说 这 句 话 旨 在 
强调 其 应 用 特征 、 减 弱 其 神秘 性 以 鼓舞 大 家 学 习 数 学 的 信心 .然而 我 们 却 不 能 把 
数学 仅仅 作为 “工具 ”性 、 技 术 性 课程 来 学 ， 不 能 认为 只 记 住 一 些 条 款 就 算 掌 握 
了 ,即使 说 它 是 工具 也 是 “ 软 工具 , 也 就 是 方法 . 它 不 像 工程 专业 课 中 一 些 “ 方 
法 ”那样 ， 有 来 自 现场 的 技术 性 施工 规范 ， 只 要 记 住 了 条 款 ， 就 能 立刻 用 上 ， 

基础 学 科 的 方法 是 一 种 思想 方法 ， 是 一 种 思维 工具 . 比如， 微分 学 到 了 经 济 
学 家 那里 即 成 了 “边际 分 析 ”; 统计 学 到 了 社会 学 家 那里 至 少 还 需要 处 理 量 纲 等 问 
题 ; 积分 学 到 了 工程 设计 师 那 里 已 不 是 书本 上 的 那个 公式 ， 而 是 需要 结合 实际 再 
加 工 . 其 实 ， 高 等 数学 中 就 没有 一 个 公式 、 方 法 、 定 理 是 能 直接 套用 的 ， 即 使 书 
上 那么 多 的 例子 也 是 人 们 “ 编 、“ 选 ”出 来 的 ,只 不 过 它 是 搬 上 了 舞台 的 “实际 ”， 
等 到 了 实际 岗位 ， 还 需要 靠 自己 运用 已 学 得 的 综合 知识 去 理解 、 去 建 模 ， 以 解决 
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实际 问题 . 

换 句 话说 ， 数 学 国 然 是 工具 ， 但 它 只 是 “ 软 ” 工 具 、 是 方法 论 ， 虽 不 可 直接 
套用 但 应 用 面 最 宽 、 最 广 . 因此 ， 必 须 把 它 学 “ 活 ” 才 行 ， 必 须 让 数学 不 仅 是 我 
们 智库 中 的 一 条 条 可 以 比 对 着 用 的 “知识 ”, 更 要 能 融 汇 成 自己 的 可 以 解决 更 多 问 
题 的 “能 力 ”. 

所 以 ， 学 习 数 学 必须 提高 到 思想 高 度 上 来 . 这 里 ， 谈 道 “ 思 想 高 度 ” 你 也 许 
会 感到 奇异 ， 因 为 人 们 一 般 会 认为 只 有 公式 才 是 高 度 、 只 有 符号 语言 才 是 高 度 . 
其 实 ， 这 是 个 误解 ， 比 如 一 篇 文献 ， 只 有 当 你 看 出 它 的 “思想 ”之 后 才 会 觉得 轻 
松 、 甚 至 变 得 简单 ， 那 时 你 自然 会 觉得 老子 说 的 “大 道 至 简 ” 是 何等 的 高 妙 了 . 常 
常 听 到 数学 家 们 说 “这 个 问题 很 简单 ”其 实 这 正 是 他 们 把 问题 上 升 成 思想 后 在 脑 
子 里 变 得 直观 、 清 晰 时 的 一 种 说 法 , 要 用 大 家 不 太 熟 悉 、 不 太 习 惯 的 数学 语言 “ 准 
确 ” 描 述 出 来 ， 那 才 不 简单 呢 ! 

可 是 ， 从 另 一 方面 来 说 ， 既 然 学 习 数 学 思想 比 直 接 推 公式 容易 ， 那 么 是 否 可 
以 只 学 思想 不 管 “ 表 达 式 ”了 呢 ? 这 里 存在 一 个 虚实 “二 象 ”( 见 后 ) 间 的 逻辑 关 
系 问题 .毕竟 数学 语言 、 公 式 的 推导 是 实 象 、 是 基础 、 是 “ 皮 ”, 而 其 思想 才 是 虚 
象 、 是 上 层 、 是 “ 毛 ”. 也 就 是 说 ,“ 思 想 ” 不 是 公式 、 定 理 本 身 ， 而 是 它们 的 内 
涵 ， 是 “升华 ”成 的 . 我 们 虽说 不 拘泥 于 〈 实 象 的 ) 具体 推导 而 把 注意 力 放 在 掌 
所 思想 上 ， 但 也 不 能 作 “ 无 皮 之 毛 "， 那 也 是 不 可 能 有 大 收获 的 . 

把 学 习 数学 的 公式 推导 、 定 理 证明 时 用 到 的 思想 叫做 数学 思想 . 用 数学 思想 
去 分 析 问 题 叫 做 数学 思维 , 通常 叫做 “数理 思维 ”. 因为 数学 从 来 都 是 以 客观 世界 
为 背景 的 ， 特 别 是 以 (物理 学 为 基础 的 ) 自然 地界 为 背景 〈 即 伽利略 说 的 “自然 
之 书 数学 写成 ”). 特别 在 数 、 理 间 互 动 性 日 益 增 强 的 现代 ， 我 们 会 更 喜欢 说 “ 数 
理 思维 “. 君 已 见 , 但 凡 应 用 界 有 成 就 的 科学 家 , 总 是 在 数理 思维 上 颇 有 修养 而 不 
只 是 在 数学 公式 〈 工 具 ) 运用 上 的 成 功 . 这 在 我 国 也 有 不 少 范例 . 

总 之 ， 数 学 不 只 是 一 个 “工具 库 ”， 更 是 一 个 孕育 和 创造 工具 的 哲学 圣地 ， 
是 一 个 方法 论 宝 库 . 因此 我 们 学 习 和 掌握 数学 也 应 该 从 这 一 角度 着 有 眼 ， 随 时 注重 
其 思想 方法 的 捷 取 与 觉 情 . 


二 、 谈 谈 东 方 人 的 思维 特征 


这 里 所 说 的 东方 ， 主 要 指 以 中 国 为 主 的 东亚 与 东南 亚 地 区 ， 也 就 是 现在 说 的 
儒教 文化 圈 ， 因 此 所 谓 东 方 人 的 思维 特征 主要 以 中 国 为 背景 . 

首先 我 们 看 到 ， 中 国 的 古典 哲学 特征 在 今天 说 来 就 是 宏观 的 、 综 合 的 、 抽 象 
的 思维 特征 ， 从 道 、 法 、 阴 、 阳 研究 起 ， 从 软 的 一 面 研究 起 .这 点 在 传统 的 中 医 
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理论 上 表现 得 十 分 明显 .比如 它 不 是 从 人 体 的 部 位 、 器 官 来 研究 ， 而 是 从 宏观 上 
作 综 合 地 整体 认识 ， 从 而 统一 地 提出 了 望 、 闻 、 问 、 切 等 诊断 方法 . 这 比 起 西医 
的 来 自 解剖 学 的 实证 研究 ， 更 难以 把 握 了 ， 但 它 并 不 失 为 一 种 治病救人 的 重要 手 
段 ， 且 往往 与 西医 不 可 相互 替代 ， 而 是 各 有 所 长 . 这 主要 是 因为 : 从 哲学 来 说 ， 
中 医 走 的 是 由 宏观 至 微观 的 路 子 ， 而 西医 走 的 是 由 微观 至 宏观 的 路 子 ; 从 方法 论 
来 说 ， 它 们 统 归 于 一 个 “二 象 论 ” 概 念 〈 概 念 见 第 四 章 ) ， 中 医 属 抽象 的 “ 虚 象 ， 
西医 属实 证 的 “ 实 象 ; 从 空间 层次 来 说 ,中医 是 在 属性 空间 中 运作 ， 西 医 是 在 物 
理 空 间 中 运作 . 因此 中 医 较 难 掌握 ， 西 医 较 易 掌握 〈 可 操作 性 强 ) . 

的 确 ， 正 是 西方 人 的 思维 特征 使 得 他 们 首创 自然 科学 ， 从 而 产生 了 近代 的 人 
类 科学 文明 . 具体 说 正 是 培根 的 谢 分 法 、 伽 利 略 的 观察 法 、 牛 顿 的 证 明 论 、 瓦 特 
的 发 明 论 、 惠 更 斯 的 实验 论 和 达尔 文 的 进化 论 等 实证 思维 支撑 起 了 近代 的 科学 文 
明 . 西医 学 即 是 其 中 一 门 科 学 ， 所 以 它 比 中 医 发 展 得 

东西 方 人 思维 特征 的 区 别 还 可 从 它们 在 信封 上 写 地 址 时 ， 由 大 到 小 和 由 小 到 
大 的 不 同 习惯 上 看 出 来 . 

不 过 ， 从 “二 象 ” 方法论 看 ， 虚 象 与 实 象 间 是 “互动 ”的 ， 不 可 能 只 有 实 象 
的 西方 思维 作 单 象 发 展 . 这 不 ， 今 天 西方 科学 即 已 进入 其 “ 百 尺 华 头 ” 开 始 向 东 
方 思维 寻找 出 路 的 时 期 .因此 说 今天 是 东方 的 宏观 思维 、 抽 象 思维 尽 其 发 挥 的 时 
候 了 ， 而 数理 思维 便 是 培养 这 一 思维 特征 的 一 种 不 可 或 缺 的 方式 . 


三 、 谈 谈 哲学 及 其 认识 论 的 深化 进程 


大 家 都 知道 , 历史 上 数 、 理 、 哲 本 是 一 家 . 的 确 ， 比 如 数理 思维 与 哲学 思 闪 、 
哲学 方法 论 等 ， 在 抽象 性 及 其 若干 特征 上 都 是 十 分 接近 的 ， 彼 此 相辅相成 .又 如 
纵 观 古今 ， 众 多 数学 名 家 的 哲学 修养 都 很 深 ， 更 不 乏 哲 学 名 家 了 ， 一 流 的 有 笛 卡 
儿 、 莱 布 尼 茨 、 庞 加 莱 等 . 这 是 为 什么 ? 不 能 不 说 明 数 学 、 哲 学 之 间 存 在 着 深刻 
的 本 质 联系 .因此 西方 许多 高 校 把 数学 和 哲学 归 在 同一 个 系 的 做 法 是 正确 的 . 

应 该 说 ， 即 使 当初 笛 卡 儿 把 哲学 与 自然 科学 分 割 开 来 的 “二 元 论 ” 也 只 是 为 
了 突出 科学 的 实证 性 ， 为 了 促进 科学 的 发 展 ， 仅 在 历史 上 起 到 了 它 的 技术 性 作 
用 .如今 科学 界 也 逐步 认识 到 ， 哲 学 与 自然 科学 的 融合 才 是 本 质 . 哲学 比 自 然 科 
学 的 范畴 宽 、 思 想 高 ， 自 然 科 学 比 哲 学 来 得 深 、 来 得 实 ， 仅 赁 哲学 推进 不 了 自然 
科学 ， 仪 赁 自然 科学 也 推进 不 了 社会 ， 因 此 ， 哲 学 与 自然 科学 (包括 数学 ) 必须 
结合 、 必 须 相辅相成 

然而 遗憾 的 是 ， 在 我 国 ， 由 高 考 制度 造成 的 中 学 过 早 分 科 ， 形 成 了 人 文 类 与 
理工 类 的 分 割 ， 实 则 为 暂 学 与 自然 科学 的 分 割 ， 这 是 很 可 惜 的 . 同时 ， 在 数学 界 
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亦 曾 流行 的 轻视 哲学 的 风气 也 是 不 正确 的 ， 应 该 挽回 这 一 损失 ， 应 该 在 年 轻 数学 
家 (包括 应 用 数学 家 ) 中 强调 哲学 修养 . 特别 在 本 书 中 更 要 强调 数学 与 哲学 的 相 
辅 性 与 相 成 性 , 讲述 中 也 将 随时 提 到 哲学 . 不 过 我 们 不 可 能 用 更 多 篇 幅 去 讲 哲 学 ， 
也 没有 必要 ， 因 为 哲学 就 在 我 们 生活 中 (这 一 观点 将 在 第 二 节 、 一 中 叙述 ). 

总 之 ， 我 们 既 不 应 该 长 惧 哲 学 ， 也 不 应 该 轻视 哲学 ， 而 是 应 该 热爱 它 . 数学 
修养 中 也 应 该 自然 地 包涵 着 哲学 修养 . 为 此 ， 我 们 首先 应 该 在 意识 中 抱 着 充分 接 
纳 它 的 态度 才 是 . 

从 传统 哲学 讲 ， 人 类 的 科学 研究 最 初 使 用 的 是 “认识 论 ”"， 然 后 进展 到 “ 方 
法 论 ”, 最 后 是 “价值 论 ” 和 “本 原 论 ”, 共 “ 四 论 ”. 但 我 们 主张 应 该 还 有 一 个 “ 实 
证 方法 论 ”, 简称 “实证 论 ”， 因 为 它 是 由 数理 方法 升华 成 的 “数理 思想 ”. 虽然 数 
学 理论 和 自然 科学 实证 方法 等 还 不 具备 哲学 的 应 用 范畴 ， 但 它 上 升 为 思想 后 即 属 
哲学 层次 的 了 .“ 实 证 方法 论 ” 也 是 经 典 的 “自然 哲学 ”的 延续 ， 加 上 实证 方法 论 
(实证 论 ) 后 即 成 为 “五 论 ” 了 . 显然 ,五 论 的 先后 排列 也 正好 显示 出 其 难度 的 先 
后 顺序 . 

可 以 说 “认识 论 ” 是 人 类 用 以 理解 事物 的 最 为 古朴 、 最 为 直接 的 思维 方法 ， 
也 是 一 种 本 能 的 认识 方法 ， 也 叫 思辩. 

“实证 论 ” 起 自 科技 实践 的 “实证 方法 ”， 是 认识 论 的 升华 ,或 可 说 是 更 具 具 
体 化 、 实 在 化 特征 的 一 种 方法 论 . 

“方法 论 ” 系 指 思 想 方 法 、 思 维 工具 、 世 界 观 ， 可 以 说 是 认识 论 (也 包括 实 
证 方法 ) 的 升华 与 指导 . 对 于 那些 不 可 能 用 认识 论 和 实证 方法 一 下 子 解决 的 问题 ， 
应 首先 致力 于 提升 观点 去 寻求 解决 问题 的 思路 ， 或 说 用 抽象 的 思维 方式 去 解决 问 
题 ， 因 为 “思想 高 度 决定 思维 深度 "、“ 一 切 科学 的 前 沿 都 是 哲学 ”， 比 如， 各 门 自 
然 科 学 中 的 许多 课题 即 不 像 生 活 常 识 那样 简单 : 挂 在 墙 上 的 东西 够 不 着 ， 搭 上 梯 
子 就 行 了 . 这 里 得 先 放下 问题 本 身 ， 着 力 于 发 明 、 创 造 出 一 架 适 合 的 “梯子 ”( 思 
想 ) ,而 不 是 硬 搬 现 有 的 “合子 ” 即 成 , 或 至 少 得 借 一 架 适 用 的 梯子 才能 说 得 上 去 
解决 问题 . 

“价值 论 ” 是 考虑 了 “利益 ”关系 的 问题 , 或 叫 “ 优 化 ”问题 . 也 就 是 在 “ 物 
质 性 ”问题 上 同时 考虑 了 “社会 性 ”的 问题 或 属 管理 类 问题 ， 因 此 变 得 更 为 复杂 
比如 ,“ 社 会 学 ”问题 常常 难以 作出 实证 量度 ,难以 用 上 测量 仪器 , 不 能 不 承认 这 
时 的 数学 是 较 难 的 . 

至 于 “本 原 论 ” 则 更 难 了 ， 它 志 在 追 本 溯源 ， 寻 找事 物 发 生 的 真 诺 ， 因 此 有 
可 能 涉及 人 类 生活 空间 、 精 神 世界 的 终 际 和 边缘 . 比如 人 类 有 史 以 来 都 追 索 不 已 
的 四 大 豆 古 之 继 : 地 球 的 起 源 、 字 宙 的 本 质 、 精 神 的 实质 和 细胞 的 发 生机 制 等 ， 
就 是 本 原 论 所 要 解决 的 最 大 问题 . 显然 本 原 论 是 认识 的 最 深层 、 最 高 级 形式 . 
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也 有 人 说 ， 认 识 论 是 解决 “是 什么 ”的 ， 实 证 论 是 解决 “有 什么 ”的 ， 方 法 
论 是 解决 “是 什么 ”的 ， 本 原 论 是 解决 “为 什么 ”的 ， 价 值 论 则 是 解决 “应 该 是 
什么 ”的 ， 不 谓 不 精粹 也 . 

总 之 ， 从 总 体 上 说 来 ， 认 识 论 、 实 证 论 、 方 法 论 仍然 是 基础 、 是 重点 ， 价 值 
论 和 本 原 论 是 其 派生 和 推广 ， 进 一 步 观察 还 可 得 知 ， 人 类 从 认识 论 进展 到 实证 论 
和 方法 论 的 进 次 步骤 是 : 

(1) 凭 直观 : 只 能 认识 眼前 有 形 的 、 实 在 的 事物 ， 

(2) 赁 直 党 : 简单 说 

直觉 = 直观 + 想象 


它 可 作 预 测 性 的 认识 ,但 其 准确 性 较 差 . 
(3) 赁 经 验 : 经 验 是 一 种 实践 知识 ， 简 单 说 


经 验 = 经 历 事实 (信息 )+ 直觉 


这 样 认识 事物 比 仅 凭 直觉 的 准确 性 更 强 . 

(4) 赁 知识 和 经 验 : 知识 是 前 人 经 验 的 整理 与 升华 ， 因 而 更 为 可 靠 . 

(5) 和 赁 “定律 ”和 程序 步骤 : 定律 是 公认 的 观察 、 测 定 、 实 验 结论 ， 简 单 说 
定律 就 是 公认 实事 ， 它 是 一 种 具有 定格 的 〈 命 题 式 ) 知识 . 用 定律 再 结合 程式 设 
计 以 作 实证 认识 ， 即 进入 实证 论 范畴 . 它 比 一 般 认 识 论 更 为 实在 、 更 为 深刻 ， 也 
更 能 深入 到 直观 和 经 验 不 可 及 的 深度 和 广度 ， 因 而 更 为 准确 . 

(6) 赁 “定理 ”和 推导 : 定理 是 依据 客观 事实 、 知 识 和 定律 、 符 号 ， 通 过 软 
辑 推理 而 得 出 的 科学 结论 , 常常 是 人 们 和 凭 经验 、 观 察 得 不 到 的 实事 . 因而 赁 定理 、 
定律 再 作风 辑 推理 将 会 使 人 类 的 认识 达到 更 深层 、 更 抽象 的 地 步 . 不 过 这 时 的 认 
识 同样 属于 实证 论 范 畴 . 

(7) 方法 论 : 当 一 般 认识 论 与 实证 论 经 上 升 、 升 华 成 为 思想 方法 、 思 维 工具 
和 理念 、 观 念 时 即 成 为 方法 论 . 以 此 再 反 回 去 认识 世界 ， 将 变 得 更 广 、 更 深 、 更 
抽象 、 更 具 指 导 性 . 数学 方法 中 蕴涵 着 丰富 的 方法 论 . 

至 此 ， 我 们 看 到 了 ， 对 于 认识 事物 来 说 ，(1)~(7) 的 手段 是 逐步 深入 的 ， 
其 中 还 可 分 作 三 个 大 的 阶段 : (1)~(4) 属于 一 般 认 识 论 阶段 ， 也 叫做 思辨 认识 阶 
段 ， 其 特点 在 于 赁 直接 地 思维 去 认识 对 象 ， 这 样 的 认识 范畴 和 深度 自然 是 有 限 
的 . (5)~(6) 则 属于 实证 论 阶段 ， 由 此 升华 即 成 (7) 的 方法 论 . 它 的 特点 是 赁 
借 “ 软 ”的 思想 方法 去 抽象 地 ， 从 而 更 为 宽广 、 深 疼 地 认识 问题 . 还 应 说 明 的 是 ， 
其 中 所 说 的 “定律 、“ 定 理 ” 是 广义 的 ， 只 要 符合 上 述 定义 的 即 是 ， 不 必 局 限于 
书本 上 已 有 称呼 的 《著名 的 ) 定律 、 定 理 . 此 外 现代 的 “思辨 认识 ”也 在 借助 定 
律 、 定 理 ， 但 它 与 实证 论 的 关键 区 别 在 于 ， 它 是 凭借 直接 的 思维 方式 而 不 是 采用 
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实证 方法 去 实现 目标 . 
本 书 的 任务 之 一 即 在 借助 一 般 认 识 论 ， 去 揭示 数学 中 种 种 实证 方法 的 方法 论 
思想 ， 以 促进 我 们 数理 思维 修养 的 提高 . 


、 数 理 思维 与 合 情 推 理 


科学 进入 现代 ,“ 数 理 思维 ”这 一 术语 已 在 科技 界 流行 起 来 ， 可 什么 是 数理 
思维 ? 这 是 值得 认真 思考 、 正 确 回答 的 . 这 一 回答 本 身 即 有 利于 增进 我 们 的 数学 
修养 ， 不 过 这 里 不 准备 展开 (有 兴趣 的 读者 可 参见 拙 著 《思维 科学 引 论 》)， 借 此 
我 们 直接 给 出 定义 : 

“数理 思维 ”属于 认识 论 、 实 证 论 和 方法 论 的 综合 型 思维 形式 . 它 具 有 概念 
化 、 抽 象 化 、 模 式 化 的 认识 特征 ， 或 说 具有 把 数学 中 的 概念 、 结 论 和 处 理 方 法 上 
升 为 思想 ， 并 用 于 认识 一 切 客观 事物 的 特征 . 把 具有 这 一 哲学 高 度 的 数学 认识 叫 
做 数理 思维 ， 也 叫 数 学 思维 . 

换 甸 话说， 一 个 具有 “数理 思维 ”修养 的 人 常常 表现 出 如 下 特点 : 

(1) 在 讨论 问题 时 ， 习 惯 于 强调 定义 (界定 概念 )， 强 调 问 题 存 在 的 条 件 ; 

(2) 在 观察 问题 时 ， 习 惯 于 抓 其 中 的 (函数 ) 关系 ， 在 微观 (局 部 ) 认识 基 
础 上 进一步 作出 多 因素 的 全 局 性 (全 空间 ) 考虑 ; 

(3) 在 认识 问题 时 ,习惯 于 将 已 有 的 严格 的 数学 概念 ， 如 对 偶 、 相 关 、 随 机 、 
沁 函 、 非 线性 、 周 其 性、 混沌 等 概念 广义 化 ， 用 于 认识 现实 中 的 问题 .比如 他 们 
会 看 出 价格 是 商品 的 对 偶 ， 效 益 是 公司 的 泛 函 等 . 

通俗 说 来 ， 数 理 思维 万 数学 家 的 一 种 职业 习惯 ， 这 里 我 们 更 强调 它 是 应 用 数 
学 家 的 职业 习惯 .“ 三 句 话 不 离 本 行 ”， 职 业 习 惯 对 于 任何 职业 的 长 期 从 业者 都 
会 具有 . 一 般 说 这 是 好 习惯 、 值 得 肯定 . 可 以 说 “数理 思维 ”这 一 职业 习惯 更 是 
人 类 的 共识 ， 属 于 数学 修养 之 例 ， 都 希望 乘 有 它 . 这 是 好 事 ， 也 是 容易 做 到 的 ， 
不 过 需要 具有 这 一 强烈 意识 ， 并 坚持 下 去 才 行 . 有 意识 的 修养 比 无 意识 地 、 凭 自 
然 地 增长 来 得 快 . 事实 上 数学 修养 从 来 都 不 只 数学 家 才 有 ， 应 用 数学 家 〈 不 只 来 
自 数学 专业 ) 中 也 不 少 具 有 高 深 数 学 修养 的 人 . 

一 位 名 家 说 “真正 的 数学 家 应 能 把 他 的 东西 讲 给 任何 人 都 听 得 懂 ”. 为 什么 ? 
这 就 应 了 哲学 上 一 名 名言 “真理 总 是 简单 的 . 换 名 话说 数学 形式 再 复杂 ,， 它 总 有 
简单 的 思想 实质 ， 因 而 我 们 掌握 数学 思想 应 该 是 容易 的 . 

再 说 现代 科学 中 ， 数 学 能 力 对 每 个 人 都 很 重要 ， 但 数学 能 力 的 关键 不 在 数学 
计算 ， 特 别 在 计算 机 时 代 首 先 应 该 重视 建 模 能 力 ， 要 知道 建 模 能 力 的 基础 则 是 数 
理 思维 . 换 句 话说 ， 思 想 比 公式 更 重要 ， 建 模 比 计算 更 重要 
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， 对 数学 的 认识 既是 数学 思维 的 用 武之 地 ， 也 是 培养 数理 思维 的 一 个 好 
站 
版 便 提 到 ， 一 种 下 做 “会 情 拓 加 三 和 攻 着 生 全 和 生生 全 
的 数理 思维 方式 . 这 是 经 著名 数学 教育 家 G : 波 利 亚 推 崇 ， 被 数学 界 广泛 接受 的 
一 各 数学 修 务 ” 忆 属于 “归纳 ”型 思维 ， 对 偶 于 严格 的 逻辑 演绎 ， 有 利于 培养 灵 
活 、 抽 象 、 猜 想 和 活跃 的 思维 习惯 . 目前 ， 全 世界 数学 教育 界 都 纷纷 主张 在 数学 
教育 中 加 强 “ 合 情 推理 ”能 力 的 培养 ， 无 疑 对 每 个 科学 工作 者 都 是 重要 的 .我国 
资深 数学 家 、 数 学 教育 学 家 、 应 用 数学 的 积极 倡导 者 ， 诸 如 苏 步 青 、 许 国志 、 徐 
利 治 、 林 群 、 张 景 中 、 李 大 潜 、 萧 树 铁 、 李 心 灿 、 马 知 恩 等 ， 都 十 分 推崇 这 种 思 
维 方法 ,主张 在 数学 教育 中 除了 讲述 纯粹 的 逻辑 演绎 方法 外 ， 也 应 该 教 给 学 生 以 
合 情 推 理 的 方法 论 ， 训 练 其 创造 性 的 思维 习惯 ， 并 积极 作出 贡献 〈 续 见 第 九 章 第 
一 节 、 四 ) . 


第 二 节 谈 谈 学 习 心理 学 


本 节 希 望 表 明 : 中 从 课堂 和 书本 学 到 的 只 能 是 知识 ， 是 外 来 信息 ， 人 们 最 终 
的 需要 却 是 开发 自己 的 “意识 ”和 “悟性 ; @ 知识 可 以 促进 意识 和 悟性 的 开发 ， 
加 深意 识 和 悟性 的 内 容 ; @ 知识 的 蓄积 (包括 学 了 、 懂 了 却 又 “忘记 了 ”的 知识 ) 
构成 了 悟性 必要 的 能 源 库 ; 人 人 们 自身 潜在 的 意识 和 领悟 能 力 可 以 不 同 , 但 他 们 
有 着 共同 的 可 开发 特征 和 年 龄 特征 ， 成 人 期 正 是 它 的 最 佳期 ， 现 分 段 简 述 之 . 


一 、 关 于 认识 过 程 的 一 点 认识 


通过 观察 思辨， 我 们 把 脑 内 认 知 深 
化 过 程 从 接受 知识 开始 到 最 高 的 “悟性 ” 
层次 ， 初 步 分 作 四 个 阶段 来 认识 ， 其 中 
还 包括 一 个 跃迁 层次 ， 如 图 1.1 所 示 . 

首先 需要 说 明 ， 这 里 我 们 似乎 涉及 
了 哲学 史上 、 特 别 是 近代 哲学 史上 一 些 
纷繁 跌宕 的 敏感 术语 ， 但 是 我 们 没有 工 
夫 (相信 读者 也 没 工夫 ) 去 光顾 历史 大 
卷 ， 弄 清楚 诸如 康德 和 黑 格 尔 的 分 野 等 


a 
< 


只 有 哲学 家 才 关 心 的 专业 哲学 问题 ， 再 去 决定 我 们 的 思想 站 队 . 作为 一 种 便捷 的 
处 理 方法 ， 我 们 首先 强调 两 点 ， 然 后 以 解释 图 1.1 来 完成 任务 . 

(1) 哲学 不 是 哲学 家 创造 的 ， 哲 学 思维 原本 存在 于 人 类 共同 的 思维 中 ， 哲 学 
家 的 贡献 仅 在 于 用 人 类 共有 的 理性 思维 去 观察 、 总 结 、 整理 了 人 类 的 “哲学 思维 ”， 
提出 了 种 种 概念 . 但 也 正 是 这 些 从 数学 意义 来 讲 不 其 严格 、 不 其 分 明 的 概念 加 剧 
了 他 们 旷日持久 的 争论 ， 并 且 越 是 争论 ， 新 概念 (实则 新 术语 ) 变 得 越 是 繁复 稠 
密 ， 使 得 局 外 人 难 分 彼此 . 鉴于 哲学 真正 的 发 展 还 是 离 不 开 科学 和 社会 整体 的 发 
展 这 点 ， 我 们 局 外 人 满 可 以 不 介入 它 ， 只 需 从 我 们 人 人 都 村 有 的 思维 特征 和 基本 
的 哲学 知识 去 直接 认识 我 们 所 要 的 概念 ， 把 它 叫做 “大 众 哲 学 ” 

(2) 本 书 提倡 一 种 坦率 直言 的 性 格 ， 特 别 是 根据 数理 思维 特征 ， 将 按 我 们 自 
己 的 理解 ， 对 我 们 所 用 的 哲学 概念 赋 以 公理 化 〈 实 则 只 能 说 是 拟 公理 化 ) 定义 ， 
借以 阐述 我 们 的 观点 . 从 科学 意义 上 讲 ， 即 使 我 们 的 定义 与 “ 哲 ” 人 的 有 所 差异 ， 
也 不 至 于 承受 焉 曲 、 违 背 的 责任 . 

鉴于 此 ， 我 们 在 对 图 1.1 解释 的 同时 ， 对 所 用 到 的 概念 给 出 如 下 定义 : 

(1) 知识 . 

简 言 之 ， 知 识 就 是 脑 内 存储 的 正确 信息 ， 换 言 之 ， 脑 内 存储 的 一 切 正确 信息 
都 叫做 知识 ， 因 此 知识 一 词 是 很 广泛 的 术语 . 所 谓 “正确 ”信息 ， 即 从 根本 上 说 
是 符合 实际 的 信息 ， 尽 管 暂 时 还 无 法 检验 . 亦 即 这 只 是 一 种 理论 上 的 说 法 . 

知识 可 以 来 自 客观 经 验 (包括 经 历 )， 也 可 来 自 脑 内 创 生 . 

知识 的 结构 很 复杂 、 层 次 很 多 . 图 1.1 中 表 出 的 是 知识 的 积累 过 程 ， 只 是 一 
些 基 本 层次 . 

(2) 理解 . 

这 里 的 “理解 ” 作 名 词 用 ， 表 示 理 解 了 的 知识 ， 也 叫 活 知识 . 对 于 一 个 信息 
(知识 ) ， 如 果 获 得 了 与 之 有 关 的 更 多 信息 ， 就 形成 一 个 以 该 信息 为 中 心 的 信息 网 
络 、 信 息 系 统 ， 这 时 该 信息 叫做 理解 了 的 信息 ， 或 理解 了 的 知识 ， 抑 或 活 知 识 ， 

知识 的 理解 也 是 有 程度 之 分 的 . 事实 上 ， 知 识 从 基本 知识 到 完全 理解 了 的 知 
识 之 间 没 有 绝对 分 明 的 界限 ， 而 是 个 连续 分 布 的 上 升 的 过 程 . 

但 不 管 怎样 ， 基 本 的 和 理解 了 的 知识 仅 以 一 种 外 来 知识 的 形式 被 存储 ， 还 不 
能 说 是 自己 的 知识 ， 还 可 能 被 “遗忘 ”( 理 解 了 的 知识 被 “遗忘 >， 实则 是 从 记忆 
的 大 脑 皮层 “ 沉 ” 入 脑海 里 了 ) . 

(3) 意识 . 

理解 了 的 知识 经 过 一 定 的 积累 阶段 ( 见 图 1.1 中 (积累 ) 段 ) 后 ， 可 能 产生 
一 次 内 在 的 飞跃 或 说 升华 ， 表 现 为 对 已 有 (理解 ) 知识 的 “反刍 ”和 觉醒 ， 是 对 
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已 有 知识 来 自 自我 的 重新 发 现 ， 叫 做 意识 了 的 知识 ， 简 称 意识 知识 . 

意识 知识 有 几 大 特点 : QD 这 种 知识 经 过 自己 的 重新 发 现 已 成 为 自己 的 内 在 信 
息 ， 甚 至 已 不 记得 它 来 自 何 处 ， 倒 觉得 是 自己 从 来 就 有 的 知识 似 的 ; @ 意识 知识 
能 达到 自如 的 运用 ， 亦 即 可 以 在 不 知 不 觉 的 自然 状态 下 随 着 思维 而 自觉 地 运用 ， 
勿 须 意 识 的 驱使 ;，@ 意识 知识 已 不 存在 忘却 、 记 忆 和 回忆 的 问题 . 似乎 意识 知识 
不 是 存在 于 大 脑 皮 层 而 是 在 大 脑 皮 层 以 下 了 . 一 般 (未 升华 ) 知识 与 意识 知识 的 
存储 状态 可 比 做 计算 机 上 外 存 与 内 存 的 不 同 状态 ， 内 存 信息 可 以 直接 运用 ， 而 外 
存 信 息 要 经 过 内 存 (相当 于 意识 的 驱使 ) 才能 使 用 . 

(4) 悟性 . 

悟性 又 叫 醒悟 、 党 悟 、 感 悟 、 归 纳 ， 它 比 意识 来 得 更 为 深刻 ， 不 仅 表现 为 对 
知识 的 “重新 发 现 "， 而 且 有 更 深层 的 发 现 感 . 所谓 “发 现 感 "， 是 说 这 种 悟性 所 
悟 出 的 东西 不 一 定 是 实在 的 发 明 创造 性 思想 ， 而 是 一 种 带 有 情感 及 心理 色彩 的 认 
识 ， 一 种 激情 ， 往 往 只 能 体会 而 不 可 能 完全 “ 道 ” 出 来 ， 即 所 谓 “ 只 可 意 会 不 可 
言传 因为 它 带 有 内 在 情感 性 , 不 是 一 般 的 信息 .“ 道 可 道 ,非常 道 ”, 一 旦 用 语 
言 表达 出 来 即 是 一 般 信息 ， 最 多 是 经 解释 成 为 理解 了 的 信息 . 因此 讲演 ( 带 激 情 
的 公众 报告 ) 效果 最 多 只 能 促进 意识 或 悟性 的 发 生 ， 而 不 可 像 一 般 信 息 的 授予 那 
样 坦 接 授予 悟性 . 

总 之 ， 人 悟性 是 意识 的 高 级 阶段 ， 它 与 意识 没有 分 明 的 界限 ， 是 一 个 连续 分 布 
的 更 高 阶段 〈 见 图 1.1) . 在 脑海 中 它 是 下 “ 沉 ” 更 深 的 综合 知识 〈 已 不 只 是 单一 
知识 ， 也 不 是 简单 的 知识 集 ， 而 是 其 融 汇 体 ， 正 如 大 海底 部 的 沉积 物 ， 已 成 为 新 
的 “矿藏 ”了 ).“ 悟 ”出 的 与 “意识 ”到 的 知识 都 是 “内 存 ” 知 识 ， 是 真正 属于 
自己 的 . 

一 个 人 的 意识 和 悟性 “能 力 ” 是 潜在 于 自身 的 , 它 只 可 接受 外 来 因素 的 启发 、 
诱发 、 激 发 和 开发 ， 却 不 可 从 外 在 直接 传递 、 转 录 而 来 ， 同时， 一 个 人 产生 意识 
和 人 悟性 的 “背景 ”也 在 自身 ， 系 长 期 的 知识 积累 . 

最 后 ， 悟 性 与 灵感 也 不 是 一 回 事 ， 灵 感 可 表现 为 新 事物 的 创造 和 发 明 ， 是 时 
点 式 的 闪现， 可 遇 而 不 可 求 ， 随 年 长 而 衰退 ， 而 悟性 主要 表现 为 对 现 有 知识 的 更 
深刻 、 更 抽象 的 升华 ， 具 可 期 盼 性 ， 仅 逼近 于 灵感 创造 ， 但 还 不 是 灵感 创造 . 


二 、 对 学 习 的 一 点 再 认识 


学 习 (包括 生活 实践 、 书 本 阅读 和 课堂 接受 ) 似乎 是 人 类 增长 智慧 的 唯一 源 
泉 , 因此 人 类 越 来 越 重视 学 习 和 教育 . 但 这 里 我 们 准备 从 另 一 角度 对 学 习作 一 介绍 . 
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本 着 “一 ”中 观点 不 难看 到 ， 学 习 获 得 的 只 能 是 一 般 信息 (一 般 知识 )， 最 
多 是 得 到 理解 的 知识 . 由 于 它 是 外 来 信息 , 只 能 属于 图 1.1 中 第 一 个 上 升 过 程 . 也 
就 是 说 人 的 意识 、 悟性 等 更 高 级 的 知识 不 可 由 学 习 直 接 得 到 ,所谓 “ 师 侍 引 入 门 、 
修行 在 个 人 ”也 是 这 个 原理 , 皆 因 意识 和 悟性 属于 人 的 内 在 潜能 , 学 得 的 知识 ( 仍 
包括 “ 懂 了 却 忘 了 ”的 知识 ) 只 能 为 之 奠定 基础 , 但 也 只 有 通过 学 习 积累 (量变 ) 
才能 产生 质变 , 获得 (有 意义 的 ) 潜能 开发 ,这 就 是 学 习 与 智慧 间 的 基本 关系 〈 真 
正 的 智慧 主要 表现 为 意识 和 悟性 能 力 ) . 我 们 既 不 能 忽视 学 习 对 智慧 的 “源泉 ” 作 
用 ， 也 不 必 为 记 不 住所 有 学 得 的 知识 而 局 恼 . 

a 我 们 从 心理 上 力求 把 自己 意识 到 、 领 悟 到 的 
东西 写 出 来 . 但 毕竟 不 是 完全 可 能 的 ， 写 出 来 的 就 只 能 是 一 般 知识 ， 所 以 我 们 宁 
可 立足 于 在 讲授 知识 罗 生 时 六 了 之 以 必 情 以 期 诱发 读者 的 悟性 . 比如 历代 数 
学 家 为 数学 留 下 了 无 数 肺腑 之 言 ， 令 今天 的 学 子 赞叹 不 已 . 这 正 是 他 们 对 数学 的 
一 个 个 感悟 和 心 语 , 它 本 应 作为 我 们 心灵 键盘 的 一 次 次 触 击 , 使 之 产生 一 次 次 “ 运 
算 ， 一 次 次 反响 ， 但 若 我 们 还 没有 进入 悟性 期 ， 也 许 会 仅 把 它们 当做 知识 来 学 、 
来 记 ， 其 至 会 误 以 为 这 是 数学 宗师 们 在 作 “ 秀 "， 在 为 数学 打 “ 广 告 *. 这 当然 是 
与 原意 相悖 的 . 

也 就 是 说 ,， 仅 当 有 了 悟性 的 人 才 容 易 被 诱发 出 悟 牲 来 ， 否 则 他 只 能 作为 一 般 
知识 来 读 . 悟性 是 人 人 都 有 的 “矿藏 ， 只 是 不 同 的 人 “ 矿 深 ”( 慧 根 ) 也 不 同 . 即 
使 同一 个 人 ， 不 同 的 年 龄 阶段 ， 其 “ 矿 深 ” ee 正好 本 著 是 奉献 给 那些 慧 根 
较 浅 且 已 进入 悟性 期 的 读者 的 ， 其 原因 请 见 


三 、 关 于 学 习 的 年 龄 特征 


教育 心理 学 家 已 得 知 ， 人 的 学 习 能 力 是 具有 年 龄 特征 的 . 比如 粗略 地 讲 ， 人 
从 六 七 岁 到 14 岁 左 右 是 记忆 的 最 佳期 , 这 时 的 记忆 常常 表现 为 善于 死记 , 过 目 不 
忘 , 读 过 的 知识 能 记 住 在 哪 一 页 哪个 位 置 , 但 这 种 能 力 在 15 岁 以 后 即 逐 步 衰 退 . 15 
岁 以 后 的 记忆 越 来 越 依 赖 于 “理解 性 ”记忆 . 一 般 说 在 25 岁 以 后 , 连理 解 性 的 记 
忆 也 已 走向 或 走 过 顶 峰 期 . 但 此 期 (25 岁 以 后 ) 内 ， 随 着 人 进入 成 年 期 ， 另 一 种 
更 为 重要 的 学 习 特征 (思维 特征 ) 便 日 渐 强盛 了 ， 这 就 是 进入 了 “ 情 性 期 *?”. 这 
时 他 们 会 自然 地 、 不 自然 地 对 已 熟悉 的 知识 进行 “反刍 ”, 产生 新 的 感觉 和 深层 的 


QD 孔子 说 人 的 “30 而 立 , 40 而 不 台 ，50 而 知 天 命 " 即 是 对 人 进入 悟性 期 以 致 先进 至 顶峰 的 特征 描述 ， 
只 是 今天 看 来 ， 也 许 人 的 悟性 期 要 来 的 更 早 一 点 。 


10 


意识 . 其 特点 是 : 知识 一 旦 进入 了 悟性 思维 ， 即 自然 地 变 成 了 自己 的 “只 读 内 存 
(ROM)”， 成 为 “本 事 ”， 而 没有 得 到 悟性 ， 或 说 未 达到 悟性 程度 的 《未 沉 入 脑海 
的 、 仍 在 大 脑 皮 层 的 ) 知识 ， 常 常会 被 逐步 遗忘 . 每 个 年 长 的 人 都 可 作出 回忆 比 
较 , 他 们 在 25 岁 前 所 记得 的 能 够 背诵 的 知识 往往 比 他 年 长 以 后 的 多 . 许多 年 轻 时 
能 引经据典 口 若 悬 河 的 善 辩 者 ， 老 来 却 吐 不 出 多 少 词 来 也 是 这 个 原理 . 这 就 是 年 龄 
进入 悟性 期 后 ， 原 来 “外 ” 存 的 大 量 知识 ， 要 逐步 经 受 一 个 取 售 过 程 ， 能 达到 意 
识 和 悟性 级 别 的 则 转 为 更 高 级 的 “内 存 ” 形 式 ， 变 成 自己 的 知识 ,如 观点 、 观 念 、 
言 条 之 类 的 知识 (也 许 老 人 的 固执 也 源 于 此 )， 其 他 的 知识 则 逐步 萎缩 ,当然 ， 必 
须 承认 男 一 个 事实 ， 年 轻 时 存储 地 理解 了 的 知识 越 丰富 ， 将 来 得 到 的 悟性 知识 则 
越 多 、 越 高 级 ， 亦 即 既 存 的 知识 量 的 雄厚 度 是 与 悟性 量 、 悟 性 深度 、 创 造 性 呈正 
比 的 ， 

总 之 ， 我 们 看 到 ， 目 前 的 博士 生 们 都 进入 了 人 生 悟 性 的 最 佳期 ， 加 上 他 们 有 
丰富 的 前 期 知识 ， 更 应 珍重 这 一 时 机 ， 有 意识 地 去 接受 启发 ， 创 造 激发 悟性 的 心 
理 环 境 . 只 有 抱 这 样 的 观点 去 学 习 、 去 阅读 、 去 领会 更 深层 的 知识 ， 才 会 更 有 利 
于 我 们 的 事业 . 本 著 也 是 抱 着 适应 读者 的 这 一 心理 来 写 的 . 


II 


第 二 章 ”数学 一 殴 


学 习 数学 与 学 其 他 科学 一 样 ， 随 着 学 习 的 深入 ， 对 其 历史 的 了 解 “需求 ”也 
会 成 正比 例 的 增加 . 

本 章 将 以 鸟 梧 方式 从 多 个 角度 对 数学 的 历史 〈 主 要 是 近 现 代 史 ) 作 一 简要 的 
纵览 : 一 方面 仅 以 “应 用 数学 工作 者 ”的 基本 “需求 ”为 限 ; 另 一 方面 不 是 在 讲 
历史 ， 仍 只 站 在 “思想 认识 ”高 度 来 写 . 


第 一 节 ”数学 史 一 萤 
一 、 数 学 的 基本 生发 图 〈 见 图 2. 1) 


代数 学 (复数 系 、 超 复数 系 、 广 义 超 复数 系 ) 


( 控 霖 窜 殉 代数 (广义 数 ) ~ 经典 代 数 方程式 (组 ) 论 ) 抽象 代数 
特征 ) | ( 群 、 环 、 域 、 线 性 空间 、 代 数 ) 


出 发 点 : 数 一 算术 一 = 四 则 一 八 则 
忌 数 论 (整数 集中 种 种 结构 特征 探讨 ) 
形 (几何 ) : 初等 几何 一 ~ 解析 几何 -微分 几何 一 非 欧 几何 
一 射影 几何 一 现代 几何 
函数 〔 模 数 ) 一 微 积 分 


(探索 客观 世界 | 函数 论 ( 实 函 、 复 函 、 泛 函 ， 概 率 论 ) 
的 连续 特征 ) 数学 分 析 ~ | 方程 论 ( 常 微分 方程 、 偏 微分 方程 、 积 分 方程 ) 
| 动力 系统 


拓扑 学 ( 点 集 拓扑 、 组 合 拓扑 、 代 数 拓扑 、 微 分 拓扑 ) 
图 2.1 


注 : 以 上 只 是 从 纯 数 学 角度 作出 的 例 图 . 至 于 应 用 数学 则 以 上 述 数 学 作为 综 
合 的 理论 基础 ， 并 且 还 可 分 作 如 下 两 个 层次 ， 
(1) 应 用 基础 : 如 价值 数学 、 运 筹 学 、 组 合 数 学 、 数 理 统计 学 、 系 统 科 学 、 
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决策 论 等 . 
(2) 实际 应 用 :思维 (认识 ) 一 建 模 一 分 析 一 返回 对 象 ( 循环 至 满意 为 止 ). 


二 、 数 学 中 心 的 迁移 史 


在 古代 【〔 公 元 5 世纪 以 前 ) ， 数 学 发 展 的 中 心地 带 在 东 地 中 海岸 的 希腊 、 埃 
及 、 巴 比 伦 (也 涉及 阿拉 伯 、 印 度 、 中 国 ) 等 地 区 ， 主 要 特点 是 希腊 的 三 角 学 、 
埃及 的 平面 几何 、 巴 比 伦 的 初等 代数 和 中 国 、 印 度 的 算术 等 .在 中 世纪 时 期 〈 公 
元 6~15 世纪 ) ， 因 宗教 极 格 ， 整 个 科学 进入 黑暗 期 〈 特 别 是 6 一 11 世纪 ) ， 仅 有 
一 些 自发 性 的 发 展 . 相对 起 来 这 时 的 数学 中 心地 带 仍 在 移动 , 已 移 至 中 欧 和 西欧 ， 
如 意大利 、 法 国 、 奥 地 利 等 地 ， 主 要 贡献 在 初等 代数 上 ， 如 三 次 、 四 次 方程 的 求 
根 公 式 ( 意 ) 和 ( 根 与 系数 关系 的 ) 韦 达 定理 (法 ) 的 发 现 . 在 近代 〈16 世纪 以 
后 ) ， 数 学 中 心 进一步 西 移 ， 主 要 在 波兰 、 德 国 、 法 国 、 西 班 牙 、 英 国 等 国 ， 主 要 
贡献 为 微 积 分 〈 英 、 德 )、 对 数 〈 英 )、 解 析 几 何 〈 法 ) 等 . 到 了 近 现 代 〈19 世纪 
末 以 来 )， 数 学 经 过 了 源 于 西欧 的 数学 爆炸 性 发 展 后 ， 其 中 心 于 20 世纪 初 开始 横 
渡 大 西洋 移 到 了 美国 . 不 过 自 近代 以 来 ， 与 其 说 是 中 心 的 西 移 ， 倒 不 如 说 是 中 心 
的 西 扩 . 比如 ， 在 近代 以 来 可 以 说 西欧 和 美国 都 属于 中 心 区 ， 特 别 在 现代 〈20 世 
纪 60 年 代 以 来 ) ， 这 个 中 心 区 更 加 西 扩 到 了 日 本 乃至 东亚 和 东南 亚 ， 中 国 已 越 来 
越 明显 地 成 为 首当其冲 的 中 心 了 . 

总 之 ， 在 两 干 多 年 的 数学 中 中， 数学 中 心 自 中 国 、 印 度 、 巴 比 伦 、 希 腊 力 至 
中 欧 、 西 欧 、 美 国 、 日 本 ， 自 东 向 西 移动 和 扩展 ， 最 终 成 为 一 个 基本 上 藩 在 北纬 
30° ~40°。( 仅 北欧 超出 一 点 〉 内 的 封闭 环 带 ,这 似乎 是 个 奇异 现象 . 

但 要 看 到 ， 数 学 中 心 扩 展 的 这 一 历史 特征 和 地 理 特征 ， 皆 与 整个 科学 发 展 中 
心 以 及 经 济 发 展 中 心 的 迁移 特征 十 分 吻合 ， 显然 ， 这 就 不 是 偶然 的 了 . 


三 、 数 学 史 的 几 个 重要 阶段 

1. 公元 前 6~ 公元 前 3 世纪 

此 期 ， 在 当时 的 数学 最 中 心 希腊 ,发生 了 如 下 几 件 对 整个 数学 史 起 着 重要 影 
响 的 事件 . 

(1) 毕 达 哥 拉 斯 学 派 . 首先 是 ， 他 的 学 派 可 算是 数学 史上 时 间 最 早 (公元 前 
580 年 一 公元 前 500 年 )、 规 模 最 大 的 学 派 . 其 次 是 ， 毕 氏 犯 了 个 有 理 数 错误 ， 他 
误 认为 任 两 条 线段 间 丝 可 公 比 ， 亦 即 认为 任 一 线段 的 长 皆 为 有 理 数 ， 实 则 认为 数 
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只 有 有 理 数 ， 由 此 产生 了 数学 上 “第 一 次 危机 ”; 但 也 因此 对 数学 和 哲学 产生 了 一 
次 大 的 推动 ; 再 则 是 ， 毕 氏 对 黄金 分 割 的 深刻 研究 和 运用 . 黄金 分 割 是 在 整个 数 
学 史 乃 至 20 世纪 的 应 用 数学 优化 理论 中 , 都 还 起 着 重要 作用 的 一 个 数学 成 果 . 最 
后 是 ， 大 家 都 熟悉 的 ， 毕 氏 还 独立 地 发 现 了 勾 股 定理 . 

(2) 欧 几 里 得 几何 . 欧 氏 是 毕 氏 学 派 的 继承 者 ， 他 对 数学 史 的 最 大 贡献 是 撰 
著 了 《几何 原本 >》.《 原 本 》 的 最 大 特色 是 创造 了 公理 化 方法 ， 这 是 吸取 了 毕 达 哥 
拉 斯 错误 的 教训 而 提出 来 的 . 公理 化 方法 发 展 至 今 ， 都 对 数学 起 着 基础 性 的 作 
用 . 关于 这 一 部 分 ,留待 下 节 进 一 步 讨 论 . 此 外 ,《 原 本 >》 使 得 人 们 把 凡是 满足 它 
的 “五 大 公理 ”和 “五 大 公设 ”的 几何 学 都 叫做 欧 氏 几何 学 ， 把 推广 物理 空间 所 
成 的 、n 维 直角 坐标 系 表示 的 空间 (满足 欧 氏 公理 者 ) 叫做 欧 氏 空间 . 

(3) 哲学 家 芝 诺 (公元 前 5 世纪 ) 提出 “ 芝 诺 悖 论 "， 简单 地 说 是 他 提出 诡 
辩 :“ 飞 矢 不 达 的 ， 静 矢 不 起 飞 ”或 “走神 亚 其 尔 追 不 上 乌龟 ”的 悖 论 . 一 般 认为 
由 此 引起 了 数学 的 “第 二 次 危机 ”. 它 标 志 着 数学 对 “无 穷 小 ”的 第 一 次 深入 思考 ， 
不 过 这 一 危机 真正 受到 重视 是 在 17 世纪 70 年 代 发 明了 微 积分 时 . 有 趣 的 是 芝 诺 
悖 论 至 今 可 以 说 还 没有 得 到 公认 的 解决 〈 十 一 章 将 进一步 谈 到 ) . 

(4) 产生 了 几何 学 三 大 世界 难题 : 用 圆规 和 无 刻度 直 尺 画 圆 为 方 ， 三 等 分 任 
一 角 ， 倍 立方 体 等 之 不 可 能 .〈 皆 已 得 证 ) 它们 是 产生 高 等 几何 〈19 世纪 ， 以 射 
影 几何 为 代表 的 推广 欧 氏 空间 的 几何 学 ) 的 先驱 思想 . 


2. 公元 17 世纪 : 产生 了 高 等 数学 


17 世纪 发 生 的 如 下 几 大 重要 事件 ,使 得 该 世纪 堪 称 高 等 数学 的 世纪 , 或 叫做 
近代 数学 的 开端 简单 说 来 就 是 〈 依 时 间 顺 序 ) : 

(1) 开 普 勒 天 体 三 大 定律 的 发 现 〈1601 一 1619 年 ). 可 以 说 是 三 大 定律 开创 
和 推动 了 堪 称 应 用 数学 分 支 的 天 体力 学 和 天 文学 的 发 展 ， 因 此 说 是 推动 了 数学 的 
发 展 ， 特 别 是 现代 数学 重要 分 支 一 - “动力 系统 ”的 发 展 . 这 三 大 定律 就 是 : 

“太阳 的 行星 治 着 以 太阳 为 一 焦点 的 椭圆 轨道 运行 . 

“连接 行星 与 太阳 的 “ 矢 径 ”在 相等 时 间 内 扫 过 相等 的 面积 . 

。 行星 运行 的 周期 平方 与 该 轨道 的 半 长 轴 长 成 正比 . 

(2) 内 比尔 发 明了 对 数 (1613 年 ) .可 以 说 ， 在 积分 学 中 没有 对 数 〈 自 然 对 
数 ) 是 无 法 进行 的 .比如 


dy = ydx 
这 样 一 个 极 简单 的 微分 方程 ， 如 果 没 有 对 数 概 念 就 表 不 出 它 的 原 函 数 ( 积 分 后 的 
函数 式 ) 来 . 可 见 对 数 的 发 明 直 接 为 高 等 数学 的 诞生 做 了 准备 . 
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(3) 笛 卡 儿 发 明了 直角 坐标 系 〈1619 年 ). 据说 是 1619 年 11 月 10 日 笛 卡 儿 的 
一 个 祥 梦 产生 了 直角 坐标 系 ， 又 叫 笛 卡 儿 坐 标 系 ， 从 而 产生 了 解析 几何 学 一 一 高 等 
数学 的 三 大 基础 〈 微 积分 、 线 性 代数 、 解 析 几 何 ) 之 一 ， 产 生 了 坐标 系 下 的 国 数 讨 
论 ， 产生 了 “ 活 ” 的 数学 . 因此 说 笛 卡 儿 华 标 系 标志 着 数学 进入 新 的 时 代 . 

(4) 微 积分 的 发 明 (17 世纪 70 年代). 牛顿 和 莱 布 尼 菩 分别 从 不 同 出 发 点 独 
立 而 同时 期 地 发 明了 微 积 分 学 . 微 积分 学 在 整个 数学 中 的 地 位 已 不 用 任何 人 宣传 
解释 ， 但 反 过 来 ， 真 要 说 透 微 积分 在 数学 中 的 地 位 和 作用 也 是 难 的 . 

(5) 从 应 用 数学 角度 ， 不 能 不 承认 牛顿 的 《自然 哲学 的 数学 原理 >》 (1687 年 ) 
也 是 推动 近代 数学 的 一 大 因素 . 因为 已 公认 它 是 整个 自然 科学 的 奠基 性 巨 着 ， 特 
别 是 其 中 提出 的 运动 学 三 大 定律 和 万 有 引力 定律 也 直接 丰富 了 数学 、 一 般 力 学 和 
天 体力 学 的 研究 . 

(6) 数论 的 成 熟 (17 世纪 末 ). 数论 是 数学 中 一 门 特殊 学 科 ， 它 的 产生 很 早 ， 
成 形 也 早 , 但 至 今 仍然 是 一 门 活跃 而 “年 轻 ” 的 学 科 . 数论 问题 的 吸引 力 特别 强 ， 
似乎 很 容易 进 , 但 “ 易 进 不 易 出 ”， 因 为 它 要 求 的 技巧 性 很 高 , 不 易 出 成 果 . 先后 
发 生 在 17 世纪 末 至 18 世纪 初 的 世界 三 大 难题 : 费 马 问题 、 哥 德 巴赫 问题 、 华 林 
问题 ， 使 数论 成 为 一 门 独立 的 数学 学 科 . 所 谓 “ 独 立 的 数学 学 科 ” 一 般 指 它 能 依 
赖 自身 内 部 的 问题 推动 其 发 展 ， 正 如 点 燃 了 的 柴火 、 引 爆 了 的 核弹 一 样 能 内 在 地 
继续 进行 . 

人 们 也 许 会 认为 数论 不 过 是 玩 整数 游戏 ， 与 数学 的 现代 化 没 多 大 关系 ， 其 实 
不 然 ， 就 以 三 大 难题 来 说 ， 不 仅 因 为 它们 的 难度 和 吸引 力 增强 了 数学 的 知名 度 ， 
也 因为 要 解决 它们 必须 在 现 有 数学 基础 上 进行 再 创造 , 产生 新 的 突破 才 行 . 由 此 ， 
它 推动 了 数学 和 其 他 科学 的 发 展 . 19 世纪 末 解 决 华 林 问 题 ( 希 尔 伯 特 ) 是 如 此 ， 
1994 年 解决 费 马 问题 (A: 怀 尔 斯 ) 也 是 如 此 . 至 于 哥 德 巴赫 问题 ， 虽 已 有 过 很 
多 突破 性 创造 ,其 方法 已 广泛 用 于 其 他 分 支 学 科 , 却 仍 有 最 后 一 步 的 所 谓 “1 十 1” 
问题 至 今 还 没有 呈现 解决 的 希望 (其 前 沿 仍 然 是 陈景润 20 世纪 70 年 代 完 成 的 
“1+2”). 

注 : 18 世纪 主要 是 微 积分 ( 在 其 基础 理论 未 建立 起 来 之 前 的 ) 技术 发 展 时 期 
如 解析 理论 ( 代表 人 物 : 达 兰 贝尔 ) 和 在 力学 天 文学 的 应 用 (代表 人 物 : 拉 格 朗 
日 ) 等 ， 此 外 是 欧 拉 创 立 了 复 变 函数 、 无 穷 级 数论 等 . 相对 说 来 此 世纪 成 果 少 一 
点 ， 所 以 未 单独 列 作 一 个 历史 阶段 . 

3. 公元 19 世纪 : 产生 了 纯 数学 

19 世纪 最 大 的 特征 是 其 后 半 叶 产生 了 数学 的 爆炸 性 发 展 ， 从 而 产生 了 纯 数 
学 ,使 得 数学 从 此 明显 地 分 作 纯 数学 和 应 用 数学 两 大 营 人 垒 . 这 是 19 世纪 以 前 不 曾 
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有 过 的 ， 因 此 这 也 是 现代 数学 的 本 质 特 征 之 一 . ? 

酝酿 并 产生 19 世纪 后 半 叶 数学 “大 爆炸 ”发 展 的 主要 因素 和 形势 特征 是 : 

(1) 在 1820 年 证 明了 5 次 和 5 次 以 上 代数 方程 不 可 解 〈 不 可 一 般 地 用 有 限 
形式 表 出 根来 ) 的 同时 提出 了 “和 群 ”的 概念 ， 从 而 产生 了 群 论 ， 也 为 近世 代数 的 
诞生 奠定 了 基础 . 

(2) 1822 年 Fourier (法 ) 以 其 “热传导 解析 理论 ”一 文 创 造 了 傅 里 时 分 析 ， 
成 为 数学 分 析 的 支柱 性 方法 之 一 ， 更 是 应 用 数学 一 个 重要 的 基础 理论 . 

(3) 非 欧 几何 的 产生 ， 具 体 说 是 1826 年 产生 了 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 ，1854 年 
产生 了 黎 曼 几何 . 它们 都 是 改变 了 欧 几 里 得 几何 的 公设 $ (过 平面 直线 外 一 点 能 
且 只 能 引 一 条 该 直线 的 平行 线 ) 而 创造 出 的 合 逻 辑 而 不 合 直观 的 几何 学 ， 从 而 激 
发 了 人 们 新 的 “数学 思维 ”观念 . 

(4) 1873 年 ， 康 托 尔 提出 集合 概念 ， 从 而 产生 了 集合 论 . 集合 论 宣布 了 现代 
数学 的 开端 〈 续 见 第 三 章 ) . 

(5) 19 世纪 70 年 代 产 生 了 极限 论 ， 奠 定 了 微 积 分 学 的 理论 基础 ， 结 束 了 关 
于 微 积 分 学 理论 基础 的 整整 两 百年 的 争论 ， 从 而 刺激 了 “分 析 学 ”的 迅猛 发 展 . 

注 : 这 里 不 能 不 提 到 产生 于 19 世纪 的 几 大 应 用 数学 模型 ,因为 它们 分 别 孕 育 
了 相应 学 科 在 20 世纪 内 的 突破 性 发 展 ， 这 就 是 : 

。 经济 学 上 一 般 均衡 模型 【1874 年， 参见 拙 著 《 数 量 经 济 学 导论 》)， 由 此 兴 
起 了 一 门 数 理 经 济 学 ， 经 过 整整 八 十 年 才 得 以 证 明 均 衡 点 的 存在 .在 此 方向 上 产 
生 了 多 位 经 济 学 诺 贝 尔 奖 获得 者 

。 物 理学 上 产生 了 热 知 的 麦克 斯 韦 方程 (1875 年 ) 它 使 得 法 拉 第 提出 的 革 
命 性 的 “ 场 ” 概 念 (1830 年 代 ) 真正 用 上 了 数学 ， 同 时 成 为 后 来 一 系列 场 理论 ( 如 
统一 场 、 规 范 场 ) 的 基础 ， 而 且 多 种 场 方程 都 以 它 为 特例 ， 成 为 检验 一 个 场 模型 
是 否 成 功 的 必要 条 件 ， 同 时 随 着 场 理论 的 发 展 ， 麦 氏 方程 也 被 赋予 多 种 形式 ， 如 
积分 形式 、 微 分 形式 、 坐 标 形式 、 向 量 形式 和 张 量 形式 等 ， 甚 至 其 微分 形式 也 有 
很 多 很 多 种 ， 可 见 该 模型 之 活力 和 重要 性 了 . 

。1834 年 英国 水 利 官员 Russel 发 现 船 头 激 起 的 浪 沿 岸 边 前进 并 久久 不 息 的 现 
象 ， 直 到 1895 年 才 形 成 了 所 谓 的 KDYV 模型 : 


uU, —6uu, + =0 


@ 目前 倾向 于 把 “现代 数学 ”时 期 定义 为 19 世纪 后 半 叶 以 来 的 数学 时 期 ， 实则 近 现 代数 学 ; 物理 学 
称 20 世纪 以 来 为 现代 ; 通 有 科学 一 般 称 20 世纪 60 年 代 或 第 二 次 世界 大 战 以 来 为 现代 .其 中 现代 数学 时 
期 如 此 划分 的 原因 在 于 一 百 多 年 来 的 数学 特征 主要 还 是 来 自 于 这 次 “爆炸 ”. 
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由 此 孕育 了 20 世纪 50 年 代 以 来 一 门 热门 学 科 “ 孤 立 子 理 论 ” 的 发 展 ， 它 在 诸如 
激光 、 超 导 及 整个 凝聚 态 物 理学 等 方面 都 有 着 光辉 的 应 用 前 景 . 

(6) 正 是 纯 数学 的 爆炸 性 发 展 趋势 造成 了 纯 数学 与 应 用 数学 的 分 家 ， 并 且 一 
度 将 应 用 数学 排斥 到 冷落 的 地 位 . 数学 家 都 热衷 于 纯 数 学 ， 数 学 天 才 们 都 愿意 投 
身 “数学 象牙 塔 *， 甚 至 可 说 这 一 度 成 为 一 种 思潮 ， 这 种 思潮 直到 现代 才 逐 渐 平静 
下 来 . 这 里 摘 引 一 段 笔者 早年 的 日 记 : 

数学 “象牙 塔 ” 工 程 录 : 

数学 象牙 塔 ， 既 是 实在 的 又 是 抽象 的 ; 既 在 现实 的 客观 世界 中 ， 又 在 胖 胰 的 
高 维 空间 里 ; 塔 里 的 能 工 巧 功 们 原本 现实 世界 的 人 ， 由 于 兴趣 、 智 慧 和 数学 的 引 
诱 ， 进 得 塔 来 便 到 了 另 一 天 地 ， 迷 迷茫 藻 、 无 边 无 际 ; 这 里 唯一 的 信仰 是 届 辑 ， 
唯一 的 向 导 是 珊 辑 ， 唯 一 的 准则 还 是 逻辑 ， 沿 着 珊 辑 的 脉络 ， 他 们 雕 呀 弟 呀 ， 偶 
尔 也 浊 出 一 个 通 向 世界 的 洞 ， 这 就 是 象牙 塔 的 “ 窗 ",， 也 是 数学 用 于 现实 世界 的 一 
个 个 希望 之 光 ， 正 是 它们 才 得 以 使 数学 家 自信 ， 得 以 使 世上 人 叹服 . 

象牙 塔 是 美的 ， 但 它 是 与 世 隔离 的 ， 只 有 通过 窗 孔 才能 与 世 连 通 、 为 世 所 
用 . 要 是 没有 窗 孔 ， 那 就 成 了 漆黑 的 世界 ; 要 是 处 处 蕴 窗 孔 ， 那 就 没有 了 “ 塔 ” 
而 被 融合 到 世界 中 来 了 …… 

象牙 塔 是 需要 的 ， 世 界 需 要 它 不 时 通过 窗 孔 为 之 引 来 远 辑 的 负 精 ， 世 界 永 远 
需要 适量 的 天 才 投 入 象牙 塔 工程 ， 但 我 不 愿意 ， 不 仅 因为 我 不 是 天 才 . 


4. 公元 20 世纪 : 纯 数学 的 继续 发 展 和 应 用 数学 的 岂 起 


(1) 纯 数学 (基础 数学 ) 的 继续 发 展 ， 主 要 表现 为 : 

由 在 19 世纪 末 数 学 知识 剧烈 膨胀 的 形势 下 ， 逐 步 形成 了 20 世纪 后 的 系列 
学 科 分 支 ， 如 泛 函 分 析 、 点 集 拓扑 、 近 世代 数 等 所 谓 新 三 高 ， 即 20 世纪 上 半 叶 陆 
续 形 成 的 .此 外 ， 如 微分 几何 、 高 等 几何 、 实 变 函 数 、 复 变 函 数 、 常 微分 方程 、 
定性 理论 ， 特 别 是 偏 微 分 方程 等 学 科 也 基本 上 都 是 20 世纪 上 半 叶 才 形 成 学 科 的 ， 
至 于 代数 拓扑 、 流 形 理论 、 现 代 微分 几何 、 微 分 拓扑 与 非 标 准 分 析 等 学 科 ， 则 更 
是 在 20 世纪 内 才 开 始 兴起 的 了 . 

总 之 ， 我 们 可 以 看 到 : 现代 的 数学 专业 人 才 所 学 到 的 专业 数学 大 部 分 是 20 
世纪 内 才 形 成 的 学 科 ， 即 使 非 数学 专业 的 人 才 也 已 接触 过 不 少 现代 数学 知识 ， 且 
目前 还 正在 加 强 这 一 方向 的 课程 体系 改革 . 

@@ 在 康 托 尔 艰辛 创立 的 集合 论 (1873 年 ) 之 下 ， 人 类 对 实数 的 认识 更 加 深 
刻 了 ， 续 见 第 六 章 . 

@ 也 是 在 集合 论 (所 产生 的 悖 论 ) 刺激 下 ， 产 生 了 数学 的 寻根 热 (探索 数 
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学 的 基础 ) ， 形 成 了 “数学 哲学 ”的 三 大 学 派 : 以 Brower 为 首 的 直觉 主义 (主张 
构造 性 证 明 )、 以 希 尔 伯 特 为 首 的 形式 主义 (主张 存在 性 证 明 ) 和 以 罗素 为 首 的 逻 
辑 主义 . 他 们 都 想 用 自己 的 观点 统 揽 数学 ， 把 整个 数学 圆满 地 装 进 自己 的 魔 袋 
中 . 事实 上 , 今天 的 数学 则 是 吸取 了 各 派 的 优点 ， 在 综合 性 发 展 . 

@ 正 是 在 寻根 热 中 ，20 世纪 30 年 代 初 先 后 产生 了 两 个 “ 哥 德 尔 不 完全 定 
理 ”. 大 意 是 说 ， 有 些 “ 形 式 系 统 ” 如 果 是 协调 的 ， 则 它 必 是 不 完全 的 (边界 不 分 
明 ). 反之 , 如 果 它 是 完全 的 ， 则 它 必 是 不 协调 的 (在 系统 内 存在 不 可 能 完全 得 到 
证 明 的 命题 ). 由 此 说 明 数 学 这 个 最 大 的 形式 系统 不 可 能 被 上 述 任何 一 个 学 派 的 魔 
袋 完 全 装 住 . 换 名 话说， 数学 范畴 是 没有 分 明 边 界 的 ， 也 由 此 使 得 数学 寻根 热 准 
静 了 下 来 ， 承 认 数 学 寻根 至 少 不 是 指 日 可 尽 的 ， 于 是 数学 又 回 到 了 它 正常 的 开发 
状态 . 

@ 20 世纪 数学 与 其 无 园 之 王 希 尔 伯 特 的 名 字 是 分 不 开 的 ， 但 也 不 可 不 提 其 
己 者 “布尔 巴金 ”学 派 ( 于 巴黎 创建 的 ). 布 派 致力 于 建造 数学 “象牙 塔 ”， 因 此 
对 纯 数学 的 贡献 也 不 少 ， 比 如 “数学 结构 ”观点 即 是 它们 提出 的 . 70 年 代 以 后 布 
派 已 逐步 走向 衰退 . 

@ 特别 应 提 到 : 20 世纪 内 纯 数学 研究 与 希 尔 伯 特 23 大 问题 的 攻关 也 是 紧密 
联系 着 的 . 比如 ， 据 统计 ，1936 一 1974 年 间 获 菲 尔 兹 奖 (被 誉 为 数学 中 的 两 大 诺 
贝尔 奖 之 一 ) 的 20 人 中 有 12 人 的 工作 都 与 希 氏 问题 有 关 . 又 如 ，1940 一 1976 年 
间 美 国 数学 十 大 成 就 中 即 有 3 项 属 “ 希 氏 23 大 问题 ”的 工作 , 由 此 可 见 一 斑 了 . 目 
前 ，23 个 问题 仅 解决 了 一 半 多 一 点 ， 仍 有 约 1/3 的 问题 仅 作 了 部 分 工作 ， 有 待 最 
终 完成 . 剩 下 的 几 个 是 笼统 的 问题 ， 难 以 说 已 解决 了 否 . 

(2) 应 用 数学 的 崛起 . 

尽管 20 世纪 以 来 纯 数 学 〈 又 叫 基础 数学 ) 已 有 了 长 足 的 发 展 ， 但 人 们 不 能 
不 承认 20 世纪 仍然 是 “应 用 数学 ”的 世纪 . 也 就 是 说 ，20 世纪 的 数学 仍然 以 应 
用 数学 的 崛起 为 主要 特征 ， 其 表现 主要 在 于 : 

QD 以 第 二 次 世界 大 战 为 转折 期 . 皆 因 这 期 间 以 应 用 数学 为 盟国 的 胜利 . 当 
时 先后 成 立 了 不 少 为 战争 服务 的 应 用 数学 组 ， 如 布朗 大 学 应 用 数学 小 组 ( 美 )、 布 
拉 开 特 运筹 组 〈 英 ) 、 密 克 洛 思 克 运筹 组 ( 美 ) 和 华 生 一 华 特 运筹 组 ( 美 ) 等 . 一 
个 脸 秋 人 口 的 实事 是 布 拉 开 特 组 曾 使 英吉 利 海峡 巡航 飞机 的 飞行 里 程 减 少 了 三 分 
之 二 . 正 是 这 些 实践 向 世人 、 向 政府 ， 也 向 数学 家 显示 了 应 用 数学 的 威力 ， 取 得 
了 发 展 的 心理 空间 . 

包 以 计算 机 的 发 明 为 转折 点 . 这 点 可 从 三 方面 来 说 明 : 首先 ， 计算 机 发 明 
的 关键 即 来 自 应 用 数学 ， 来 自 软 件 ， 而 不 是 硬件 技术 ， 这 体现 了 应 用 数学 的 能 
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力 . 其 次 ， 是 计算 机 使 许多 过 去 无 力 发 展 的 应 用 数学 分 支 复 活 了 ， 诸 如 四 色 问 题 
研究 、 有 限 元 法 研究 、 样 条 分 析 研 究 乃 至 奇异 吸引 子 、 混 沌 研究 等 . 特别 地 ， 在 
纯 数学 中 也 产生 了 机 器 证 明 论 分 支 ( 续 见 第 十 章 第 一 节 、 三 ). 再 则 , 正 是 计算 机 
的 发 明 使 得 整个 数值 数学 乃至 离散 数学 获得 新 的 生机 ， 使 得 许多 应 用 模型 免 去 繁 
琐 甚至 困难 的 理论 分 析 ， 直 接 以 数值 化 结果 满足 了 应 用 的 急需 . 

多 纯 数 学 自身 发 展 的 困难 也 是 促进 应 用 数学 发 展 的 一 个 条 件 . 这 就 是 近 几 
十 年 来 纯 数学 研究 者 认识 到 ， 抽 象 化 风气 不 是 好 事 ， 同 时 数学 中 遇 到 的 非 线 性 问 
题 也 在 日 增 ， 要 能 从 纯 数 学 的 角度 全 面 回答 这 些 问题 很 难 ， 不 得 不 从 应 用 角度 出 
发 去 作 局 部 研究 ， 比 如 ， 一 个 大 于 3 次 的 非 线性 生态 系统 (二 阶 三 次 常 微分 方程 
组 〉 即 很 难 作 出 完全 的 定性 分 析 ( 又 叫 几 何 理 论 ), 而 一 旦 仅 从 实践 出 发 ,其 相 空 
间 和 系统 参数 范围 即 大 大 地 缩小 ， 讨 论 起 来 便 容易 多 了 . 

@ 数学 爆炸 性 发 展 后 产生 的 “基础 数学 ”分 支 在 20 世纪 50 年 代 以 后 已 逐 
步 趋 于 成 熟 ， 表现 为 边沿 性 研究 、 综 合 性 研究 等 横向 性 发 展 和 比如 辛 几何 、 非 线 
性 分 析 等 纵深 发 展 特征 . 此 外 便 是 向 应 用 的 靠拢 ( 见 下 面 ). 

昌 以 应 用 方法 为 特征 的 现代 科学 的 刺激 . 首要 的 是 以 “六 论 ”( 一 般 系 统 论 、 
控制 论 、 信 息 论 ， 突 变 论 、 耗 散 论 、 协 同 论 ) 为 代表 的 系统 科学 的 产生 和 发 展 对 
应 用 数学 的 刺激 . 其 次 是 经 济 管理 科学 方法 的 需要 与 创 生 都 是 对 应 用 数学 的 直接 
刺激 ， 诸 如 博弈 论 、 社 会 度量 学 、 决 策 学 、 规 划 论 等 即 是 . 事实 上 ， 读 者 更 容易 
例 见 ， 即 使 在 数学 应 用 已 很 成 熟 的 现代 科学 技术 中 ， 也 不 乏 应 用 数学 方法 的 不 断 
新 生 . 比如 , 物理 学 家 威 勒 创立 “ 非 交换 调和 分 析 ”， 波 茨 曼 提出 “ 波 茨 曼 方 程 ”， 
工程 师 克 弗 尔 创立 优选 法 ， 工 程 师范 德 救 开创 极限 环 论 等 . 

@ 现代 数学 与 现代 物理 学 在 现代 理论 上 的 “联姻 ”( 杨 振 宁 语 ) 事实 为 世人 
展示 出 ， 越 显得 抽象 的 数学 理论 越 有 可 能 存在 高 级 的 应 用 前 景 . 的 确 ， 比 如 在 最 
后 一 章 将 表明 ， 现 代数 学 即使 在 社会 科学 中 也 有 着 广阔 的 应 用 前 景 . 

QD 现代 生物 数学 的 岂 起 ( 兹 免费 述 ， 请 有 兴趣 的 读者 补 上 ). 

@ 最 为 重要 的 是 ， 上 述 现 象 的 一 个 综合 时 代 效 应 是 ， 如 今 “ 应 用 数学 ”不 仅 为 
整个 〈 软 、 硬 ) 科技 界 所 接受 、 欢 迎 和 向 往 ， 而 且 越 来 越 得 到 政府 部 门 的 重视 ,特别 
也 得 到 纯 数学 界 的 赞许 与 支持 〈 续 见 下 段 ) . 


5. 应 用 数学 与 纯 数学 的 关系 史 


图 2.2 系 应 用 数学 与 纯 数学 的 亲 尽 关系 史 示 意图 , 其 中 虚 曲 线 表 示 应 用 数学 ， 
实 曲 线 表 示 纯 数学 ; 横 轴 表示 时 间 年 份 ， 坚 轴 表 示 发 展 水 平 . 
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图 2.2 表明 了 如 下 几 点 : 

(1) 曲线 的 起 伏 走 势 大 约 表示 了 数学 随 历 史 的 兴衰 形势 . 

(2) 大 约 在 1870 年 代 以 前 ， 应 用 数学 与 纯 数 学 并 没有 分 家 ， 只 统一 地 叫做 
数学 ， 尽 管 创 办 于 1826 年 的 《 纯 数学 与 应 用 数学 》 杂 志 上 已 有 这 一 提 法 . 原因 是 
纯 数学 要 能 真正 区 别 于 应 用 数学 ， 只 有 当 它 自身 能 产生 动力 ， 并 推动 其 独立 发 展 
才 有 可 能 ?而 这 一 特征 正 是 在 进入 1870 年 代 以 后 , 产生 了 数学 的 “爆炸 性 ”发 展 
才 得 以 实现 . 换 句 话说 ，1870 年 代 以 前 的 数学 ， 严 格 说 都 是 靠 实 际 应 用 的 推动 在 
前 进 , 最 多 可 说 18 世纪 以 前 的 “数论 ”分 支 除 外 . 这 就 是 图 中 虚实 曲线 和 迭 合 部 分 
的 实质 . 

(3) 在 1870 年 代 以 后 ， 也 就 是 纯 数学 产生 后 ， 它 不 仅 脱 离 了 应 用 数学 ， 而 
且 一 度 轻视 应 用 数学 ， 致 使 应 用 数学 的 地 位 急剧 下 降 ， 与 纯 数 学 的 发 展 形成 反 
称 . 直到 1940 年 代 第 二 次 世界 大 战 时 期 , 应 用 数学 的 地 位 才 开 始 上 升 . 而 恰好 几 
平 同期 , 纯 数学 也 达到 了 它 的 强 努 之 末 , 开始 走 下 坡 路 . 所 以 说 在 20 世纪 后 半 叶 ， 
应 用 数学 与 纯 数学 转 入 另 一 种 反 称 发 展 形势 . 这 就 是 图 2.2 中 1870 年 以 后 虚实 线 
形成 的 对 称 形势 的 实质 . 


四 、 数 学 史 乌 隔 


这 实际 上 是 从 另 一 角度 对 “三 ”中 内 容 的 描述 ， 把 它 叫 做 “ 鸟 酌 ”， 如 图 2.3 
所 示 ， 首先 说 ,从 现代 来 看 ,数学 的 整体 可 归 为 数值 数学 、 高 等 数学 、 现 代数 学 (不 
是 现代 的 数学 ) 等 三 大 块 . 它们 都 很 庞大 , 都 在 发 展 , 都 有 自己 的 现代 化 水 平 . 它 
们 虽然 都 来 自 同一 个 客观 世界 (图 中 左 侧 )， 但 发 生 的 时 代 不 同 . 分 别 来 说 就 是 : 

(1) 数值 数学 ， 如 图 2.3 中 的 “ 数 ” 区 域 . 这 是 最 早产 生 的 数学 .首先 是 算 
术 ， 其 次 是 初等 数论 和 初等 代数 ， 再 后 则 是 现代 的 数据 处 理 、 计 算 方法 、 计 量 统 
计 、 信 息 科学 等 . 根本 上 来 说 ， 它 们 针对 的 对 象 虽 说 都 来 自 客观 世界 ， 但 只 是 以 
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“数值 ”的 形式 出 现 . 它们 的 基本 手段 是 计算 一 一 遵从 “四 则 ”或 “ 八 则 ”运算 
法 则 . 特别 在 17 世纪 前 还 没有 “坐标 系 ” 概 念 ， 数值 间 的 关系 是 很 抽象 的 ， 即 使 
一 个 低 阶 代数 方程 的 根 随 其 系数 的 变化 规律 ， 也 是 令 人 难以 捉摸 的 . 
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(2) 高 等 数学 ， 如 图 2.3 中 的 “函数 ”区 域 ， 它 产生 于 17 世纪 (本 节 “ 三 ， 
2” 中 的 ) 的 高 等 数学 世纪 . 其 特点 是 来 自 客观 世界 的 处 理 对 象 : 函数 数值 
概念 的 推广 与 提升 , 产生 了 一 种 质 的 飞跃 ， 由 数值 计算 上 升 为 “数学 分 析 ”, 简称 
“分 析 学 ". 根本 的 是 这 时 有 了 坐标 系 一 一 把 空间 规范 化 、 度 量化 了 ， 让 人 们 的 (本 
能 的 ) 空间 思维 变 得 实在 了 、 精 确 了 . 这 时 ， 把 函数 间 的 运算 关系 叫做 “推演 ”， 
其 运算 法 则 仍然 是 从 算术 (甚至 只 是 “四 则 ”) 推广 成 的 ,不 过 又 增加 了 微分 及 积 
分 法 则 进而 成 为 “十 则 ”运算 了 . . 

(3) 现代 数学 . 先 谈 谈 现 代 的 数学 . 现代 的 数学 系 指数 学 名 个 学 科 发 展 到 现 
代 的 总 体 状 态 ， 它 对 应 于 “三 、3~4” 的 内 容 ， 也 叫做 数学 的 现代 . 亦 即 图 2.3 
中 进入 数学 的 现代 《19 世纪 以 来 ) 的 所 有 数学 学 科 . 由 于 19 世纪 产生 了 数学 的 
爆炸 性 发 展 ， 使 数学 突 升 到 几乎 已 能 适应 当今 科学 所 需 水 平 (或 说 此 后 至 今 数学 
仅 处 于 缓 增 阶段 )， 同 时 形成 了 “ 纯 数学 ”与 “应 用 数学 ”的 分 野 ， 因 此 人 们 把 数 
学 的 现代 从 19 世纪 后 半 叶 算 起 . 

显然 ,，“ 数 学 的 现代 ”在 这 里 是 难以 言 尽 的 ， 这 里 仅 强 调 一 下 它 与 “现代 数 
学 ”的 不 同 ， 并 就 “现代 数学 ”多 说 几 句 . 

那么 ,“ 现 代数 学 ” 则 是 一 个 专门 术语 ， 示 意 如 图 2.3 中 “映射 ”区 域 . 具体 
说 是 把 以 “ 流 形 ” 和 “ 超 复 数 系 ” 为 背景 的 数学 (或 说 建立 在 “ 流 形 ” 和 “ 超 复 
数 系 ” 上 的 数学 ) 叫做 现代 数学 ， 诸 如 大 范围 几何 学 、 动 力 系统 学 和 现代 代数 学 


21 


等 即 如 此 . 

显然 ,“ 现 代数 学 ”代表 了 “现代 的 数学 ”的 前 沿 特征 . 其 特点 : 一 是 把 函 
数 进 一 步 抽 象 为 一 般 的 “映射 ", 只 强调 函数 特征 而 不 再 强调 其 函数 表达 式 ; 二 是 
把 “ 数 ” 的 概念 从 (符号 代表 的 )“ 代 数 ” 升 华为 (超越 了 数 的 )“ 一 般 对 象 ” 了 ; 
三 是 其 运算 关系 作 了 进一步 提升 ,可 叫做 “演绎 ”. 但 是 , 不 管 怎样 ,根本 上 说 来 
这 些 运算 还 是 从 “十 则 ”或 “ 八 则 ”甚至 是 “四 则 ”运算 推广 、 提 升 而 来 的 . 


五 、 数 学 从 “ 数 ”到 “学 ”的 升华 


以 上 是 从 不 同 角度 对 同一 个 数学 发 展 过 程 作 出 的 描述 ， 这 有 利于 一 次 次 加 深 
对 数学 的 认识 . 为 此 ， 再 从 另 一 角度 给 出 一 次 描述 . 

数学 ， 既 可 看 成 关于 (广义 )“ 数 ”的 学 问 ， 又 可 看 成 从 (狭义 )“ 数 ”到 学 
一 一 “ 形 而 上 ” 的 数 一 一 的 发 展 过 程 ， 

这 时 可 以 看 到 ， 数 学 即使 对 狭义 “ 数 ” 数字 、 数 值 、 数 码 一 一 的 认识 ， 
也 有 个 “从 十 至 今 ” 的 漫长 过 程 和 “ 深 不 着 底 ” 的 丰富 内 容 ， 前 者 是 因为 ， 比 如 
现代 计算 机 科学 和 信息 科学 不 都 还 在 认识 “ 数 ” 吗 ? 后 者 是 因为 ， 比 如 今天 的 基 
础 数学 ， 竟 然 对 (0,1) 区 间 上 的 “ 数 ”结构 也 远 未 认 清 〈 续 见 第 六 章 ) . 

再 来 看 看 ， 当 把 “ 数 ” 作 为 一 个 台阶 时 , 它 的 下 一 个 台阶 是 什么 ? 那 就 是 “ 代 
数 ” 一 一 用 字母 代替 的 数 . 这 时 数学 的 发 展 便 是 另 一 条 路 子 了 ， 此 即 把 “算术 ” 
上 升 为 “代数 学 ” 走 初 等 代数 、 高 等 代数 、 近 世代 数 、 现 代 代 数 的 路 子 了 ， 不 过 
其 运算 法 则 还 是 原来 的 几 个 法 则 . 

那么 ， 再 下 一 个 逻辑 台阶 〈( 实 为 男 一 发 展 方向 ) 则 是 把 “代数 ”上 升 为 “也 
数 ”. 这 时 的 发 展 是 沿 着 以 微 积分 为 基础 的 “分 析 学 ”途径 , 主要 是 沿 常 微分 方程 、 
偏 微分 方程 两 个 分 支 的 发 展 . 若 进 一 步 发 展 则 形成 一 个 宏大 领域 一 一 沿 着 多 个 方 
面 的 台阶 上 升 : 

一 是 泛 函 分 析 ， 系 顾名思义 地 将 函数 概念 广泛 化 后 作出 的 “数学 分 析 ”. 目 
前 仅 “ 线 性 泛 孙 ”较为 成 熟 ， 非 线性 泛 函 一 直 未 能 形成 基础 学 科 (后 面 将 进一步 
讲 到 ). 

二 是 复 分 析 ， 此 即 对 复 变 函数 的 数学 分 析 . 一 方面 是 多 复 变 函数 的 分 析 ， 这 
是 值得 关注 的 领域 . 另 一 方面 是 调和 分 析 ， 它 是 在 傅立叶 级 数 和 欧 拉 公式 
(ex =cosx+tisinx) 基础 上 对 微 积 分 学 的 继续 推进 . 

三 是 拓扑 学 ， 即 在 一 般 拓扑 学 《又 叫 点 集 拓扑 学 ) 基础 上 又 创 生 了 组 合 拓 扑 
学 ， 以 及 结合 了 代数 工具 的 代数 拓扑 学 . 
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四 是 几何 学 . 它 是 一 大 方向 ， 主 要 是 作为 现代 数学 标志 的 、 建 立 在 流 形 和 张 
量 分 析 〈 以 及 现代 代数 、 拓 扑 、 泛 函 ) 基础 上 的 大 范围 几何 学 或 叫 现代 几何 学 . 


第 二 节 ”应 用 数学 全 空间 认识 


近 现代 以 来 ， 数 学 被 分 成 应 用 数学 和 基础 数学 〈 也 叫 纯 数 学 ) 两 大 体系 . 它 
们 的 关系 可 以 这 样 来 理解 ， 从 理论 深度 上 看 ， 
基础 数学 二 应 用 数学 
从 范畴 广度 来 看 ， 
应 用 数学 二 基础 数学 
本 节 旨 在 从 应 用 数学 及 其 背景 空间 全 局 〈 叫 做 应 用 数学 全 空间 ) 来 考察 应 用 数学 
的 全 过 程 和 结构 特征 . 应 用 数学 全 空间 就 是 数学 认识 的 基本 范畴 . 
图 2.4 表 出 了 应 用 数学 全 空间 ， 它 包括 应 用 数学 的 背景 空间 和 应 用 的 基本 过 
程 . 其 中 背景 空间 即 它 所 依存 的 客观 世界 ， 也 是 其 应 用 范畴 . 这 个 范畴 包括 所 有 
科学 对 象 〈 已 知 的 和 未 知 的 ) ， 特 别 也 包括 数学 本 身 . 


模型 化 阶段 
(归纳 思维 ) 


数学 过 程 
( 演绎 思维 ) 


应 用 阶段 
(发 散 思维 ) 


(精确 性 ) 


| 
客观 世界 一 + 释 征 
( 青 “ 境 ” 空 间 ) ”| 用 运 


图 2.4 


在 这 一 背景 空间 上 ， 数 学 的 应 用 过 程 ， 可 分 为 三 个 大 的 阶段 ， 现 分 别 解释 于 下 : 


. 一 、 模 型 化 一 一 数学 的 近似 性 


不 管 是 基础 数学 还 是 应 用 数学 ， 首 要 的 前 提 是 明确 任务 ， 这 个 任务 在 数学 内 
部 就 是 提出 问题 或 猜想 ， 在 应 用 数学 即 是 建立 数学 模型 . 
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数学 模型 一 端 联系 着 数学 ， 一 端 联系 着 实际 ， 起 着 桥梁 作用 .但 数学 要 求 它 
的 模型 是 确切 的 ， 而 模型 对 于 实际 只 能 是 近似 的 . 那么 ， 数 学 是 如 何 处 理 这 一 矛 
盾 的 呢 ? 这 就 是 建 模 的 “公理 化 ”手段 ， 这 点 放 到 第 三 节 进 一 步 讨论 . 这 里 首先 
认识 一 下 建 模 的 “近似 性 ”， 以 作 公 理化 认识 的 前 奏 . 

如 果 把 厨房 里 菜 墩 上 的 萝卜 比喻 成 数学 模型 ， 则 它 的 原 象 就 是 生长 在 土壤 里 
的 葛 卜 ， 建 模 工 作 就 是 要 把 土 里 的 葛 卜 “映射 ”成 菜 墩 上 的 萝卜 ， 干 干净 净 不 能 
拖 泥 带 “ 须 ”, 以 便 (数学 的 ) 厨师 们 严格 加 工 . 为 此 建 模 者 不 仅 要 把 蔓 上 下“ 拔 起 ” 
脱离 原 位 ， 更 要 使 用 公理 化 的 利 刀 剃 掉 它 上 面 不 必要 的 东西 ， 甚 至 为 使 之 变 成 纯 
粹 品 ， 不 惜 削 掉 一 些 葛 卜 肉 只 留 下 近似 主体 .这 就 是 建 模 的 基本 过 程 、 基 本 特征 
和 基本 手段 . 

简单 说 应 用 数学 的 首要 步骤 是 将 所 要 解决 的 问题 从 没有 数 的 实际 对 象 ， 演 变 
成 具有 数量 的 或 数 基 特征 〈 模 量 ) 的 ， 抑 或 说 具有 严格 界定 的 、 分 明 的 形式 ， 把 
这 一 演变 过 程 叫做 模型 化 ， 也 叫 形 式 化 或 建 模 . 

1. 两 种 模型 化 方式 

(1) 用 统计 方式 提升 成 的 模型 : 计量 模型 . 这 是 依据 样本 数据 和 统计 学 方法 
来 完成 的 ， 如 回归 分 析 、 时 序 分 析 乃 至 求 概率 矩阵 等 系列 统计 方法 皆 具 有 这 一 实 
质 ， 所 得 到 的 模型 统称 “计量 模型 ， 一 般 是 线性 方程 组 . 计量 模型 的 优点 是 严格 
性 强 ， 具 有 精确 性 判 据 ， 一 般 用 于 实践 中 具体 问题 的 统计 、 推 断 等 . 

(2) 用 思辩 方式 提升 成 的 模型 : 数理 模型 ， 它 要 求 应 用 数学 工作 者 针对 所 给 
实际 问题 ， 作 出 充分 地 调查 了 解 和 思辩 认识 ， 然 后 依赖 自己 的 数学 能 力 直 接 把 问 
题 表 述 成 可 供 纯 数 学 分 析 探讨 的 形式 . 这 种 形式 有 三 种 : 一 种 是 用 元 素 〈 表 以 字 
母 ) 和 关系 〈 表 以 一 般 符 号 ， 如 运算 符号 、 逻 辑 符号 和 系数 等 ) 构成 的 单个 或 一 
组 表达 式 ， 此 即 典型 的 数学 模型 . 比如 历史 上 各 门 自 然 科 学 中 典型 数学 模型 都 不 
少 , 诸如 麦克 斯 韦 方 程 、 莅 定 读 方 程 、 伏特 拉 生 态 方程 、 各 类 特殊 函数 等 即 是 . 另 
一 种 是 用 一 套 条 例 (公理 ) 界定 出 的 一 类 事实 ， 以 供 数学 作 逻 辑 推理 分 析 . 比如 
经 济 学 上 阿 罗 的 不 可 能 性 定理 所 显示 的 模型 ( 见 第 三 节 ), 以 及 许多 科学 结论 甚至 
悖 论 的 表述 都 是 用 一 套 公理 条 例 给 出 的 . 第 三 种 是 用 一 套 程式 或 叫 步 骤 来 表 出 的 
模式 ， 一 般 叫 做 数学 方法 . 如 管理 科学 的 层次 分 析 法 、 系 统 动力 学 方法 、 灰 色 预 
测 法 以 及 多 种 评价 方法 等 丝 属 这 类 特殊 的 数学 模型 . 它 是 由 典型 模型 与 条 例 叙 述 
合成 的 综合 形式 .建立 数理 模型 的 优点 是 不 依赖 于 数据 ， 适 用 范围 广 ， 原 则 上 任 
一 系统 的 任 一 层次 丝 可 建 模 探索 . . 

总 之 ， 不 管用 哪 种 方式 作 模型 化 ， 所 形成 的 模型 较 之 实际 对 象 来 只 能 是 近似 
的 . 建 模 狐 如 素描 ， 甚 至 是 人 物 漫画 ， 只 突出 对 象 的 主要 特征 和 实质 . 因此 ， 模 
型 只 能 是 现实 的 一 种 近似 表征 ， 人 们 的 努力 只 在 于 让 近似 程度 高 一 些 罢 了 .严格 
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说 来 模型 的 好 坏 只 能 表现 为 近似 程度 的 大 小 ， 而 不 能 说 绝对 精确 . 严格 来 说 ， 一 
个 “模型 ”与 其 原 对 象 应 该 “ 同 构 ”( 满 足 线性 关系 和 一 一 对 应 关系 ) ， 但 数学 模 
型 是 难以 完全 做 到 这 点 的 ， 主 要 原因 是 基于 数学 模型 的 近似 原理 . 

2. 数学 模型 的 近似 原理 

(1) 容 观 世界 总 是 模糊 构成 的 ( 见 第 九 章 第 五 节 )， 因 此 客观 事物 不 可 能 绝 
对 孤立 地 存在 ， 而 为 着 数学 的 严格 性 需要 ， 要 求 提出 的 模型 应 该 是 独立 的 、 具 有 
明确 边界 的 ， 这 就 不 可 避免 地 要 做 一 些 近 似 处 理 ( 靠 公理 化 手段 ). 

(2) 数 与 数 之 间 是 分 明 的 ， 所 以 要 把 本 质 上 具有 模糊 性 的 客观 事物 精确 地 表 
成 数 (数量 或 变量 )， 本 身 即 不 可 能 精确 . 

(3) 实践 要 求 一 个 好 的 数学 模型 既 要 简单 又 要 (对 客观 事物 ) 描述 精确 ， 这 
是 个 两 难 问题 ， 不 可 两 全 . 因为 客观 事物 总 是 多 因素 的 ， 甚 至 无 穷 多 因素 ， 这 在 
数学 模型 上 难以 表现 出 来 . 反之 ， 即 使 表现 出 来 了 ， 数 学 上 也 难于 处 理 ， 表 现 越 
“ 真 ” 数 学 处 理 越 难 ， 因 而 数学 模型 不 可 能 完全 与 实际 对 象 “ 同 构 ”. 

(4) 换 一 种 说 法 ， 从 系统 角度 看 一 切 客 观 系统 ， 严 格 说 来 都 是 开放 系统 ， 而 
封闭 系统 只 能 是 人 为 的 . 反之 可 说 人 为 系统 必 是 封闭 系统 (控制 论 中 的 开放 系统 
〈 模 型 ) 也 只 是 相对 的 说 法 ) ， 否 则 不 是 真正 的 人 为 系统 . 数学 模型 是 人 为 系统 ， 
因而 只 能 是 封闭 系统 ， 却 它 描述 的 客观 系统 只 能 是 开放 系统 ， 末 能 完全 精确 ? 

归结 起 来 足以 说 明 ， 应 用 数学 相对 于 客观 实际 来 不 可 能 完全 “精确 *， 原 因 
即 在 于 模型 具有 近似 性 ,当然 我 们 总 希望 所 建 数学 模型 尽量 “精确 ”, 不 过 这 得 涉 
及 另外 问题 ， 此 即 建 模 能 力 . 

建 模 能 力 是 一 类 应 用 数学 修养 ， 特 别 在 现代 计算 可 以 靠 机 器 代劳 的 今天 ， 建 
模 更 显得 重要 , 也 更 需要 建 模 ,然而 它 靠 的 却 是 “数学 十 艺术 ”, 没有 数学 修养 不 
行 ， 但 只 有 数学 修养 也 不 行 ， 总 结 起 来 把 它 叫 做 “应 用 数学 修养 *， 现 作为 一 例 ， 
来 欣赏 一 下 分 形 理论 . 

3. 分 形 理 论 欣 党 

1973 年 法 国 年 轻 数 学 家 曼 德 坡 一 次 乘 飞 机 去 英国 , 在 飞机 自 高 空 向 地 面 下 降 
的 过 程 中 ， 他 看 到 了 英国 海岸 线形 状 的 改变 过 程 ， 使 他 突 发 灵感 ， 情 出 了 一 个 立 
即 为 世人 接受 的 “分 形 原 理 ”. 它 为 何如 此 容易 被 接受 ? 原来 人 们 都 有 类 似 经 验 ， 
所 说 现象 本 来 就 在 我 们 的 眼皮 下 面 ， 只 是 还 没有 上 升 成 “意识 ”罢了 . 现在 经 别 
人 一 点 破 ， 立 刻 醒 了 ， 后 悔 不 已 . 实际 上 它 就 是 常 说 的 自然 界 的 层次 结构 、 自 相 
似 结 构 . 几乎 同期 ， 我 国生 物 学 家 也 提出 了 生物 “全 息 胚 ”概念 ， 其 实 ， 这 正 是 
分 形 结构 在 生物 世界 的 体现 . 可 见 一 个 “平常 ”现象 要 能 上 升 成 意识 是 不 容易 的 ， 
一 旦 成 了 ， 其 贡献 也 是 不 小 的 . 事实 上 曼 德 坡 的 贡献 还 远 不 止 于 此 ， 更 主要 的 还 
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在 于 他 将 此 思想 形式 化 ， 提 升 为 数学 模型 ， 从 而 产生 了 一 门 新 兴 的 应 用 数学 分 
支 . 他 的 思维 创造 主要 有 如 下 几 点 : 

(1) 排除 客观 世界 种 种 “实际 分 形 ”中 的 各 种 干扰 因素 ,提出 一 个 抽象 模型 ， 
乱 麻 堆 中 抽 一 丝 ， 只 突出 其 根本 特性 ， 

(2) 提出 了 “生成 元 ”和 “ 自 相似 ”概念 ， 进 而 给 出 了 分 形 的 公理 化 定义 

(3) 用 动态 方程 来 描述 出 分 形 结构 . 

(4) 记分 形 的 生成 元 为 @ ， 记 层次 间 的 自 相似 性 为 映射 万，G, 经 a-1 步 映 
射 后 的 总 体形 式 记 为 己 ,(G,) = 6, ， 则 第 n 层 分 形 总 体 结构 为 

b=Fob(G)= FG,) 


(5) 进一步 给 出 分 形 的 数学 特征 ， 具 体 说 是 其 几何 特征 一 一 “ 维 数 ” 概 念 ， 


这 里 以 例 说 明 . 
例 1 我 们 有 个 如 图 2.5 所 示 的 所 谓 “ 平 面 上 康 托 尔 集 ” 数 学 模型 〈 即 “1， 
(2) 中 第 三 种 模型 ), 它 有 很 多 性 质 . 其 4 


中 之 一 是 说 它 也 是 一 个 分 形 . 这 时 @ 
为 钝 角 人 和 4BC. 在 五 (Go) = 五 =F(Go) 中 
五 的 作用 是 , 如 图 2.5 所 示 将 G6 一 ( 底 ) 
边 三 等 分 后 连 成 三 个 三 角形 ， 再 去 掉 中 
间 一 个 三 角形 剩 下 两 个 三 角形 ， 即 有 
下 : 三 等 分 G 一 两 个 三 角形 
再 对 两 个 三 角形 分 别 如 法 炮制 ， 继 续 下 去 后 可 得 
R=FoR(G), *, P=FoP,,(G,) 
进一步 ,为 给 出 分 形 FF 的 维 数 ,根据 自 相似 映射 的 特征 ， 只 须 就 其 第 一 步 映 射 
来 给 出 即 可 . 这 时 , 考察 的 方式 (或 叫 角度 、 出 发 点 ) 不 同 可 有 不 同 的 分 数 维 . 比 
如 一 种 方式 是 借 几 何 上 的 面积 公式 思想 ， 记 作用 五 为 
3" =2 
(3 表 C 分 成 的 3 个 三 角形 ，2 表 “ 映 射 ”后 剩 下 两 个 三 角形 ) ， 从 而 算出 


x= 且 2 。0.63 ( 维 ) 
in3 


此 系 把 图 2.5 作为 面积 的 分 形 维 数 . 另 一 种 方式 是 ， 若 要 求 “ 分 维 曲线 ”( 图 中 沿 
各 三 角形 的 边 ) 的 维 数 ， 因 这 时 三 角形 的 每 一 边 都 是 3 段 线 经 映射 变 成 了 4 段 ， 


26 


即 有 
3 =4 
实则 只 要 用 平面 维 数 2 乘 以 xc 即 可 . 此 即 图 2.5 中 曲线 的 维 数 为 
2a=1.26 〈 维 ) 


“分 形 理论 ”之 所 以 又 叫 “ 分 维 几 何 理论  ， 即 来 自 于 此 . 
如 今 分 形 几 何 学 在 理论 和 应 用 上 都 经 过 了 一 个 发 展 高 潮 , 转 入 了 常规 发 展 状态 . 


二 、 精 确 性 一 一 数学 的 内 部 过 程 


在 数学 模型 或 数学 问题 、 数 学 猜想 给 出 来 后 ， 数 学 的 任务 就 给 定 了 ， 以 下 的 
问题 则 是 解决 问题 . 这 时 仅 表现 为 数学 内 部 的 处 理 过 程 ， 也 就 是 纯 数 学 的 过 程 ， 
它 将 针对 不 同类 型 的 数学 模型 进行 分 析 、 求 解 、 推 导 、 论 证 《论证 主要 是 针对 方 
法 类 模型 )， 总 的 叫做 数学 处 理 过 程 . 

数学 处 理 是 精确 的 . 这 里 的 “精确 ”表现 在 三 个 方面 : 

(1) 数学 前 提 的 准确 ， 也 就 是 问题 、 模 型 的 准确 〈 见 第 四 节 公 理化 ) 

(2) 数学 过 程 的 精确 . 这 可 以 分 为 三 种 形式 : 

Q 计算 的 精确 ， 表 现 为 数字 的 等 式 性 演算 过 程 的 精确 . 

@@ 推导 的 精确 ， 表 现 为 符号 的 公式 性 推演 过 程 的 精确 . 

@ 推理 的 精确 ， 表 现 为 形式 逻辑 和 符号 逻辑 综合 的 “ 夹 叙 夹 议 式 ”( 希 尔 伯 
特 的 ) 推理 过 程 的 精确 . 

(3) 相对 于 既定 目标 的 精确 . 这 点 表现 在 两 个 方面 : 

QD 误差 理论 ， 当 数学 (过程) 所 获 结论 与 既定 目标 有 差异 时 ， 作 为 数学 的 
精确 性 表述 ， 即 在 于 表达 出 这 个 差异 ， 并 探索 其 规律 . 这 就 是 纯 数 学 和 应 用 数学 
中 千 有 着 丰富 研究 的 误差 理论 ， 诸 如 计算 方法 中 的 误差 理论 和 多 种 工程 计量 学 中 
的 误差 理论 等 即 是 . 

@@ 逼近 理论 ， 也 叫 渐 近 理论 . 关于 这 方面 的 理论 分 支 很 多 ， 大 致 可 分 为 代 
数 类 、 几 何 类 、 函 数 类 . 此 外 ， 如 余 项 理论 ， 收 敛 性 理论 等 也 都 属于 盘 近 理论 范 
畴 ， 这 些 都 是 在 数学 精确 性 意义 下 产生 的 类 人 烂 景 象 

总 之 ， 所 谓 数学 的 精确 性 、 严 密 性 ， 主 要 即 表现 在 这 一 阶段 ， 也 就 是 纯 数 学 
的 阶段 . 纯 数 学 家 倾 毕生 精力 主要 即 在 这 一 阶段 工作 .应 用 数学 家 经 过 这 一 阶段 
的 方式 常常 是 借用 数学 的 既 有 成 果 (包括 计算 方法 ) 或 凭借 纯 数 学 家 的 直接 帮助 ， 
抑或 与 之 合作 完成 这 一 数学 处 理 阶 段 任务 ， 然 后 再 进入 下 一 阶段 . 
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三 、 广 义 性 一 一 数学 回 到 客观 世界 


数学 的 最 终 效能 还 是 应 该 在 客观 世界 中 去 体现 . 特别 对 于 应 用 数学 ， 应 用 是 
它们 一 切 行为 的 最 终 目标 ， 更 为 重要 ， 因 此 总 的 叫做 “数学 回 到 客观 世界 ” 

1. 数学 回 到 客观 世界 ( 应 用 ) 的 形式 有 三 种 

(1) 对 具体 的 数学 模型 获得 的 精确 结论 作出 具体 的 实际 解释 .比如 对 一 个 动 
力 系统 ， 经 过 数学 分 析 ， 尽 管 对 其 轨道 分 布 、 轨 道 特 征 及 其 均衡 点 位 置 等 都 分 析 
清楚 了 ， 但 这 还 只 是 数学 上 的 ， 究 竟 它 在 所 对 应 的 实际 系统 中 表明 了 什么 ， 也 就 
是 它 的 实际 意义 如 何 ， 可 不 是 显然 的 ， 需 要 数学 应 用 者 向 实际 部 门 作出 解释 ， 或 
者 需要 就 这 些 数学 结论 所 表现 出 的 动向 ， 向 实际 单位 〈 甲 方 ) 作出 决策 咨询 . 这 
是 一 种 具有 针对 性 地 回 到 客观 世界 的 问题 . 

(2) 作为 一 种 数学 方法 回 到 实际 中 .一 方面 ， 这 是 指 对 于 方法 性 的 模型 ， 经 
过 数学 论证 之 后 ， 应 用 到 实际 .比如 ， 我 国学 者 创立 的 “ 物 元 分 析 法 ”专著 已 于 
1987 年 出 版 ， 表 明 它 已 经 得 到 承认 ， 但 还 不 够 ， 还 需要 把 它 灵 活 地 运用 到 广泛 的 
实际 问题 中 .这 时 叫做 以 一 种 方法 性 的 “模型 ” 回 到 了 实践 . 另 一 方面 是 指 把 数 
学 内 使 用 的 “方法 ”推广 应 用 到 实际 .比如 ， 数 学 归纳 法 的 推广 性 应 用 、 反 证 法 
及 箱 箱 原理 〈 三 个 苹果 放 在 两 个 箱 箱 里 必 有 一 个 箱 箱 多 于 1 个 ) 的 应 用 等 ， 都 是 
最 为 常见 的 ， 显然， 数学 修养 愈 好 的 人 ， 他 们 能 自觉 运用 的 数学 方法 则 愈 多 

(3) 作为 数学 思想 应 用 到 实际 .这 就 是 数学 思维 ， 也 叫 数理 思维 ， 它 是 不 拘 
形式 地 把 数学 中 种 种 概念 、 公 式 、 定 理 、 方 法 及 其 所 涵 思想 提炼 出 来 ， 形 成 一 种 
“思维 "， 用 于 认识 客观 世界 .这 时 所 表现 出 的 虽然 是 认识 论 的 形式 ， 但 实质 上 是 
方法 论 , 因为 已 经 谈 到 数理 思维 属于 方法 论 , 关于 数理 思维 已 在 第 一 章 “ 第 一 节 、 
三 ”中 谈 过 ， 这 里 只 需 强调 ， 数 理 思维 也 是 一 种 觉悟 、 一 种 习惯 ， 数 理 思 维 并 非 
数学 工作 者 才 有 ， 也 并 非 所 有 数学 工作 者 都 有 . 若 能 有 意识 地 培养 自己 ， 任 何 具 
有 一 般 高 等 数学 知识 的 人 都 可 以 形成 数理 思维 习惯 ， 当然 ,在 有 意识 培养 自己 的 
前 提 下 ， 数 学 知识 还 是 多 多 益 善 的 .本 著 即 在 于 从 读者 的 数学 基础 出 发 ， 在 复习 
回顾 基本 知识 的 同时 ， 从 多 种 角度 、 多 条 线索 去 总 结 数学 上 已 有 的 丰富 而 深邃 的 
数学 思想 ， 其 中 也 不 乏 作者 自己 的 数理 思维 ， 希 望 把 “ 浅 的 数学 变 深 ， 深 的 数学 
变 浅 "， 通 过 这 些 活动 使 读者 得 到 启发 ， 获 得 潜移默化 的 效果 . 

2. 数学 回 到 客观 世界 的 基本 特征 是 “广义 性 ” 

已 能 看 出 ， 数 学 的 应 用 与 “二 ”中 模型 化 的 任务 正好 相反 .二 中 要 求 把 实际 
系统 抽象 成 数学 的 形式 系统 ， 其 中 要 经 过 近似 化 . 这 里 则 要 求 把 数学 系统 回 到 实 
际 系统 ， 这 是 把 精确 表达 的 (简单 ) 形式 回 到 具有 “模糊 ”特征 的 原 (复杂 ) 系 
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统 的 过 程 . 这 一 过 程 必然 带 有 推广 性 和 广义 性 . 它 首先 需要 把 数学 形式 变 成 思想 ， 
然后 才能 更 好 地 用 到 原 系 统 , 进行 更 多 地 解释 和 认识 . 把 这 一 过 程 叫做 广义 化 过 程 . 

显然 ， 数 理 思维 即 是 数学 与 其 背景 空间 在 广义 意义 下 的 对 应 关系 认识 . 在 数 
理 思维 中 ， 回 避 了 原 有 的 复杂 繁琐 公式 和 蚁 旺 推 导 形 式 ， 只 留 下 它 的 思想 精神 ， 
用 以 观察 认识 更 为 广泛 的 世界 ， 这 是 重要 的 ， 也 是 容易 接受 的 . 

自然 ， 数 理 思维 是 一 种 思想 武装 、 一 种 认识 能 力 ， 它 可 以 帮助 我 们 提高 洞察 
能 力 、 提 高 工作 质量 ， 同 时 也 能 帮助 我 们 提高 建 模 能 力 ， 最 终 将 增长 我 们 整体 的 
应 用 数学 能 力 . 

“应 用 数学 ”在 一 些 人 看 来 主要 是 指 一 些 定量 方法 的 运用 ， 但 在 应 用 数学 家 
看 来 ， 关 键 在 运用 “数理 思维 ”去 认识 和 处 理 客 观 事 物 ， 否 则 即使 有 了 定量 方法 
也 不 知道 何 时 该 用 及 怎样 灵活 运用 . 我 们 应 该 树立 后 一 种 观点 才 是 . 

至 此 我 们 看 到 了 ,作为 一 位 未 来 的 应 用 数学 家 , 分 属 图 2.4 三 个 阶段 的 建 模 、 
解 模 、 应 用 三 大 能 力 的 培养 都 很 重要 ， 缺 一 不 可 .它们 分 别 属于 归纳 思维 、 演 绎 
思维 和 发 散 思 维 三 种 不 同 的 思维 形式 ,这 时 也 许 读 者 最 感 晴 惧 的 是 解 模 阶段 ( 数 
学 演绎 )， 因 为 这 可 是 许多 纯 数学 家 毕生 奋斗 的 领地 ! 的 确 如 此 ， 不 过 作为 应 用 
界 ， 并 不 要 求 我 们 去 耕耘 它 ， 而 只 要 能 了 解 它 、 利 用 它 即 可 ， 繁 琐 的 解 模 和 复杂 
的 分 析 蛮 可 借助 数学 家 或 计算 机 去 作 . 

也 就 是 说 作为 应 用 数学 工作 者 ， 能 够 培养 起 我 们 欣赏 、 摘 取 数 学 园地 里 “ 鲜 
花 果 实 ” 的 能 力 足 侨 . 由 此 也 可 说 本 著 的 宗旨 是 切中 要 害 的 ， 特 别 对 于 来 自 应 用 
界 的 未 来 的 应 用 数学 家 们 , 他 们 没有 更 多 时 间 去 细 读 数学 “万 卷 ”, 更 需要 用 这 种 
便捷 方式 . 但 我 们 也 不 认为 这 种 方式 对 任何 人 都 适宜 ， 它 既 要 求 有 一 定 的 数学 基 
础 ， 也 要 求 一 定 的 年 龄 特征 . 


四 、 附 : 应 用 数学 中 的 “ 流 弊 ”辨析 


通常 ， 在 应 用 数学 〈 包 括 数学 的 应 用 ) 中 人 们 总 是 容易 把 注意 力 倾注 在 “ 数 
学 ”上 ， 即 使 在 “数学 ”上 也 只 注意 其 “技术 ”实现 ， 轻 视 了 它 的 思想 ， 这 些 都 
是 失 之 偏颇 的 . 下 面 再 就 目前 应 用 数学 中 的 一 些 “ 流 弊 ” 谈 三 点 看 法 . 

(1) 在 “应 用 数学 ”的 全 过 程 中 ,“ 应 用 ” 才 是 通 连 全 过 程 的 . 而 “数学 ”， 
如 图 2.4， 在 其 整个 回路 的 四 大 环节 (包括 其 上 面 三 个 环节 加 下 面 的 一 大 第 头 ) 
中 ， 可 说 数学 只 占 了 一 个 半 环 节 ， 此 即 “ 建 模 ” 环 节 的 一 半 (理由 见 2) 和 “ 解 
模 ” 整 个 环节 . 但 是 ， 如果 说 计算 机 时 代 以 前 ,“ 解 模 ” 的 确 很 关键 的 话 ， 那 么 在 
计算 机 时 代 的 今天 ， 作 为 应 用 (只 求 满 足 实 践 要 求 ),“ 解 模 ” 的 数学 要 求 早已 被 
计算 机 和 充满 市 场 的 “软件 ”给 大 大 弱化 了 . 

至 于 再 后 一 个 环节 ， 把 解 模 所 得 结论 解释 给 “ 甲 方 ” 的 问题 ， 既 关系 着 建 模 
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前 对 项 目的 理解 程度 ， 也 关系 着 对 解 模 过 程 的 了 解 ， 这 一 “过 程 ” 可 是 参与 者 都 
熟悉 的 ， 因 此 也 不 是 数学 专业 者 才 有 的 强项 . 

总 之 , 可 说 在 今天 “应 用 数学 ”真正 对 数学 要 求 多 一 点 的 只 在 如 下 的 建 模 上 . 

(2) 关于 “应 用 数学 ”的 建 模 . 由 于 “ 建 模 ” 是 建立 数学 模型 ， 容 易 理解 为 
这 是 数学 家 的 “专利 ”, 认为 至 少 是 数学 专业 人 士 才能 干 . 这 里 从 两 个 方面 来 回答 : 

Q@ 建 模 过 程 分 做 两 大 步骤 : 第 一 步 是 建 模 前 对 项 目 (或 叫 对 象 、 目 标 、 系 
统 ) 的 认识 、 分 析 、 理 解 ; 第 二 步 才 是 建 模 一 一 用 元 素 符号 和 关系 符号 构成 的 数 
学 语句 ， 描 述 出 第 一 步 分 析 中 认识 到 的 对 象 . 

显然 ， 第 一 步 是 个 思辩 分 析 、 定 性 认识 过 程 . 这 时 ， 实 践 经 验 和 项 目 知识 以 
及 哲学 修养 都 是 很 重要 的 ， 却 不 是 一 个 直接 的 数学 问题 ， 并 非 数学 人 士 的 强势 之 
处 . 当然 ， 也 得 承认 ， 这 时 数学 修养 高 ， 数 理 思维 能 力 强 者 〈 不 是 只 记 住 一 些 公 
式 者 ) 也 是 会 更 为 得 力 的， 因为 数学 思想 本 身 即 属 哲学 的 方法 论 层次 了 . 

至 于 第 二 步 “ 建 模 ”， 是 否 仅 是 数学 专业 人 士 的 用 武之 地 了 呢 ? 

@@ 多 年 来 的 事实 也 表明 ， 并 非 只 有 数学 专业 人 士 才 长 于 建 模 . 其 实数 学 专 
业 传统 的 培养 方案 中 并 没有 建 模 训练 课 ， 仅 仅 在 于 数学 专业 人 士 见识 的 数学 表达 
式 〈 模 型 ) 类 型 多 一 些 罢了 . 可 是 通常 遇 到 的 问题 ， 高 等 数学 知识 就 够 了 ， 数 学 
专业 的 专业 长 处 在 这 里 并 没有 占 多 大 优势 . 

再 说 ， 多 年 来 国内 国际 正规 进行 的 各 类 数学 建 模 竞赛 也 很 多 ， 其 中 并 没有 表 
现 出 数学 专业 人 士 必然 占 优 的 强势 规律 来 . 此 即 充分 证 明了 上 述 观点 . 

(3) 在 接受 西方 文明 中 ， 应 注意 发 挥 东方 文明 . 缘 知 “西学 为 用 ”的 特点 ， 
这 在 西方 人 率先 提出 的 自然 科学 中 表现 得 尤为 典型 .他 们 讲求 实证 、 严 格 求证 、 
技术 性 实现 的 风格 是 十 分 可 贵 的 ， 值 得 学 习 ， 但 是 在 学 习 西 方 时 车 能 结合 东方 的 
重视 思想 升华 、 重 视 宏观 思维 的 思维 特征 才 是 更 为 有 力 的 . 

从 “二 象 论 ” 来 讲 ， 西 方 显 出 的 是 “ 实 象 ” 强 ， 东 方 显 出 的 是 “ 虚 象 ” 强 ， 
只 有 两 者 结合 起 来 发 挥 “ 虚 、 实 互动 ”作用 才 是 最 为 得 力 的 . 其 实 ， 在 西方 也 不 
是 纯粹 的 仅 重 实 象 ， 也 有 不 少 强调 虚实 结合 的 学 派 . 已 知 的 西方 一 些 大 学 把 哲学 
与 数学 合 在 一 个 系 ， 许 多 应 用 数学 家 都 是 哲学 副 博士 等 现象 ， 即 表明 了 这 点 . 特 
别 地 ， 在 如 今 自然 科学 进入 百 尺 笔头 的 情势 下 ， 已 有 越 来 越 多 的 自然 科学 家 致力 
于 从 东方 思维 中 寻找 出 路 ， 这 更 应 激 起 我 们 发 挥 强项 、 提 高 思想 修养 . 


第 三 节 公理 化 一 将 


粗 看 起 来 ， 你 也 许 会 认为 数学 的 严 章 性 仅仅 在 于 它 的 逻辑 性 ， 其 实 不 然 . 试 
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问 娜 一 门 学 科 (包括 思 关 学科) 不 是 逻辑 的 呢 ? 关 于 数学 的 逻辑 特征 留待 第 五 章 
讨论 ， 这 里 将 表明 ， 数 学 的 严谨 性 远 不 止 在 逻辑 . 或 反 过 来 说 ， 也 是 为 了 保证 逻 
辑 的 严谨 过 程 顺 利 实施 ， 数 学 必须 有 它 一 套 特有 手段 ， 这 就 是 “公理 化 方法 ”. 这 
也 是 本 节 所 要 讨论 的 中 心 议题 . 


一 、 古 典 公 理化 思想 的 产生 


1. 从 一 个 故事 谈 起 

这 个 故事 是 说 ， 当 年 哥伦布 在 酒吧 间 受 到 一 伙 不 退 之 徒 的 奚落 ， 如 氏 为 驯服 
他 们 , 指 着 桌 上 的 熟 鸡蛋 说 “ 谁 能 将 此 蛋 立 在 桌 上 ?”.…… 最 后 还 是 哥 氏 自己 来 解 
决 了 问题 . 只 见 他 将 蛋 重 重地 往 桌 上 一 棕 即 成 原来 哥 氏 的 问题 中 并 没有 约定 不 
能 弄 破 蛋 , 但 伙 徒 们 不 分 析 条 件 只 和 赁 “习惯 思维 ”, 模 模 糊糊 地 被 制服 . 这 说 明 要 
解决 一 个 问题 ,条件 分 析 是 何等 重要 . 换 句 话说 ， 要 保证 一 个 问题 有 确定 解 或 严 
格 解 、 唯 一 解 ， 其 条 件 的 严格 性 是 何等 重要 . 哥 氏 的 问题 即 存在 非 唯 一 解 ， 或 说 
没有 严格 解 . 

生活 中 、 游 戏 中 这 类 问题 还 很 多 ， 下 面 还 将 看 到 一 个 直接 来 自 数 学 的 伟大 错误 . 

2. 第 一 次 数学 危机 的 教训 

已 经 谈 到 ， 当 年 (公元 前 5 世纪 ) 毕 达 哥 拉 斯 赁 着 直观 经 验 ， 武 断 地 认为 一 切 
线段 的 长 都 是 有 理 数 ， 也 就 是 认为 所 有 实数 都 是 有 理 数 ， 但 很 快 就 有 人 证 明了 如 
单位 正方 形 的 对 角 线 长 一 一 V2 ， 就 不 是 有 理 数 . 它 的 严格 证 明 在 其 稍 后 的 欧 几 里 
德 《 几 何 原本 》 中 已 有 了 (请 读者 自 证 ， 反 证 法 ) ， 从 而 引起 了 数学 史上 第 一 次 危 
机 一 一 有 理 数 危机 . 

第 一 次 数学 危机 的 教训 在 哪里 ? 那 就 是 单 赁 直观 、 经 验 不 可 靠 . 这 点 对 当时 
的 哲学 和 数学 都 起 到 了 警示 的 作用 (请 读者 用 公理 化 方法 使 毕 氏 结论 严格 化 ) 

3. 数学 需要 公理 化 

(1) 直观 与 数学 . 

不 能 不 看 到 ， 人 的 思维 也 逃脱 不 了 直观 和 直觉 的 影响 或 说 人 的 思维 中 少不了 
直观 、 直 觉 @. 为 何 一 个 抽象 理论 常常 难以 掌握 ?为 何 说 为 巩固 徽 积 分 地 位 ， 整 
整 辩论 了 两 百年 的 关键 是 对 无 穷 小 认识 的 困难 (上 且 将 看 到 ， 至 今 对 无 穷 小 仍 未 认 
清 ) ? 为 何 历史 上 不 少 重要 成 果 ， 发 表 后 还 在 发 现 错误 ?为 何 说 数论 三 大 世界 难题 
的 历史 就 是 不 断 出 现 错误 证 明 (往往 很 隐 讳 、 难 以 发 现 ) 的 历史 ? 问题 就 在 “不 


(D 直观 是 一 种 空间 形象 认识 ， 直 觉 是 一 种 抽象 铺 测 能 力 . 
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直观 ”, 错误 往往 出 现在 推理 过 程 中 思想 转换 或 前 提 条 件 认识 的 含糊 处 , 因为 这 时 
人 靠 的 只 是 直观 或 直觉 思维 ,微妙 难 分 .所 以 说 我 们 一 方面 在 理论 中 要 尽力 回避 直 
观 ， 以 减少 错误 ， 但 另 一 方面 也 不 可 能 完全 逃脱 直观 直觉 . 因此 要 有 意识 培养 直 
观 和 直 党 能 力 ， 因 为 它 也 应 属于 思辩 能 力 ， 也 是 合 情 推理 能 力 ， 数 学 思维 也 包括 
这 种 能 力 . 数学 家 往往 具有 很 强 的 直观 直觉 及 合 情 推 理 能 力 , 总 的 叫 洞 察 能 力 . 特 
别 当 这 种 直观 、 直 觉 能 力 与 公理 化 方法 结合 ， 就 更 为 得 力 了 . 

(2) 公理 化 与 直观 . 

直观 、 常 识 虽 不 可 靠 ， 但 人 们 的 思维 往往 逃 不 脱 它 的 影响 ， 和 垮 么 办 ? 两 干 多 
年 前 的 先知 们 找到 了 一 个 极为 平凡 的 办 法 ， 没 想到 这 个 办 法 被 数学 沿用 至 今 ， 一 
直 未 被 突破 ， 有 的 只 是 发 展 和 完善 ， 这 就 是 公理 化 方法 . 如 今 公 理化 方法 已 推广 
到 包括 社会 科学 在 内 的 整个 科学 研究 领域 . 

朴素 地 说 , 公理 化 就 是 把 隐藏 祸患 的 、 含 含糊 糊 的 《常常 是 直观 认为 可 靠 的 ) 
地 方 摆 到 桌面 上 来 ， 当 去 掉 的 明确 去 掉 、 当 承认 的 公开 承认 ， 使 之 明朗 化 .比如 
当初 毕 达 哥 拉 斯 在 作 结论 时 ， 如 果 把 他 认为 直观 “显然 ”的 事实 作为 前 提 条 件 ， 
“以 人 为 地 度量 观察 值 为 标准 ”而 提出 来 , 则 他 的 结论 就 是 正确 的 了 . 最 多 只 能 说 
还 有 超出 人 为 度量 观察 能 力 的 数 ， 他 还 不 知道 ， 有 待 继续 探索 罢了 .再 如 上 述 哥 
伦 布 问题 中 ， 如 果 伙 徒 们 “懂得 ”公理 化 ， 要 求 把 属于 常识 而 未 摆 明 的 实事 “和 蛋 
是 否 可 被 弄 破 ” ， 提 成 公开 的 条 例 (这 就 是 公理 ) ， 他 们 也 就 不 至 于 陷 人 适 炊 了 . 

4. 公理 化 几何 的 诞生 

作为 上 述 思想 的 继承 和 发 展 者 ， 欧 几 里 得 ( 生 卒 不 详 , 约 为 公元 前 3、4 世 
纪 ) 第 一 次 用 公理 化 思想 完成 了 《几何 原本 》, 提出 了 包括 5 条 公理 和 5 条 公设 共 
10 条 的 “公理 化 体系 ”. 尽管 从 今天 看 来 它 还 不 够 严密 ， 但 其 重要 意义 是 开创 了 
公理 化 数学 的 先河 . 


二 、 现 代 公 理 系统 思想 的 产生 


希 尔 伯 特 从 1898 年 开始 到 1899 年 完成 了 历史 性 著作 《几何 学 基础 >， 其 中 
体现 了 如 下 几 点 思想 : 

(1) 这 是 在 产生 于 19 世纪 30~50 年 代 的 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 与 黎 曼 几何 等 非 
欧 几 何 的 影响 下 , 形成 的 思想 . 希 氏 也 曾 在 1891 年 听 过 维 纳 的 一 次 “几何 学 基础 ” 
讲演 ， 

(2) 这 也 是 受 19 世纪 70 年 代数 学 大 爆炸 发 展 形势 影响 的 结果 . 

(3) 和 希 尔 伯 特 深刻 分 析 了 欧 几 里 得 公理 ， 指 出 它 的 缺点 ， 并 悟 出 更 为 深刻 的 内 
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涵 ， 在 此 基础 上 提出 了 一 套 由 5 组 共 21 条 公理 构成 的 公理 系统 . 

(4) 所 谓 “ 公 理 系 统 ”是 满足 如 下 :“ 协 调 性 、 独 立 性 、 完 备 性 ”等 “三 性 ” 
的 公理 组 . 希 氏 提出 的 公理 组 即 是 “公理 系统 ”. 

协调 性 表示 : 公理 集中 各 条 例 间 无 直接 矛盾 ， 且 分 别 推出 的 结果 也 无 矛盾 . 

独立 性 表示 : 公理 集中 两 两 间 从 函数 角度 讲 ， 无 线性 转换 关系 ; 从 几何 角度 
讲 ， 无 交友 关 系 . 

完备 性 表明 了 公理 集 的 如 下 整体 功能 : 

。 由 此 能 完整 地 建立 起 一 套 几 何 学 学 科 ， 其 条 例 应 不 多 也 不 少 . 

。 公理 条 件 既 不 能 多 一 条 少 一 条 ， 更 不 能 改 一 条 ， 和 否则 就 不 是 原来 的 几何 学 了 . 

。 即 使 如 点 、 线 、 面 等 基本 术语 ， 也 可 由 公理 给 出 . 正 因 如 此 ， 在 《几何 学 
基础 》 中 的 点 、 线 、 面 不 一 定 是 欧 氏 空间 的 点 、 线 、 面 ， 按 希 氏 说 法 可 以 是 赏 子 、 
桌子 、 嘟 啡 ， 亦 即 完 全 成 为 抽象 〈( 泛 指 ) 对 象 了 . 

(5) 希 氏 公理 系统 较 之 古典 公理 化 思想 是 更 为 完善 、 抽 象 的 ， 称 为 现代 公理 
化 系统 ， 简 称 公理 系统 . 特别 指出 ， 公 理 系统 只 是 公理 化 方法 中 一 种 典型 的 、 严 
格 的 形式 ， 并 非 所 有 公理 化 过 程 都 能 得 到 公理 系统 ， 所 以 “公理 化 ”与 “公理 系 
统 ” 的 概念 是 有 区 别 的 . 

(6)“ 公 理 系 统 ” 思 想 很 快 被 广泛 地 运用 到 现代 数学 中 . 比如 20 世纪 初 为 解 
决 集合 论 中 罗素 悖 论 引 起 的 危机 ， 人 们 立刻 想到 了 或 说 创立 了 “公理 集合 论 ” 即 
是 一 例 〈 进 一 步 见 “四 、4 ) ， 

注 : 应 当 解 释 的 是 ， 为 我 们 推 党 的 公理 化 和 形式 化 似乎 只 是 以 希 尔 伯 特 为 首 
的 形式 主义 学 派 的 典型 特征 , 这 与 我 们 曾 表 示 应 对 三 大 学 派 ( 第 一 节 、 三 、4) 的 
优点 兼 收 并 蓄 ， 是 否 矛 盾 ? 否 .首先 说 公理 化 、 形 式 化 虽然 是 形式 主义 学 派 的 ， 
但 已 是 得 到 数学 公认 的 思想 ， 其 次 是 我 们 承认 公理 化 、 形 式 化 观点 与 承认 直觉 主 
义 的 实证 论 、 模 型 化 观点 ， 以 及 承认 逻辑 主义 的 证 明 论 、 模 型 论 观 点 并 不 矛盾 . 比 
如 公理 集合 论 的 公理 即 是 直接 由 逻辑 主义 学 派 提出 的 ， 特别 地 ， 本 章 提 倡 的 公理 
化 思想 ， 更 是 融 汇 三 派 观点 的 ， 堪 称 广 义 的 公理 化 方法 ， 下 面 即 在 广义 意义 下 进 
一 步 认 识 公理 化 概念 和 公理 化 思想 ， 以 武装 我 们 的 思维 . 


三 、 公 理化 、 公 理 系统 与 形式 化 、 形 式 系统 的 关系 


1. 公理 、 公 理 系统 与 公理 化 
公理 是 不 经 证 明 而 直接 提出 来 的 命题 或 定义 中 的 前 提 条 件 . 其 中 “命题 ”有 
时 也 包括 一 些 暂 时 无 法 证 明 而 被 命定 的 事实 ， 比 如 非 欧 几何 的 “平行 线 公 理 ” 和 
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合 论 中 “选择 公理 9” 等 即 是 . 公理 一 经 提出 ， 它 在 相应 理论 中 就 是 “宪法 ”， 
就 是 真理 . 不 过 在 应 用 数学 中 提出 的 “公理 ”一 般 都 是 容易 理解 的 基本 事实 . 进 
一 步 ， 车 能 设计 出 一 套 具 有 相 容 性 、 独 立 性 和 完备 性 的 条 例 ， 使 之 能 从 纯 数 学 的 
角度 建立 起 一 个 ， 且 仅 建立 起 一 个 数学 体系 〈 记 为 M) ， 则 把 M 的 满足 相 容 、 独 
立 、 完备 “三 性 ”的 公理 集 叫 做 M 的 “公理 系统 ”( 记 为 S) 或 叫 “ 公 理 体系 ”(S)， 
把 得 到 S 的 设计 过 程 叫做 M 的 典型 的 “公理 化 ”过 程 . 但 是 一 般 的 公理 化 过 程 不 
一 定 能 得 到 (严格 的 ) 公理 系统 . 

形象 地 说 ， 公 理 系统 S 好 比 数学 体系 M 的 “施工 原则 ”. 比如 ， 线 性 空间 Z 
(定义 见 《 线 性 代数 》) 即 可 看 成 是 根据 其 定义 中 的 几 条 公理 〈 施 工 原则 ) ， 分 别 在 
Z 的 基底 及 实 轴 上 “取材 ”后 “建立 ”起 来 的 ， 却 不 能 把 线性 空间 的 基底 看 做 它 
的 公理 体系 .因为 S 中 的 公理 是 M 的 规范 ， 与 M 中 的 元 素 (理论 成 果 ) 间 是 一 
般 的 因果 关系 ， 因 而 不 只 是 线性 组 合 关系 . 

2. 公理 化 与 形式 化 的 关系 

“形式 化 ”是 用 公理 化 方法 及 抽象 化 、 符 号 化 方式 去 表征 一 个 客观 对 象 ， 以 
便 数学 对 其 作 内 在 〈 纯 数学 ) 处 理 的 过 程 ， 也 叫做 “模型 化 ”. 第 一 章 已 谈 到 ， 模 
型 化 所 在 的 模型 可 以 是 一 套数 学 表达 式 ， 也 可 以 是 一 套 条 例 界 定 的 事务 . 它 可 以 
是 来 自 数 学 内 的 问题 、 猜 测 ， 更 多 的 则 是 来 自 实践 的 课题 . 

简单 说 ,“ 公 理化 ”加 “符号 化 ”等 于 “形式 化 ”. 

进一步 ， 把 形式 化 所 得 到 的 “模型 ”叫做 形式 化 系统 ， 简 称 形式 系统 . 一 
形式 系统 可 大 可 小 ， 大 的 如 一 个 数学 分 支 学 科 ， 小 的 如 一 个 定理 、 命 题 、 模 型 等 
由 此 可 看 到 在 公理 化 、 形 式 化 与 形式 系统 中 公理 化 的 基础 地 位 了 . 具体 来 说 是 : 

。 公 理化 用 约定 或 声明 的 方式 使 客观 系统 摆脱 与 相 邻 事务 间 的 牵连 (或 奉 
联 ) ,便于 抽象 成 形式 系统 . 

。 公 理化 用 约定 和 声明 的 方式 斩 断 那些 具有 含糊 性 ， 有 碍 形式 系统 严格 推理 
的 一 些 障碍 . 

。 但是， 公理 化 不 一 定 能 保证 形式 系统 的 所 谓 完备 性 . 

3. 公理 系统 与 形式 系统 的 关系 


公理 系统 对 应 于 形式 系统 ， 但 反之 不 一 定 ， 
根据 上 述 概念 易 知 ， 一 个 “公理 系统 ”必然 对 应 着 一 个 相应 的 形式 系统 . 但 


QD 选择 公理 是 说 “对 于 一 族 和 集合， 可 在 每 一 集合 中 选择 一 个 元 素 ， 构 成 一 个 新 集合 "这 看 起 来 合理 ， 
但 在 “ “所 有 集合 的 集合 ” 意义 下 ， 承 认 它 与 不 承认 它 都 得 出 离奇 的 、 不 可 思议 的 结论 。 至 今 仍 存 在 承认 与 
不 承认 两 派 ， 辣 考 属 直觉 主义 学 派 . 
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反 过 来 ， 一 个 形式 系统 不 一 定 对 应 着 一 个 (严格 的 希 尔 伯 特 式 的 ) 公理 系统 因 
为 ,根据 上 述 对 形式 系统 的 定义 ， 可 以 说 任何 一 个 数学 学 科 都 是 一 个 形式 系统 ， 
但 哥 德 尔 不 完全 定理 ( 见 第 一 节 、 三 、4) 告诉 我 们 ， 有 些 形式 系统 并 不 存在 公理 
系统 . 亦 即 “公理 系统 ”的 存在 与 否 是 逻辑 规律 决定 的 ,其 困难 不 在 于 技术 提取 . 比 
如 初等 数论 、 组 合 数学 等 所 谓 “ 枚 举 性 数学 ” 即 不 可 能 找 出 “公理 系统 ”来 . 又 
如 整个 数学 ， 也 不 存在 其 公理 系统 ， 这 也 是 希 尔 伯 特 得 到 的 一 次 教训 . 换 句 话说 
这 些 形式 系统 中 虽然 也 用 了 公理 , 却 不 可 能 用 一 个 (预先 一 次 给 定 的 ) 公理 系统 ” 
去 决定 它 ， 而 只 能 在 过 程 中 随 不 同 阶段 的 需要 作出 相应 的 、 局 部 的 公理 描述 . 

据 此 ， 我 们 把 公理 系统 对 应 的 形式 系统 叫做 完备 的 形式 系统 ， 把 一 般 公 理化 
所 产生 的 形式 系统 叫做 一 般 形式 系统 ， 简 称 “形式 系统 ”. 


四 、 公 理化 思想 (广义 公理 化 ) 


至 此 ， 我 们 已 对 公理 化 手段 的 历史 渊源 、 发 展 线索 以 及 概念 、 特 征 等 给 出 一 
个 基本 认识 ， 虽 不 要 求学 会 建立 公理 系统 (提出 公理 组 ， 证 明 其 协调 性 、 独 立 性 
和 完备 性 ), 但 车 能 接受 其 启示 ,形成 一 种 思想 方法 ， 亦 为 所 求 . 如 今 这 已 是 泛 及 
数学 各 个 分 支 《 乃 至 整个 科学 界 、 社 会 界 ) 的 一 种 基本 思想 了 . 

所 谓 公理 化 思想 ， 并 不 要 求 建立 严格 的 公理 系统 ， 只 要 我 们 能 在 分 析 实 际 问 
题 时 ， 和 赁 着 需要 随时 能 想到 建立 数学 模型 、 作 形式 化 处 理 ， 随 时 能 想到 公理 化 方 
法 ， 以 使 模型 变 得 更 为 严格 邵 可 . 从 这 种 意义 上 说 ， 公 理化 “思想 ”也 可 说 成 是 
广义 公理 化 方法 . 具体 说 这 种 广义 性 表现 在 以 下 几 个 方面 . 

1.“ 定 义 ” 中 的 公理 化 方法 

注意 到 在 数学 的 形式 系统 中 所 用 到 的 定义 ,其 叙述 方式 都 是 公理 化 的 , 比如 : 

例 2 一 般 拓 扑 空间 定义 : 

记 区 为 一 个 集合 ，rc 2” (了 的 寡 集 ) ， 若 满足 : 

(1) 加 人 Er 

(2) 任意 有 限 个 4sr ， 和 此 有 门 4 er; 

(3) 任意 多 个 4sr ， 皆 有 [JJ4 sr， 

则 = 叫做 藉 的 拓扑 ,天 叫做 以 z 为 拓扑 的 一 般 拓 扑 空 间 ， 也 叫做 点 集 拓 扑 空间 ， 
简称 拓扑 空间 ， 记 为 (XX,7 ) . 

这 里 《1)、(2)、(3) 即 是 其 公理 组 . 特别 地 ， 根 据 “ 公 理 就 是 约定 、 声 明 、 

限定 ”的 含义 ， 第 一 句 中 “ 记 了 为 一 个 集合 ”和 “r+ c2*” 也 都 是 公理 . 


凡是 公理 化 定义 都 可 作为 形式 化 系统 的 严格 依据 . 事实 上 ， 一 般 拓 扑 学 正 是 
建立 在 这 一 定义 上 的 ， 因 此 这 类 定义 的 确 具 有 公理 化 特征 ， 叫 做 公理 化 定义 . 

与 公理 化 定义 对 偶 的 另 一 类 定义 叫做 描述 性 定义 . 它 不 具有 形式 化 系统 的 严 
格 性 ， 比 如 对 “数学 ”本 身 的 定义 即 是 这 类 描述 性 定义 . 显然 ， 社 会 科学 中 还 广 
泛 存 在 着 描述 性 定义 . 

2. 数学 理论 中 的 定理 、 命 题 叙 述 都 具有 公理 化 形式 


从 广义 上 讲 ， 数 学 中 一 般 定理 都 是 一 些 公 理化 形式 系统 ， 它 们 的 条 件 即 是 其 
公理 . 甚至 由 于 定理 相对 于 它 的 结论 来 说 是 个 完备 系统 ， 其 条 件 (公理 ) 也 是 自 
然 满足 协调 性 、 独 立 性 的 ， 所 以 也 可 说 定理 中 的 条 件 (公理 ) 是 个 “公理 系统 ”， 
从 而 也 说 明 一 个 定理 是 个 “完备 的 形式 系统 ”. 

例 3 微分 中 值 定理 ( 拉 格 朗 日 型 ). 

函数 f(x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 ， 且 在 开 区 间 (@,) 内 可 导 ， 则 在 (a,b) 内 至 
必 存 在 一 太 El(a< <) 使 等 式 

f(b)- f(a)= 大 (一 oa] 

成 立 . 
这 里 的 两 个 条 件 就 是 该 “形式 系统 ”的 公理 . 由 于 这 里 结论 是 能 严格 证 明 的 ， 
所 以 说 这 个 建立 在 两 个 公理 上 的 形式 系统 是 “完备 ”的 ， 从 而 所 依赖 的 公理 也 构 
成 “公理 系统 ”. 不 过 严格 说 ,其 中 的 符号 也 应 该 作 独 立地 约定 ,因此 也 应 该 属于 
公理 ,与 所 指出 的 两 个 公理 一 起 才 构 成 公理 系统 . 

又 ,该 定理 还 可 和 叙述 成 更 加 符号 化 的 形式 : 若 f(x)e C"[a,5] ， 且 在 (a,5) 内 可 
导 坟 36e(a,b)3 f(b)-f(a)=f'(E)(5-a) . 符号 自明 . 

注 : 数学 以 外 其 他 学 科 中 有 些 命题 不 是 公理 化 的 ， 最 多 可 说 具有 公理 化 架 
势 . 比如 命题 :“ 人 必须 吃饭 ”，、 从 形式 化 角度 讲 ， 这 里 有 许多 不 严格 之 处 ， 首 先 
作为 “公理 ”的 人 即 不 确切 ， 比 如 死人 则 无 须 吃 饭 ; 其 次 饭 的 概念 也 是 模糊 的 . 也 
许 一 个 接受 过 形式 系统 训练 的 人 会 这 样 令 述 : 一 切 活着 的 人 都 必须 接受 营养 .但 
还 应 声明 这 里 把 “人 ”和 “营养 ”作为 基本 术语 来 接受 ,这 样 才 算 有 公理 化 特征 . 


3. 一 般 的 数学 模型 叙述 都 是 公理 化 形式 ( 例 ) 
这 里 仅 举 例 说 明 . 
例 4 经 济 学 上 有 名 的 C-D 后 产 函 数 为 
QO=AK"IL (a+B=1) 
其 中 Q 一 一 生产 量 (或 生产 值 ) ; 
36 


KK 一 一 投入 要 素 之 一 : 资金 ; 
[一 一 投入 要 素 之 二 : 劳动 ; 
4-- 一 调节 系数 ， 表 明科 技 进步 等 管理 因素 对 生产 的 作用 ， 
显然 ， 从 公理 化 意义 讲 ， 各 符号 的 解释 和 两 个 等 式 都 是 公理 ， 它 们 共同 形成 


一 个 形式 系统 ， 也 就 是 一 个 数学 模型 . 


年 ) . 


的 一 


例 5 用 公理 化 方式 叙述 经 济 学 上 有 名 的 阿 罗 (Arrow) 不 可 能 性 定理 (1951 


第 一 组 公理 : 

(1) 社会 事物 无 限 多 ， 记 为 {G}. 

(2) 社会 成 员 有 限 个 ， 记 为 {1,2,…,m}. 

(3) 对 Vg e {G} 作 决 策 时 ， 存 在 多 个 方案 ,， 记 所 有 事物 的 所 有 方案 集 为 {R}. 
(4) 方案 间 存 在 偏好 序 关 系 >、=、< ， 具 体 序 关 系 因 人 而 异 . 

第 二 组 公理 : 

(1) i 员 的 偏好 为 映射 有 :{R} 二 R, ie {1,2…,m} ,RR 为 i 员 赋 也 {R} 中 元 素 间 
种 偏好 序 关系 . 

(2) 全 社会 的 偏好 序 集 为 F={f}% = {R,R,,…,R,}. 

(3) 记 映 射 o :六 ,ReR 下 R (决策 )， 

(4) 社会 选择 为 复合 映射 poF:{R} 一 RefR) 

第 三 组 公理 : 

(1) m>1，#{R} (方案 个 数 )> 2 ，9 的 定义 域 为 


D(9)=ExEx.…xE=E”(m 维 欧 氏 空间 ) 


(2) 社会 评价 与 个 人 评价 之 间 具 有 正比 关系 . 
(3) 无 关 方 案 间 有 独立 性 ， 即 偏好 序 改变 后 ， 未 变 部 分 的 关系 在 社会 决策 中 


仍 不 变 . 


(4) 社会 成 员 充 分 自由 . 例如 ， 取 vx,ye{R} 及 符号 > ， 必 39e {9} 


39(x,y)=xX>y. 


(5) 非 独 裁 性 , 例如 , 兰 i 认为 x>y, 而 全 体 认为 x<y, 则 只 能 决策 为 x<y， 


否则 叫 独裁 . 


阿 罗 定 理 则 是 说 :“ 在 第 一 、 第 二 组 公理 下 ， 第 三 组 公理 是 矛盾 的 ". 亦 即 ， 


首先 三 组 公理 构成 了 一 个 “数学 模型 "， 然 而 从 另 一 方面 看 ， 三 组 公理 是 无 矛盾 
的 ,但 实际 上 能 推出 矛盾 来 ， 所 以 它 不 能 构成 “公理 系统 ”. 
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4. 一 切 数 学 学 科 都 是 公理 化 的 


因为 一 切 数学 学 科 都 是 由 公理 化 的 定义 ， 公 理化 形式 的 定理 及 引 理 、 推 论 等 
命题 和 随时 随 需 要 而 引入 的 新 概念 以 及 新 的 符号 、 约 定 、 限 制 等 ， 再 加 上 推理 过 
程 而 成 的 形式 系统 ， 因 此 可 说 成 是 建立 在 一 系列 的 公理 基础 上 的 ， 所 以 说 是 公理 
化 的 . 但 若 这 一 系列 公理 不 能 事前 一 次 给 定 ， 则 很 难 论证 它们 间 的 协调 性 、 独 立 
性 和 完备 性 . 特别 因为 哥 德 尔 已 用 具有 实证 性 的 迭 归 方法 无 可 辩驳 地 证 明了 数论 
的 公理 集 不 构成 公理 系统 ， 则 整个 数学 也 就 不 是 个 公理 系统 了 . 至 于 它 的 学 科 ， 
也 不 能 轻易 说 成 是 (严格 意义 上 的 〉 公理 系统 ， 但 是 能 够 广义 化 地 说 成 是 “公理 
化 ”的 . 

进一步 ， 据 “三 ”分 析 ， 形 式 系 统 分 作 公理 系统 和 一 般 形 式 系统 两 类 ， 由 此 
可 将 所 有 数学 分 支 、 领 域 分 作 “ 公 理 系 统 ” 和 “形式 系统 ”两 大 类 . 前 者 是 以 希 
尔 伯 特 《几何 学 基础 > 为 典范 的 公理 系统 学 科 ， 比 如 《数理 逻辑 > 学 也 属于 这 一 
类 . 虽然 其 他 学 科 没 有 严格 按 《几何 学 基础 > 的 方式 去 写 ， 但 也 不 能 说 一 定 不 再 
有 这 样 严格 的 公理 系统 学 科 , 因此 我 们 说 这 是 一 “类 ”. 而 一 般 形式 系统 学 科 则 是 
除了 公理 系统 类 以 外 的 全 部 数学 系统 . 一 般 形 式 系统 虽然 没有 一 开始 就 提出 一 套 
公理 集 ， 并 证 明 它 们 的 相 容 性 、 独 立 性 、 完 备 性 ， 但 正如 上 述 它们 在 叙述 中 处 处 
体现 了 公理 化 思想 . 例如， 任意 翻 开 一 本 点 集 拓扑 学 即 可 看 到 它 由 一 系列 的 公理 
化 定义 和 定理 构成 , 诸如 开 闭 集 、 聚 点 、 邻 域 、 收敛 、 拓扑 空 间 、 拓扑 基 等 定义 . 即 
使 拓扑 空间 下 面 ， 还 有 诸如 粗 拓 扑 、 细 拓扑 、 相 对 拓扑 、 诱 生 拓 扑 、 度 量 拓扑 等 
进一步 的 概念 ， 以 致 很 难 统计 出 究竟 一 个 完整 的 点 集 拓 扑 学 有 多 少 个 定义 〈 公 
理 ). 至 于 定理 (包括 性 质 、 引 理 、 推 论 、 命 题 等 ， 下 同 ) 也 是 一 系列 的 ， 而 且 这 
里 的 定义 、 定 理 不 是 集中 给 出 ， 仅 是 沿 一 个 思想 线索 逻辑 地 把 它们 串 起 来 的 . 何 
时 应 该 加 入 一 个 定义 ， 何 时 能 得 到 一 个 定理 ， 都 是 依 此 逻辑 体系 来 决定 的 , 它 使 
得 整个 理论 系统 就 像 长 江 流域 ， 由 一 系列 有 着 逻辑 顺序 的 源流 逐步 汇聚 成 洪 大 的 
巨 流 . 不 难看 到 诸如 我 们 熟悉 的 线性 代数 的 理论 结构 和 微 积 分 学 的 理论 结构 等 不 
都 是 这 样 的 吗 ?” 这 些 都 属于 一 般 形式 系统 类 型 . 

这 里 还 应 该 看 到 ， 在 数学 中 本 质 上 任何 一 个 定理 都 是 由 该 学 科 中 有 关 定 义 产 
生 的 结果 . 换 句 话说 ， 数 学 中 任何 一 个 定理 〈 或 叫 命题 ) 都 可 经 由 有 关 定 义 而 推 
出 ， 只 是 往往 来 得 比较 笨 ( 繁 融 、 不 经 济 ) 罢了 ， 当 能 借用 别 的 定理 而 获得 结论 
时 ,往往 比 直接 从 定义 出 发 更 省 事 . 例如 ， 若 由 定义 1 推出 了 定理 1， 定 理 1 推 
出 了 定理 2，…… ， 有 定理 2-1 能 推出 定理 x， 这 时 如 让 我 们 证 明定 理 n， 则 谁 都 知 
道 直接 用 定理 wn-1， 而 不 必 从 定义 1 证 起 ， 尽管 都 知道 其 中 任 一 个 定理 本 质 上 都 
是 定义 1 产生 的 也 罢 . 当然 这 只 是 一 种 “特征 化 ”了 的 叙述 ， 事实 上 理论 过 程 是 
错综复杂 的 ， 上 述 实质 并 非 一 腿 能 看 穿 . 
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最 后 我 们 还 可 以 把 上 述 公理 系统 和 一 般 形式 系统 下 的 理论 结构 分 别 表 作 如 
图 2.6 和 图 2.7 的 特征 . 图 2.6 表示 公理 系统 下 完备 的 形式 系统 ， 图 2.7 表示 一 般 
形式 系统 . 
公理 1 
公理 2 


定理 之 定理 之 … 之 


定义 -= re 


五 、 公 理化 赞 〈 代 小 结 ) 


至 此 已 可 见 ， 公 理化 方法 是 何等 的 容易 、 何 等 的 平凡 ， 公 理化 思想 是 何等 的 
朴素 、 何 等 的 简单 . 

正 是 公理 化 方法 使 数学 合情合理 地 升 离 了 实际 ， 摆 脱 了 实践 中 各 种 说 不 清楚 
的 纠缠 ; 

正 是 公理 化 方法 抽象 出 了 模型 ， 架 设 起 了 形式 系统 ， 使 数学 世界 别 具 威 严 ; 

原来 公理 化 正 是 数学 严格 推理 的 前 提 保 证 ， 是 数学 严格 性 的 秘诀 体现 ; 

没有 公理 化 就 没有 形式 化 ， 没 有 形式 化 就 没有 数学 化 ， 没 有 数学 化 就 没有 实 
践 的 精确 化 ， 好 一 幅 通 连 实际 与 数学 的 铵 链 ; 

人 徊 利 略 说 ,“ 自 然 之 书 数学 写成 ” ， 原 来 数学 之 书 说 易 则 易 、 说 难 也 难 ， 公 理 
化 意识 则 是 其 中 一 大 关键 . 

啊 ! 

是 公理 化 方法 折射 出 了 数学 之 美 ， 

是 公理 化 思想 托 起 了 数学 半边 天 ; 

让 公理 化 思想 进入 我 们 的 意识 吧 ， 

让 公理 化 思维 提高 我 们 的 觉悟 吧 ， 

让 公理 化 方法 成 为 人 生 事 业 的 得 力 手段 ! 
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第 三 章 ”数学 中 的 几 个 基本 特征 


两 干 多 年 的 数学 时 空 婉 如 一 只 万 花 简 ,不管 从 哪个 角度 看 上 去 都 有 着 五 彩 缤 
纷 的 世界 ， 这 令 我 们 欣赏 不 已 . 本 章 将 从 本 著 的 宗旨 出 发 ， 简 单 认识 一 下 数学 中 
的 几 个 基本 特征 . 所 谓 “ 数 学 中 ”"， 即 从 数学 内 或 说 纯 数学 角度 来 看 . 


第 一 节 ”数学 的 基本 对 象 : 集合 


今天 ， 人 类 终于 认识 到 数学 的 基本 对 象 是 集合 ， 由 于 集合 的 基本 概念 和 一 般 
运算 已 经 普及 ， 这 里 仅 从 另 一 角度 谈 谈 对 它 的 认识 . 


一 、 集 合 认 识 简 顾 


虽然 说 集合 是 数学 的 基本 对 象 ， 但 集合 概念 却 迟 至 1873 年 才 由 康 托 尔 提 
出 . 当然 这 并 不 奇怪 ， 它 正好 印证 了 人 们 说 的 “数学 大 厦 常 常 是 先 修好 楼 层 再 打 
地 基 ” 的 说 法 . 的 确 ， 仅 当 集 合 概念 出 台 ， 人 们 才 在 现代 数学 的 思想 下 看 出 “ 集 
合 是 数学 的 基本 对 象 “"、“ 集 合 是 现代 数学 的 奠基 石 之 一 ”的 实质 ( 另 一 奠基 石 是 
逻辑 )， 有 人 还 把 集合 的 “生日 ”1873 年 12 月 7 日 看 做 现代 数学 的 开端 . 

具体 说 ， 自 集合 概念 产生 以 来 ， 它 对 数学 的 主要 功绩 可 列 出 如 下 几 点 : 

(1) 正 是 在 集合 概念 被 提出 后 ， 人 类 对 数学 实 轴 的 认识 才 产 生 了 本 质 性 的 突 
破 ， 并 产生 了 “集合 论 ” 这 一 数学 分 支 ， 这 使 得 人 类 对 实数 的 认识 进入 到 现代 历 
程 阶段 (关于 集合 论 ， 续 见 第 六 章 第 一 节 ). 

(2) 正 是 集合 论 触动 了 数学 之 真 说 ， 它 产生 的 连续 统 假设 (第 六 章 ) 及 与 选 
择 公 理 、ZFC 公理 的 关系 等 ， 至 今 还 是 数学 的 一 个 “ 魔 三 角 ”， 仅 其 中 “一 切 集 
合 之 集合 ”假设 引发 的 悖 论 〈 通 俗 地 叫做 “理发 师 ” 悖 论 ) 亦 带 来 了 数学 的 第 三 
次 危机 ， 直 接 产生 了 数学 寻根 探寻 “数学 基础 ”的 热潮 ， 并 且 与 由 此 产生 的 
“数学 哲学 ”三 大 学 派 及 其 贡献 ， 共 同形 成 了 现代 数学 的 特色 

(3) 正 是 集合 概念 的 引入 和 对 实 轴 认 识 的 深入 ， 使 得 人 类 对 “无 穷 ”的 认识 
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也 产生 了 突破 性 进展 〈 续 见 本 章 末节 ) 
(4) 特别 地 ， 在 现代 数学 中 乃至 可 以 说 在 现代 出 版 的 一 切 数学 著作 中 ， 集 合 
这 一 术语 也 得 到 广泛 应 用 ， 并 作出 实质 性 推广 〈 见 下 段 ) 


二 、 集 合 概念 及 其 引申 


奇怪 吗 ? 尽 管 如 今 集合 概念 业已 深入 到 数学 的 各 个 “角落 ”， 却 连 集合 的 定 
义 都 还 未 统一 ， 其 实 也 不 怪 ， 因 为 “集合 ”的 定义 不 必 是 公理 化 的 ， 只 需 描述 性 
定义 即 可 . 而 描述 性 定义 统一 与 否 并 不 影响 其 理论 的 发 展 ， 所 以 集合 定义 的 讨论 
与 集合 论 的 发 展 是 可 以 并 行 的 . 不 过 现在 人 们 对 “集合 ”定义 的 统一 性 并 未 显 出 
多 大 兴趣 . 一 般 可 以 定义 为 : 由 有 限 或 无 限 多 个 互 不 相同 的 元 素 构成 的 整体 叫做 
集合 . 这 里 “元 素 ” 即 在 相应 研究 宗旨 下 最 基本 的 个 体 〈 按 康 托 尔 的 说 法 是 “在 
直觉 上 或 思想 上 能 明确 区 分 的 对 象 ”) . 

事实 上 ， 集 合 概念 在 数学 中 ， 除 了 以 实数 认识 为 背景 的 “集合 论 ” 及 其 发 展 
成 的 公理 集合 论 是 直接 研究 集合 的 ， 一 般 都 是 研究 其 引申 概念 ， 或 说 增加 了 某 种 
(公理 ) 限制 的 集合 . 比如 近世 代数 (也 叫 抽象 代数 、 代 数学 ) 中 群 、 环 、 域 、 体 、 
代数 等 概念 的 定义 中 都 有 这 样 的 格式 :“* 是 这 样 的 集合 ， 其 上 有 运算 AA ， 这 些 
运算 分 别 满足 xxX、XX 定 律 ”. 

例 1 和 群 的 定义 . 

群 是 这 样 的 集合 G， 在 G 内 有 运算 “.”( 或 “十 ”)， 满足 : 

(1) 该 运算 下 G 中 有 单位 元 或 叫 么 元 ， 记 为 “e”( 或 “9”)， 使 得 

e'd=a:e=ad,， VaeG (或 02+a=a+O=a) 
(2) vaeG 缘 有 逆 元 a "eG ， 使 得 
a-:a "=e (或 ata"'=0) 
(3) 该 运算 满足 结合 律 : va,b,ceG ， 有 
a:(b:c)=(a:b):c (或 (a+tb)+c=a+t+(b+c)) 


注意 到 按 此 定义 , G 中 元 素 已 不 一 定 是 数 ， 而 是 个 “抽象 元 ”， 其 运算 也 不 一 
定 是 数字 的 乘 、 加 运算 . 因此 这 时 两 种 运算 也 可 一 并 抽象 成 (比如 ) 一 个 “.”. 这 
时 上 述 定义 便 可 以 简单 地 说 成 :“ 群 G 是 具有 单位 元 和 逆 元 的 且 对 “. ”运算 封 
闭 的 集合 ”( Va,beG ， 有 absCG， 则 叫 运算 “.” 对 G 封 闭 ). 
总 之 ， 不 管 怎 么 叙述 ,，“ 和 集合” 二 字 总 不 可 少 ,无非 是 说 “ 群 ” 是 一 种 特殊 
的 “集合 ”. 
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此 外 ， 还 应 该 提 到 一 个 属于 现代 应 用 数学 方法 论 的 ， 在 社会 、 科 技 领域 广 为 
流行 的 概念 一 一 系统 .原来 “系统 ”也 是 一 种 特殊 的 集合 ， 只 是 这 时 的 “特殊 ” 
(其 定义 的 限制 条 件 ) 不 具有 公理 化 的 功能 , 仅 具 有 公理 化 的 架势 而 已 . 所 以 仍 只 
能 说 系统 的 定义 是 描述 性 的 . 正 因 为 系统 的 定义 是 描述 性 的 ， 所 以 它 不 能 左右 系 
统 论 的 发 展 , 因此 它 可 有 不 同 的 定义 . 据说 系统 的 “定义 ”至 今 已 有 好 几 十 种 . 现 
列 出 我 们 的 如 下 定义 : 

例 2 系统 定义 . 

系统 是 满足 如 下 条 件 的 一 类 集合 5: 

(1) S 具 有 一 个 特定 的 目标 J; 

(2) S 具 有 元 素 集 ， 记 为 X; 

(3) 5S 的 所 有 元 素 间 具有 特定 的 关系 ， 这 种 关系 是 由 J 决定 的 . 

比如 ， 一 辆 汽车 是 个 机 械 系 统 ， 其 目标 7 是 运输 (负重 运动 )、 所 有 元 件 (元 
素 ， 记 为 X=(%,…,%) ) 为 着 共同 目标 而 紧密 相关 ， 记 为 J= SC0，…, 习 ) ， 当 然 ， 
对 于 具体 的 J， 还 可 有 基体 的 SCX) 结构式. 又 如 ， 人 体 是 个 有 机 系统 ， 设 其 目标 
是 生活 〈 既 要 生 ， 又 要 为 生 而 干 活 )， 则 所 有 器 官 〈 元 素 ) 都 为 着 共同 的 目标 〈 生 
活 ) 而 协力 合作 …… 

特别 地 ， 容 易 看 到 数学 中 各 种 “特定 集合 "(如 前 述 ) 也 都 满足 系统 的 定义 ， 
因而 也 可 叫做 系统 .而且 由 若干 特定 集合 (系统 ) 构成 的 特定 集合 仍然 是 系统 ， 
所 以 “系统 ”一 词 在 现代 数学 中 也 广 为 运用 ， 诸 如 代数 系统 、 分 析 系 统 、 动 力 系 
统 、 数 学 系统 等 . 


三 、 集 合 与 空间 


皆 知 ， 数 学 被 定义 为 “' 数 ”与 “ 形 ” 结合 的 科学 ”， 自 然 认 为 “ 形 ”是 隶属 

于 “空间 ”的 ， 因 而 最 早 认识 的 是 空间 而 不 是 集合 ， 且 空间 概念 由 感受 到 的 自然 

空间 推广 到 欧 氏 空间 ， 再 引申 到 种 种 非 欧 空间 .这 时 〈 近 现代 ) ， 在 有 了 “集合 ” 

概念 时 ,更 意识 到 ,原来 空间 也 是 一 种 集合 加 “集合 ” 才 是 最 基本 的 概念 . 不 

过 由 于 “空间 ”一 词 更 为 形象 ， 所 以 也 常用 . 通常 ,，“ 空 间 ” 与 “集合 ”可 作 等 价 
运用 ， 但 也 有 如 下 两 种 类 型 的 差异 : 

(1) 当 “ 空 间 ” 前 面 冠 有 修饰 词 时 应 该 叫 空间 ， 具 体 叫 x x 空间. 比如 拓扑 
空间 、 线 性 空间 、Banach 空间 、Hilbert 空间 、 概 率 空间 等 即 是 . 这 些 都 是 具有 严 
格 公理 化 定义 的 概念 , 但 少不了 还 是 “一 种 特殊 的 集合 ”. 比如 已 经 叙述 过 的 拓扑 
空间 (第 二 章 第 三 闻 、 四 ) 即 是 “这样 的 一 个 集合 由 它 生成 的 拓扑 ( 基 ) rc 2 ， 
请 足 其 “二 条 公 再， ”特别 地 ， 比 如 在 某 种 意义 下 为 描述 机 械 系统 也 可 定义 “机 
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械 空间 ”: (X,2*)=( 机 械 要 素 ， 加 工 工艺 ). 

(2) 当 “ 空 间 ” 一 词 前 没有 修饰 词 时 ， 即 表示 一 个 集合 ， 而 且 是 一 个 泛 指 的 
集合 . 它 常常 在 口语 中 出 现 ， 并 没有 严格 的 公理 化 定义 . 比如 说 “ 记 为 全 体 序 
列 构成 的 空间 , 我 们 现在 在 人 2 上 定义 距离 ……”.“ C[a,b] 表 示 [a,b] 上 所 有 连续 函 
数 构成 的 空间 ，…… ”等 ， 其 中 用 到 的 “空间 ” 系 指 一 般 集合 ， 或 说 平 几 的 集合 . 


四 、 集 合 元 素 与 数学 的 抽象 性 


1. 经 典 数学 的 抽象 性 

这 也 就 是 通常 所 说 的 数学 的 抽象 性 .因为 数学 中 的 “ 数 ” 总 是 从 客观 实际 提 
升 (抽象 ) 而 来 ， 不 是 平移 过 来 的 ， 所 以 从 这 个 意义 讲 数学 总 是 抽象 的 . 

具体 说 ， 由 于 数学 研究 的 对 象 ， 总 的 可 叫做 模型 或 叫做 问题 ， 那 么 这 类 问题 
按 其 量 纲 的 抽象 性 层次 可 分 为 三 种 : 

(1) 一 种 是 带 有 通常 量 纲 的 问题 . 其 实 这 只 是 一 种 狭义 的 应 用 问题 ， 在 数学 
正规 内 容 中 很 少 ， 常 名 只 在 例题 或 习题 中 出 现 . 比如 ， 物 理学 问题 、 工 程 计 和 世间 
题 等 ， 当 然 ， 作 为 数量 问题 已 经 是 对 〈 非 数 的 ) 实际 对 象 的 一 种 抽象 了 ， 算 是 一 
种 初级 的 抽象 . 

(2) 另 一 种 是 带 有 相对 量 纲 的 问题 . 比如 在 统计 学 上 常常 需要 对 若干 不 同好 
纲 的 量 作 比 较 ， 这 时 多 采用 所 谓 “无 量 纲 化 ”的 措施 将 其 化 为 百分比 来 考察 ， 如 
概率 值 、 权 值 、 模 糊 值 等 都 是 这 类 问题 . 实际 上 它 也 沟 存 着 一 种 最 纲 ， 我 们 把 它 
叫做 “相对 量 纲 ”( 参 见 拙 著 《 社 会 度量 学 导论 》). 

(3) 再 一 种 是 所 谓 无 量 纲 问 题 ， 这 就 是 正统 的 数学 内 容 所 研究 的 问题 .相对 
于 前 两 种 问题 它 最 为 抽象 ， 它 的 模型 常常 是 数理 模型 或 形式 化 程度 更 高 的 抽象 形 
式 . 其 结论 一 般 是 公式 、 定 理 ， 因 此 具有 更 广 的 应 用 范畴 . 

注 : 不 过 上 述 “ 无 量 纲 ”说 法 也 非 本 质 ， 因 为 比如 一 个 函数 f(x,y) 不 管 它 的 
表达 式 多 么 复杂 ， 式 中 的 x 或 by 只 能 分 别 在 其 数 轴 x 或 y 上 取 ( 变 ) 点 才 行 .这 
就 说 明 它 们 实质 上 有 个 (自己 坐标 轴 上 的 )“ 单 位 制 ( 量 纲 )”， 例 如， 抽象 数学 中 
要 求 三 角 函 数 变量 辟 取 弧度 ,为 什么 ? 这 就 是 比如 f(x)=xsinx 仅 当 sinx 中 x 取 
弧度 时 ， 才 能 与 第 一 因子 x 间 具有 同一 坐标 轴 上 的 单位 制 ， 才 能 作 通 有 运算 . 

2 现代 数学 中 元 素 的 抽象 性 

现代 数学 已 大 大 超越 了 数 的 概念 ， 不 仅 由 数量 (数字 ) 提升 为 变量 (字母 )、 
模 量 〈 函 数 )， 而 且 扩 展 为 一 般 对 象 . 比如 “ 群 ”定义 中 的 元 素 即 是 泛 指 的 ， 既 可 
以 是 函数 、 和 矩阵 ， 也 可 以 是 运动 体 、 商 品 或 市 场 等 . 又 如 ， 泛 函 空间 也 可 用 实践 
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中 种 种 对 象 集 来 直接 定义 ， 不 一 定 要 通过 数量 转化 而 成 ; 拓扑 空间 的 元 素 也 不 一 
定 是 坐标 系 下 的 〈 量 化 了 的 ) 几何 对 象 . 特别 地 ， 几 何 学 的 元 素 也 不 一 定 是 点 、 
线 、 面 , 而 可 以 是 抽象 对 象 ， 只 要 它 满足 Hiibert《 几 何 学 基础 》 中 的 公理 系 即 可 . 
因此 说 ,“ 现 代数 学 ”是 在 数学 的 一 般 抽象 性 〈 数 的 ) 基础 上 的 进一步 抽象 . 

3. 集合 概念 的 运用 正好 符合 现代 数学 的 抽象 特征 

这 是 因为 ， 从 集合 的 定义 (尽管 未 统一 ， 但 都 承认 ) 是 “若干 元 素 构成 的 整 
体 ” 可 见 “ 集 合 "、“ 元 素 ” 都 是 泛 指 的 ， 或 说 是 抽象 的 ， 因 而 除了 数 以 外 ， 它 还 
可 以 用 到 任何 对 象 上 . 

当然 , 仅 从 “集合 ”的 概念 看 ,似乎 太 泛 义 而 成 为 平凡 的 了 . 所 以 正如 前 述 ， 
在 数学 中 用 到 的 “集合 ”常常 是 赋 子 了 公理 限制 的 “特殊 集合 ”. 但 不 管 怎样 ， 集 
合 的 最 为 典型 的 “抽象 性 ” 却 是 始终 保持 着 的 . 


第 二 节 数学 的 基本 关系 


“关系 ”是 任何 系统 的 生机 和 活力 ， 没 有 关系 就 谈 不 上 系统 ， 关 系 愈 丰 富 、 
愈 深刻 、 愈 复杂 ， 则 系统 愈 高 级 、 愈 活跃 、 愈 完善 . 数学 ， 不 管 从 它 的 总 体 还 是 
学 科 来 看 ， 都 是 高 级 系统 ， 因 而 “关系 ”也 是 它 的 重要 特征 . 没有 了 关系 ， 数 学 
即 成 为 仅 有 “ 数 ”而 无 “学 (探讨 规律 )” 的 东西 了 . 反之 ， 有 了 关系 ， 则 “ 数 ” 
不 仅 是 数 〈 量 ) ， 也 可 以 是 变数 、 模 数 〈( 即 模 量 )、 函 数 ， 从 而 成 为 “数学 ”了 . 

数学 系统 不 仅 在 于 维持 、 演 绎 着 它 的 关系 ， 更 在 于 开发 、 创 造 着 新 的 关系 
利用 关系 可 从 已 知 推 无 知 ， 从 有 限 探 无 限 ， 从 关系 推 关 系 ， 从 而 使 得 数学 系统 日 
益 复杂 、 完 善 . 

显然 , 数学 中 的 关系 不 可 一 一 枚 举 , 但 其 中 最 基本 的 是 (两 个 对 象 间 的 )“ 二 
元 关系 "， 下 面 即 从 二 元 关系 角度 ， 归 纳 一 下 数学 关系 中 的 几 种 基本 类 型 . 


一 、 序 关系 


古人 之 所 以 创造 “ 数 ， 也 许 只 是 为 了 “ 序 ” 吧 . 因为 “ 序 ” 关系 在 社会 生 
活 中 太 重 要 了 ， 而 一 且 表 成 数 ， 就 能 精确 地 表现 其 “ 序 ” 关 系 . 可 是 ， 数 学 的 发 
展 却 每 每 突破 了 “ 序 ” 而 不 得 不 为 了 “ 序 ” 再 作 新 的 创造 . 因此 ， 对 “ 序 ” 关 系 
的 认识 既成 了 数学 发 展 的 绊 绳 文成 了 它 的 试金石 .本 来 嘛 ,只 要 能 满足 社会 对 “ 序 ” 
关系 的 要 求 ， 没 有 数学 也 是 可 以 的 . 但 这 能 行 吗 ? ……… 所 以 不 得 不 从 数学 角度 来 
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深刻 认识 一 下 序 关 系 . 

序 关 系 本 是 实数 的 基本 关系 ， 更 是 有 理 数 的 基本 关系 ， 因 而 是 数学 中 最 为 古 
典 的 关系 .发展 至 今 它 仍然 是 现代 数学 中 最 为 基本 的 “二 元 关系 ”之 一 ， 这 就 是 
=、>、< 所 表 出 的 序 关 系 〔 一 般 简 记 为 < 关系 ). 不 过 正 因为 它 很 重要 , 今天 已 
被 发 展 、 推 广 成 多 种 形式 的 序 关 系 及 公理 化 的 序数 理论 等 ， 现 列 叙 于 下 . 

(1) 集合 间 的 序 关 系 . 

这 就 是 包含 =、 被 包含 和 重合 = 关系 . 

(2) 在 逻辑 学 中 的 推广 . 

此 即 “ 寺 ”， 表 因果 关系 ， 自 然 也 是 个 序 关 系 . 

(3) 用 序 关 系 来 描述 集合 的 特征 . 

这 就 是 序 空 间 概 念 和 序数 概念 .例如 : 

定义 ( 序 空间 ) 对 集合 XX， 设 < 为 其 上 二 元 关系 ， 若 有 a,b,ce 半 ， 且 满足 
三 公理 : 

(i) 自 反 性 : Vae as 委 a | 

(ii) 反对 称 性 : 若 a<b, b<a,， 则 a=b。; 

(iii) 传递 性 : 若 a<b, bp<c, 则 a<c， 
则 < 叫做 卫 上 的 序 关 系 ，{X,<} 称 为 序 空 间 ，X 称 为 偏 序 集 . 

若 Va,pe 三 ， 都 有 序 关 系 ， 则 无 叫做 全 序 集 . 比如 ， 除 了 大 小 关系 、 整 除 关 
系 外 ， 事 物 集 之 中 的 相等 关系 、 包 含 关 系 等 此 满足 序 空 间 三 公理 . 

(4) 把 “= 二 ”关系 推广 成 “等 价 关系 ”. 

把 集合 无 上 满足 自 反 性 、 对 称 性 、 传 递 性 的 所 谓 “ 等 价 三 公理 ”的 二 元 关系 
都 叫做 等 价 关 系 . 

(5) 代数 学 中 “ 格 ” 也 是 赋予 了 特殊 序 关 系 的 集合 〈( 见 第 三 节 、 一 ). 

(6) 泛 函 映射 . 

设 半 是 一 个 集合 ， 则 泛 函 映射 五 可 定义 为 

:XR (实数 集 ) 


其 思想 是 ,为 了 把 纷繁 、 复 和 杂 的 对 象 集 变 成 可 比较 大 小 的 “全 序 集 “， 人 们 采取 了 
一 些 手段 使 之 变 成 一 个 个 的 “标量 ", 也 就 是 把 它们 都 映射 到 实 轴 上 去 ， 即 可 达到 
目的 了 . 这 里 “手段 ”可 以 是 一 些 简单 的 标量 函数 , 但 实践 中 常常 不 那么 简单 . 比 
如 管理 科学 中 的 评价 《映射 ) ， 其 至 可 能 由 专家 仅 赁 经 验 来 做 心理 “赋值 . 它 也 
是 一 种 映射 ， 但 谁 也 说 不 出 它 的 映射 式 来 . 即使 数学 上 常用 的 对 向 量 作 加 权 平 均 、 
对 向 量 求 模 、 对 甜 阵 求 行列 式 、 对 函数 求 定 积分 等 也 都 是 一 种 泛 函 映射 ， 所 以 我 
们 可 把 这 一 类 “了 映 闭 入 R” 的 映射 ， 统 称 做“ 泛 函 映射 ”. 
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显然 ， 泛 函 映 射 正 是 数学 中 寻求 序 关系 的 一 大 类 手段 . 应 用 数学 中 更 需要 作 
泛 函 映射 ， 因 此 我 们 应 该 对 泛 函 映射 产生 悟性 ， 上 升 成 意识 〈 以 后 还 将 谈 到 ) , 

(7) 序 关 系 可 直接 引申 到 应 用 界 . 

例如 ， 经 济 学 上 的 偏好 关系 : 日 、 因 、@ 或 候 即 属 序 关 系 的 引申 . 相信 读 
者 还 可 在 你 的 专业 中 举 出 〈 或 创 出 ) 更 多 类 似 的 引申 例 来 . 


二 、 运 算 关 系 


不 管 是 初等 数学 还 是 现代 数学 都 少不了 运算 . 不 过 随 着 历史 的 进展 其 运算 概 

念 也 在 推广 ， 运 算 方法 也 在 增加 ， 现 略 叙 于 下 . 
. 数学 的 基本 运算 方法 

(1) 最 基本 的 运算 : 加 “+”, 乘 “.”. 

第 七 章 将 表明 ， 加 、 乘 不 仅 是 数学 中 最 基本 、 最 重要 的 运算 ,而 且 也 是 客观 
世界 中 十 分 基本 而 普遍 的 结构 关系 . 

(2) 数量 性 运算 方法 . 

数量 性 运算 方法 系 指 加 、 减 、 乘 、 除 、 乘 方 、 开 方 、 指 数 、 对 数 等 运算 ， 简 
称 “ 八 则 ”运算 . 它 源 于 古典 数学 的 运算 ， 经 推广 成 为 (表示 数字 的 ) 字母 在 相 
应 条 件 下 的 运算 ， 以 及 表示 数量 的 函数 式 (在 相应 条 件 下 ) 的 运算 . 

(3) 微 积分 运算 . 

如 今 出 于 微 积 分 运算 之 普及 性 和 完美 性 、 简 易 性 ， 被 数学 界 赞 誉 为 “已 经 算 
术 化 了 ”. 的 确 , 可 以 说 在 微 积分 学 诞生 以 来 的 所 有 数学 分 支 中 , 还 没有 哪 一 个 分 
支 的 特有 运算 方法 在 〈 普 及 性 、 完 美 性 、 简 易 性 ) 特征 上 超过 了 它 ， 所 以 这 里 将 

其 归 和 基本 运算 方法 之 列 是 合理 的 . 加 上 上 述 “ 八 则 ”运算 , 统一 把 它们 叫做 “十 
则 ” 运算 ， 

须知 ， 十 则 运算 皆 可 归 为 “二 、- ”及 其 逆 运 算 的 推广 . 比如 指数 、 对 数 是 在 
对 数 概念 下 的 十 、. ”运算 ; 微 积分 是 在 无 穷 意 义 下 的 “十 、. ”运算 等 . 

2. 数学 的 基本 运算 形式 

这 就 是 等 式 和 不 等 式 形式 . 从 空间 来 说 ， 前 者 是 降 维 的 ， 后 者 是 保 维 的 ， 从 
特征 上 说 ， 前 者 表 恒 等 运算 过 程 ， 后 者 表 保 序 运 算 过 程 . 它们 都 可 用 于 数量 和 模 
量 〈 函 数 ) ， 但 对 于 非 数量 性 的 对 象 (事物 ) ， 则 属 其 推广 形式 . 比如 对 于 关系 名 
或 “一 ”抑或 “ ”等 关系 下 的 运算 ， 常常 需 要 根据 具体 对 象 ， 补 充 一 些 运 算 规 
则 方 可 实行 .这 需要 根据 实际 情况 灵活 处 理 ， 只 要 掌握 了 基本 思想 ， 剩 下 的 就 需要 
自己 创造 了 . 
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3. 运算 方法 的 推广 

这 里 将 谈 到 , 这 种 推广 主要 是 对 二 ，' 两 个 最 基本 运算 方法 的 推广 ,例如 推广 
成 田 ， 加 ，V ， 人 或 U， 门 等 (参见 第 八 章 第 四 节 ). 

4. 数理 座 辑 运算 

数理 逻辑 是 数学 的 一 个 分 支 学 科 ， 它 用 一 套 固 有 的 公理 体系 ， 包 括 一 套 “ 原 
子 符号 ”( 诸 如 连词 、 变 词 、 常 词 、 量 词 、 括 号 、 关 系 等 ) 及 一 套 “ 原 子 公式 ”， 
构成 自己 的 独立 运算 体系 . 这 也 是 数学 基本 运算 的 一 种 推广 ， 作 为 数理 逻辑 学 来 
说 ， 这 些 就 是 它 的 基本 运算 . 


三 、 上 映射 关系 


1， 概念 认识 
可 以 说 “映射 ”是 数学 中 最 为 基本 、 最 为 普遍 的 一 个 概念 ,可谓 “家喻户晓 ”， 
包括 “运算 ”也 是 一 种 映射 .由 于 “映射 ”的 定义 属 描述 性 的 ， 这 里 就 不 作 统 一 
的 叙述 了 . 事实 上 ,“ 映 射 ” 是 一 类 因果 演化 方式 的 形象 描述 ， 一 般 形式 可 表 为 
:XY y=9(7)) 


这 里 “因果 演化 ”表明 : 集合 半 中 的 元 素 x( 因 ) 按 确定 的 方式 (或 叫 规则 ) pg 转 
化 为 集合 了 中 的 元 素 y ( 果 ). 此 外 ,这 里 的 “因果 演化 ”与 一 个 定理 的 因果 推演 
(证 明 ) 也 是 有 差异 的 ， 所 以 “映射 ”只 能 算 “ 一 类 ”因果 演化 . 

也 可 以 把 数学 定义 为 “研究 映射 关系 和 映射 变换 下 的 不 变量 和 不 变性 的 科 
学 ”由 此 可 见 “ 上 映射 ”在 数学 中 的 基础 地 位 了 . 

2. 映射 与 函数 

一 般 说 ， 把 “映射 ”概念 视 为 与 “函数 ”概念 等 同 是 不 算 错 的 . 但 是 细 究 起 
来 ， 它 们 的 含义 也 并 非 完 全 等 同 ， 仅 仅 是 有 较 大 共通 性 罢了 . 

经 验 告 诉 我 们 ， 对 于 似乎 等 同 的 概念 应 尽量 寻找 它们 的 区 别 ; 对 于 似乎 
不 同 的 概念 ， 应 尽 苹 寻找 它们 的 共同 点 ， 这 才 有 利于 明晰 概念 、 掌 握 实质 . 
现在 即 来 痰 谈 映射 与 函数 的 区 别 ， 

(1) 含义 上 的 差异 ， 如 果 把 gp:X 一 了 示意 成 图 3.1， 则 可 见 ， 如 果 把 Bp 视 作 
映射 ， 一 般 是 强调 在 pg 下 XX 集 与 了 集 间 直接 的 因果 关系 . 比如 拓扑 学 中 的 “连通 
定理 ”是 说 , 9:X 一 了 是 连续 映射 ,XX 是 连通 空间 , 则 p(X)cY 也 是 连通 空间 . 这 
时 习惯 于 用 “上 映射”, 表示 这 里 g 的 具体 表达 式 并 不 重要 , 只 要 它 连续 即 可 . 但 是 
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当 把 9 说 成 函数 时 ， 习 惯 上 即 在 于 强调 其 表达 
式 ， 也 就 是 这 时 比较 强调 其 “图 空间 ”( 即 图 
3.1 中 乘积 空间 48CD=XxY ) 中 的 史 曲 线 ， 
亦 即 强调 X 是 经 9 曲线 而 “映射 ”到 了 的 . 比 
如 微 积 分 学 中 核心 的 四 大 定理 〈 魏 尔 斯 特 拉 斯 
盖 定 理 、 微 分 中 值 定理 、 隐 函数 存在 定理 、 
格林 函数 ) 的 叙述 中 就 习惯 于 说 “函数 ", 因为 
它们 需要 强调 函数 ( 曲线、 曲面 ) 的 形状 特征 . 

(2) 应 用 范 栈 的 差异 . 图 3.1 

从 应 用 范畴 来 看 ,将 “映射 ”说 成 “函数 ” 
是 较为 狭义 的 . 它 常 常 仅 指 能 写 出 函数 表达 式 或 强调 函数 式 特征 的 情形 ， 而 说 成 
“映射 ” 则 较为 广义 . 它 既 可 表示 已 经 形式 化 了 的 映射 关系 , 也 可 表示 未 经 (难以 ) 
形式 化 的 映射 关系 . 比如 可 说 建 模 活动 也 是 一 种 映射 ; 从 实践 中 提取 某 种 信息 也 
是 一 种 映射 ; 所 有 生产 过 程 也 是 一 种 映射 ; 专家 赁 经 验 对 某 事 物 给 出 评价 、 打 分 
也 是 一 种 映射 ; 甚至 一 切 因 果 演 化 都 叫做 映射 . 事实 上 序 关 系 和 运算 关系 也 是 一 
种 (二 元 ) 映射 ， 也 可 以 用 映射 的 方式 来 叙述 它们 〈 兹 免 ) . 

此 外 ， 现 代数 学 中 常常 接触 到 的 算 子 概念 ， 其 实 也 是 一 种 映射 ， 只 是 算 子 是 
指 〈 抽 象 ) 空间 到 空间 〈 包 括 到 自身 ) 的 映射 . 在 空间 意义 下 算 子 和 映射 没有 本 
质 差 异 . 

总 之 ， 我 们 从 应 用 范畴 来 看 ， 函 数 和 映射 间 可 说 一 个 是 狭义 的 、 一 个 是 广义 
的 . 这 是 它们 的 又 一 个 区 别 . 


第 三 节 ”数学 的 基本 任务 


已 痰 及 ， 然 而 最 终 说 来 ， 数 学 执行 的 任务 (叫做 基本 任务 ) 莫非 就 是 “ 解 ”、 
“证 ”两 大 类 型 ， 现 分 别 作 进一步 认识 . 


“ 解 ” 
AN 


“ 解 ”也 叫 解 算 ， 亦 即 可 分 为 “ 解 ”和 “ 算 ” 两 个 方面 内 容 . 

“ 解 ” 包 括 各 类 方程 的 “ 解 "， 诸 如 解 各 阶 代数 方程 ， 解 各 类 微分 方程 、 积 分 
方程 、 函 数 方程 、 算 子 方程 ， 解 各 种 超越 方程 等 ， 它 们 都 已 构成 学 科 分 支 甚至 学 
科 群 . 
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至 于 “ 算 ”， 可 分 为 数字 的 “计算 ”和 文字 符号 的 “推算 ”. 仅 就 “计算 ”来 
说 ， 它 可 是 历史 最 为 悠久 的 ， 如 今 运 用 最 为 广泛 的 、 最 为 普及 的 数学 ， 它 是 建立 
在 加 、 诚 、 乘 、 除 、 乘 方 、 开 方 、 指 数 、 对 数 “ 八 则 ”基本 运算 及 (后 来 又 加 上 
的 ) 微分 、 积 分 等 共 “ 十 则 ”基本 运算 上 的 . 

从 根本 上 说 来 整个 数学 也 是 建立 在 这 “十 则 ”运算 上 的 ， 无 非 是 它们 不 同形 
式 的 推广 和 引申 罢了 . 所 以 “ 算 ” 始 终 是 数学 的 基础 和 根本 . 

特别 地 ， 在 电子 计算 机 时 代 ， 更 赋予 了 “计算 ”以 活力 ， 深 化 了 “计算 ”的 
功能 ， 扩 展 了 “计算 ”的 世界 ， 比 如 越 来 越 庞大 的 现代 信息 科学 即 是 典型 一 例 . 

再 说 ， 各 类 方程 的 “ 解 ”过 程 也 无 非 是 一 些 “ 计 算 ”( 或 叫 推算 ) 过 程 ， 却 
也 是 从 计算 中 升华 出 来 的 .比如 算术 中 的 所 谓 难 题 ， 一 旦 纳入 代数 中 (用 上 代数 
方法 )， 往 往 会 变 得 更 容易 解决 . 说 明 “ 解 ”与 “ 算 ” 两 个 同类 概念 之 间 存在 一 种 
(上 下 ) 层次 关系 , 所 以 说 “ 解 ” 是 “ 算 ” 的 升华 , 可 以 用 “ 解 ” 来 做 该 类 的 代表 . 

须知 ,“ 解 ”类 任务 的 特点 是 技巧 性 特 强 . 特别 是 “初等 数论 ”问题 ， 已 知 
它 往往 是 “ 易 进 难 出 ”的 , 为 解 一 个 问题 , 常常 需要 探寻 新 方法 、 创造 新 技巧 .“ 数 
论 ” 也 是 数学 人 显露 “聪明 ”的 一 大 领地 (在 今天 , 已 “被 ”教育 “化 ”了 的 诸 
如 “奥数 班 “、“ 华 数 班 ” 之 类 也 不 少 取 用 “初等 数论 ”中 传统 技巧 问题 去 培养 “天 
才 ”). 

最 后 说 ,，“ 解 ”类 任务 不 仅 在 17 世纪 前 是 数学 的 全 部 ， 即 使 在 今天 也 因 计 算 
机 科学 的 刺激 ， 至 少 是 数学 的 半边 天 


二 、 “证 ” 


“证 ”也 叫 轴 辑 证 明 ， 简 称 证 明 ， 包 括 纯 数理 逻辑 的 (演算 式 的 )“ 推 证 ”和 
希 尔 伯 特 的 (“ 夹 叙 夹 议 ”的 )“ 证 明 ”. 其 任务 是 解决 各 类 定理 (及 其 引 理 、 推 论 ) 
和 “猜想 ”之 类 命题 的 证 明 . 比如 高 等 数学 中 有 命题 “ 闭 区 间 上 连续 函数 必 有 最 
大 、 最 小 值 ”就 是 个 定理 ,需要 作 迪 辑 的 证 明 . 一 旦 证 明了 即 可 应 用 之 ， 包 括 其 
思想 . 比如 当 用 到 社会 对 象 上 上 时， 只 要 认为 该 问题 是 确定 于 “ 闭 集合 ”上 的 ， 且 
认为 〈 或 叫 赋予) 它 是 个 连续 映射 问题 (不 必 有 具体 给 出 函数 式 )， 即 可 说 它 是 有 最 
大 值 的 了 . 


“证 明 ” 得 到 的 成 果 往往 不 是 数 而 是 一 般 事实 ， 形 成 的 是 理论 ， 应 用 更 为 宽 ， 


泛 ( 注 : 科学 生活 中 应 该 分 清 证 明 、 说 明 、 论 证 、 证 实 与 实证 等 概念 的 关系 及 其 
用 场 ). 

现在 来 谈 谈 “ 解 ” 与 “证 ”的 比较 特征 . 此 即 : @ 从 空间 形式 上 看 ，“ 解 ” 

类 问题 表现 为 一 种 “收敛 性 ”， 其 结论 将 收 全 到 更 低 维 、 准 确 的 对 象 上 去 ;“ 证 ” 
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类 问题 则 表现 为 一 种 “发 散 性 ”， 其 结论 可 应 用 到 更 广 范畴 . @ 从 精确 性 上 看 ， 
“ 解 ” 具 有 数值 的 精确 性 ;“ 证 ”的 精确 性 主要 表现 在 严格 的 逻辑 推理 上 . @@ 从 创 
造 性 来 看 ,“ 解 ”表现 为 技巧 性 强 , 即使 其 计算 方法 中 也 往往 透露 出 较 强 的 技巧 灵 
光 ;“ 证 ” 则 表现 为 思想 性 强 ， 重 在 理论 创造 ， 需 要 的 是 思想 高 度 ， 因 为 “思想 高 
度 决定 思维 深度 ”， 

尚 须 指出 ， 在 数学 中 “ 解 ”和 “证 ”两 个 基本 类 型 任务 并 非 一 定 是 分 割 开 来 
的 .一 般 说 在 同一 数学 分 支 中 ， 往 往 “ 解 ”和 “证 ”都 需 用 、 都 在 用 ， 只 存在 运 
用 率 的 多 少 问题 .甚至 可 能 一 个 定理 的 证 明 ， 本 身 属于 “证 ”类 ， 但 常常 是 用 计 
算 或 推算 〈 解 ) 来 得 证 的 . 

总 之 ， 根 本 上 说 来 数学 是 用 来 解决 问题 的 ， 从 这 一 角度 说 ， 它 是 工具 、 是 手 
段 ， 但 确切 说 它 是 “ 软 工具 ”， 也 就 是 “方法 "， 数 学 中 似乎 充满 着 奇妙 的 方法 、 
技巧 ， 令 人 望 而 生 咽 .但 不 用 怕 ， 这 些 本 是 历史 上 多 少 代 “ 聪 明 ” 人 的 创造 累积 
下 来 的 , 且 已 被 前 人 消化 、 整理 成 最 直接 、 最 简单 的 形式 了 , 已 成 固定 的 方法 了 .党 
握 了 这 些 方法 的 人 都 是 “聪明 ”人 ， 特别 是 若 能 把 这 些 方法 上 升 成 思想 , 成 为 “ 方 
法 论 ” 将 更 为 得 力 . 


第 四 节 ”数学 的 基本 结构 


数学 有 三 大 基本 结构 : 序 结构 、 代 数 结构 和 拓扑 结构 ， 且 已 成 为 一 个 公认 的 
常识 . 这 是 有 名 的 布尔 巴金 学 派 的 重要 贡献 之 一 . 布尔 巴金 学 派 是 希 尔 伯 特 数学 
哲学 学 派 (形式 主 义 ) 的 继承 者 ， 它 秉承 希 氏 的 公理 化 思想 ， 去 认识 数学 的 基本 
对 象 一 一 “集合 ”的 各 种 特征 ， 从 而 提出 了 三 大 结构 . 现代 数学 正 是 在 此 结构 概 
念 下 的 继续 深入 . 正 是 种 种 不 同 的 公理 限定 把 数学 作出 各 种 分 类 ， 从 而 编织 成 一 
个 层次 纷繁 、 错 落 有致 的 密 网 ， 形 成 了 数学 这 座 瑰 丽 大 厦 的 总 体 结构 . 

不 过 我 们 也 看 到 ， 这 里 的 基本 结构 实质 上 就 是 我 们 在 第 二 节 谈 到 的 基本 关 
系 ， 只 是 强调 的 角度 有 些 不 同 而 已 . 因此 本 节 只 需 简 单 前 明 三 大 基本 结构 的 突出 
特征 即 可 . 


一 、 序 结构 


布尔 巴金 把 序 关系 公理 化 地 界定 成 满足 自 反 性 、 传 递 性 、 反 对 称 性 等 “三 律 ” 
《也 叫 三 公理 ， 见 第 二 节 序 空间 定义 ) 的 二 元 关系 “<”. 自 此 , 符号 “< ”已 不 
仅 表 示 数 间 关系 ， 而 且 被 “三 律 ”抽象 成 一 般 事物 间 的 关系 了 . 比如 经 济 学 上 偏 
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好 关系 即 已 包含 在 其 中 . 进一步 ， 布 尔 巴金 还 总 结 并 揭示 出 数学 在 集合 意义 下 的 
丰富 的 序 关系 ， 并 把 序 关系 分 为 所 谓 “ 良 序 ”和 “ 偏 序 ” 两 种 ， 总 的 把 它 叫 做 数 
学 的 序 结构 ， 具体 说 ， 集 合 的 序 结构 研究 主要 可 分 为 以 下 几 个 方面 的 内 容 . 

1. 对 偏 序 集 的 一 般 研究 

如 前 述 ， 一 个 集合 元 成 为 偏 序 集 或 偏 序 空间 {X,<} ， 其 充 要 条 件 是 七 上 至 少 
有 一 些 元 素 ， 其 间 存 在 序 关系 ， 比如 自然 数 集 之 中 整数 间 的 关系 即 是 一 例 . 研究 
表明 任 一 {X,<} 上 和 皆 有 全 序 子 集 ( 任 二 元 间 皆 有 序 关系 的 子 集 ). 同时 提出 了 : 

Zom 公理 ” 任 一 {X,<} 皆 有 最 大 的 全 序 子 集 (概念 请 自述 ). 

由 此 给 出 : 

Zom 定理 ” 若 偏 序 集 半 的 每 个 全 序 子 集 都 是 的 真子 集 ， 则 3xe 革 3 中 
与 及 有 序 关系 的 一 切 元 素 x 缘 有 x<%. 

这 就 为 集合 中 是 否 存 在 极 大 元 素 、 最 大 元 素 的 判定 提供 了 一 个 理论 依据 . 

2. 对 偏 序 集 的 “ 格 ” 研 究 

在 {X,<} 上 加 上 公理 条 件 : 

inf{fa,b}e X, sup{a,b}jeX, Va,bexX 


则 称 此 特殊 的 偏 序 集 为 “ 格 ". 格 是 同时 具有 序 结构 和 代数 结构 的 复合 结构 集合 
( 格 的 代数 定义 见 第 八 章 第 一 节 、 三 ). 

从 格 的 复合 结构 出 发 的 研究 不 仅 是 代数 学 的 问题 ， 也 已 引申 到 数理 逻辑 、 泛 
沙 分 析 和 拓扑 学 、 模 糊 数 学 等 重要 学 科 . 比如 Boole 代数 ， 就 是 由 格 深化 而 成 的 
所 谓 有 补 分 配 格 ( Va e 上 缘 有 所 谓 “ 补 元 ”"， 且 运算 满足 分 配 律 的 一 种 格 )， 它 是 
计算 机 科学 上 一 个 十 分 有 用 的 逻辑 学 分 支 . 自然 ， 它 也 是 一 种 具有 特殊 偏 序 结构 
的 集合 . 此 外 ， 比 如 格 上 的 拓扑 学 、 格 上 算 子 理论 以 及 模糊 格 、 模 糊 拓扑 等 都 是 
应 用 “ 格 ”概念 的 基本 领地 . 


3. 对 “没有 ” 序 关系 的 集合 的 序 处 理 


比如 向 量 空间 中 的 元 素 之 间 则 没有 序 关 系 . 进一步 ， 任 一 事物 构成 的 集合 中 
也 无 序 关 系 . 比如 一 个 班 集体 成 员 之 间 、 全 国 各 省 之 间 ， 甚 至 不 同属 性 的 专业 ， 
如 医生 、 教 师 、 技 术 人 员 、 艺 术 家 之 间 的 单位 劳动 值 ， 严 格 说 皆 没 有 序 关 系 . 但 
我 们 说 总 可 以 作出 “ 泛 函 映射 "(第 二 节 已 谈 及 ) 把 集合 中 每 个 元 素 映 到 同一 实 轴 
上 去 ， 从 而 利用 实 轴 的 序 特征 使 原 集合 形成 偏 序 集 其 至 全 序 集 . 

总 之 可 以 说 ， 在 “ 泛 函 映射 ”的 意义 下 ， 没 有 不 可 以 序 关系 化 的 集合 ， 因 此 
我 们 说 从 深层 次 讲 〈 或 说 从 本 质 上 讲 ) 任何 集合 都 存在 序 结构 ， 那 么 说 序 结构 是 
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现代 数学 的 ， 从 而 也 是 整个 数学 的 基本 结构 ， 是 合理 的 . 


二 、 代 数 结构 


这 里 的 “代数 结构 ”对 应 于 第 二 节 中 的 “运算 关系 ”. 运算 关系 中 最 基本 的 
是 十 ，: 及 其 推广 形式 ,而 各 种 代数 系统 正好 是 在 十 ，: 及 其 推广 形式 基础 上 附加 
以 一 定 的 公理 (比如 满足 一 定 的 运算 定律 等 ) 而 界定 出 的 . 反 过 来 说 ， 代 数 正 是 
以 这 种 方式 对 数学 系统 进行 分 类 的 . 比如 群 、 环 、 域 、 体 、 模 、 格 、 线 性 空间 等 ， 
分 别 都 是 一 个 代数 系统 ,也 是 一 个 代数 类 . 同时 稍 作 广义 的 还 有 同 余 类 、 同 构 类 、 
同 态 类 等 也 都 是 代数 类 . 特别 地 , 这 种 代数 关系 还 广泛 地 存在 于 数学 各 个 分 支 中 ， 
参与 数学 的 基本 构成 ， 所 以 称 它 为 数学 的 又 一 个 基本 结构 是 合理 的 . 进一步 的 内 
容 见 第 八 章 . 


三 、 拓 扑 结构 


拓扑 结构 是 对 空间 的 某 种 特性 的 描述 ， 源 于 对 欧 几 里 得 空间 的 邻 域 特征 的 认 
识 . 即 发 现 , 任 一 个 开 的 欧 氏 空间 2 总 有 这 样 的 开 集 构 成 特征 ， 使 得 空 集 (也 可 
以 是 闭 集 ) 是 开 集 、 全 集 2 是 开 集 、4 中 有 限 个 开 集 之 交 是 开 集 、 无 限 个 开 集 
之 并 也 是 开 集 . 特别 地 ， 还 可 在 2 的 全 部 子 集 集 〈 寡 集 ) 22 中 找到 子 集 *c 2， 
使 之 在 z 上 满足 上 述 四 条 “ 开 集 公理 ”. 于 是 问题 被 公理 化 地 抽象 ， 从 而 被 推广 成 
描述 一 类 集合 如 ,只 要 2 及 其 zc22 满足 上 述 "“ 开 集 公理 ” 即 成 . 显然 这 样 的 2 
实 为 一 个 大 类 ， 记 为 C”， 把 它 叫 做 拓扑 类 ， 拓扑 类 C” 中 每 一 集合 人 (eC”) 
及 其 z 构成 一 个 拓扑 空间 ， 记 为 (人 2,7) ，(22,7) 就 是 第 二 章 第 三 节 之 四 中 谈 及 的 拓 
扑 空 间 . 注意 到 ， 同 一 个 全 ， 选 择 的 基 r 不同， 其 拓扑 结构 也 不 同 . 

至 此 可 见 ， 虽然 拓 扑 空间 的 抽象 定义 容易 使 初学 者 “ 摸 不 着 项 ”， 但 它 的 确 
能 使 间 题 昌 从 欧 氏 空间 来 ， 却 能 适合 于 一 大 类 〈( C”) 空间 . 这 再 次 体会 到 了 数 
学 抽象 的 意义 . 

那么 显然 ， 作 为 进一步 研究 的 一 个 直接 任务 ， 则 是 对 C* 的 分 类 和 探讨 ， 这 
时 涉及 到 一 个 拓扑 空间 变 成 男 一 个 拓扑 空间 的 变换 问题 或 叫 对 应 关系 问题 ,这 个 
“对 应 关系 ”就 是 第 二 节 中 谈 到 的 映射 p: 针 一 YY， 当 其 映射 gp 满足 “连续 性 ”， 则 
拓扑 空间 老 映 成 的 了 必 为 拓扑 空间 ， 这 样 的 映射 2 叫做 拓扑 映射 . 拓扑 学 是 研究 
拓扑 映射 下 ， 拓 扑 空间 的 不 变量 〈 或 叫 不 变性 ) 的 科学 ， 因 此 拓扑 学 的 生命 力 即 
在 于 拓扑 映射 研究 或 说 拓扑 空间 之 间 的 对 应 关系 研究 ， 这 种 研究 的 基础 则 是 通常 
(高 等 数学 》 中 讲 到 的 ) 的 令 域 、 序 列 、 聚 点 、 收 敛 、 极 限 、 开 闭 集 、 连 通 性 等 . 
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当 拓 扑 映 射 gp 满足 所 谓 “ 满 射 、 单 射 且 双 射 ”关系 时 ，g 叫做 同 胚 映射 2， 
这 时 称 拓 扑 空间 三 与 了 同 胚 ， 一 般 记 为 : X=Y. 
对 于 同 胚 映射 ， 当 g,gp 和 皆 “ 可 微 ” 时 ， 称 其 为 微分 同 且 ， 研 究 微分 同 胚 下 
不 变量 的 学 科 叫 微分 拓扑 学 . 它 形成 于 20 世纪 60 年 代 初 . 
设 2 :在 一 了 0: 无 一 了 缘 连 续 映射 , 且 有 对 >x， 
t 的 二 元 连续 映射 瓦 : 忒 x[00] 一 了 ， 满 足 五 =9 ， 
请 =$， 则 称 9g 与 $ 同 伦 . 一般 记 为 cb . 
请 参见 示意 图 3.2. 对 同 伦 类 的 研究 是 当今 微 
分 拓扑 学 的 热点 之 一 . 
进一步 , 比如 对 拓扑 空间 还 可 以 分 为 Hausdorff 
空间 、 上 距离 空间 等 来 讨论 . 前 者 是 这 样 的 拓扑 空间 
人 2，Vx,ye 人 2 ， 必 存在 非 空 邻 域 
N(x), N(y)3 NO MN NO)= 纪 
后 者 是 这 样 的 拓扑 空间 2 ， 有 距离 映射 
d:42x02 一 及 ( 实 轴 ) 


使 得 Vx,y,z e 2 必 满 足 “ 距 离 三 公理 ”: 

(1) d(x,y)>>0, 其 中 “=” 必 X=y; 

(2) d(x,y)=d(y,x); 

(3) 三 角 不 等 式 : d(x,z) < d(x,y)+d(y,z). 

特别 地 ， 还 可 以 利用 拓扑 空间 及 其 性 质 对 多 种 对 象 作出 分 类 研究 . 比如， 对 
于 nn 维 曲面 的 拓扑 结构 研究 即 有 著名 的 庞 加 莱 犹 想 (1900 年 ) :“ 对 于 连通 3 维 闭 
流 形 (了 EH), 有 XY =53”. 其 中 一 种 推广 形式 为 “n 维 空间 中 一 个 具有 光滑 、 紧 致 、 
n 一 1 维 连 通 的 n 维 流 形 ， 必 同上 胚 于 $5”(n 维 球面 )”.， 由 此 形成 了 拓扑 学 的 一 个 热 
门 方向 ,从 而 促进 了 专门 研究 流 形 上 “微分 结构 ”的 微分 拓扑 学 的 发 展 .“ 微 分 结 
构 ” 系 拓扑 结构 的 一 个 下 属 术语 ， 

( 注 : 上 庞 加 菜 猜 想 终 于 在 2002 至 2003 年 被 俄罗斯 数学 家 佩 雷 尔 有 曼 以 连续 在 
网 上 发 布 的 三 篇 论文 ， 并 被 包括 我 国学 者 朱 喜 平 、 王 怀 东 、 田 刚 及 三 位 西方 学 者 
的 多 篇 论文 分 别 证 实 其 正确 性 后 , 被 承认 ,从 而 得 到 解决 ,为 此 他 获得 2006 年 的 
数学 菲 尔 兹 奖 ( 但 他 拒绝 领 此 奖 ) ) 


QD 当 g 满足 线 性 映射 ( g(a + bx,) = ap(%)+bp(x),a,b eR Xx eT)， 则 叫做 同 构 映 射 ; 当 9 为 
线性 “ 满 、 单 ”但 不 满足 双 射 时 叫做 同 态 映 射 。 顺便 说 说 ， 同 态 、 同 构 乃 至 同 胚 概 念 在 数学 中 已 被 移植 、 
引申 到 很 多 分 支 领域 . 
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总 之 可 看 到 ， 对 于 拓扑 空间 意义 下 的 集合 ， 也 有 着 丰富 的 研究 类 型 和 研究 内 
容 ， 并 且 由 于 公理 化 的 拓扑 空间 概念 之 广泛 性 ， 拓 扑 学 的 种 种 概念 也 与 代数 学 概 
念 一 样 ， 遍 及 数学 的 各 个 角落 ， 因 而 成 为 整个 数学 的 又 一 基本 结构 
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四 、 复 合 结构 


必须 强调 ， 虽 说 数学 的 “基本 ”结构 是 序 、 代 数 和 拓扑 三 大 结构 ， 但 可 以 说 
具体 到 哪 一 个 数学 分 支 都 不 可 能 以 纯粹 的 某 一 结构 来 “ 构 ” 成 . 正如 说 一 幢 楼 房 
的 基本 结构 是 钢筋 结构 、 水 泥 结 构 或 砖 石 结构 ， 但 不 可 能 某 幢 楼 仅 由 钢筋 或 仅 由 
水 泥 抑 或 仅 由 砖 石 构成 , 必须 是 其 复合 体 , 即使 其 任 一 部 分 ( 子 建 筑 ) 也 是 如 此 .只 
是 视 其 建筑 的 不 同 ， 三 者 的 复合 比例 、 复 合 方式 不 必 相 同 而 已 的确， 即使 说 距 
离 空间 , 似乎 “纯粹 ”是 个 拓扑 结构 . 其 实 也 少不了 序 关 系 和 加 (代数 ) 运算 . 具 
体 说 比如 : 

(1) 距离 线性 空间 . 它 是 同时 满足 距离 空间 和 线性 空间 定义 (具有 两 种 基本 
结构 ) 且 两 者 间 无 矛盾 〈 即 相 容 ) 的 空间 ， 其 上 有 着 更 为 丰富 的 数学 规律 . 比如 
作为 泛 函 分 析 学 中 重要 研究 领域 的 ， 也 是 现代 应 用 十 分 广泛 的 “ 贱 范 空间 ”及 其 
完备 化 的 Banach 空间 ; “内 积 空间 ”及 其 完备 化 的 希 尔 伯 特 空间 等 ， 都 是 距离 线 
性 空间 的 特殊 情形 《〈 即 在 距离 线性 空间 上 再 加 公理 限制 而 成 的 情形 ) . 

(2) 代数 拓扑 . 这 是 组 合 拓扑 学 的 主流 分 支 ， 也 是 代数 结构 与 拓扑 结构 的 复 
合 结构 . 这 是 因为 在 庞 加 莱 对 多 面体 实行 单纯 形 (za 维 空间 中 "+1 个 不 共 面 点 连 
成 的 凸 形 ) 剖 分 而 成 的 所 谓 “ 复 形 ”( 野 蜂 窗 ” 形 ) 上 寻找 拓扑 不 变性 时 ， 产 生 
了 同调 论 ， 而 同调 论 用 代数 方法 研究 “ 复 形 ”又 产生 了 同调 代数 ,用 同调 代数 方法 
研究 复 形 ” 则 产生 了 代数 拓扑 . 所 以 代数 拓扑 是 代数 结构 与 拓扑 结构 的 复合 结构 

(3) 容易 看 出 ， 现 代数 学 中 哪 一 个 分 支 都 离 不 开 全 面 的 基础 ， 都 是 多 个 基础 
学 科 的 综合 ,这 本 身 就 说 明了 数学 中 广泛 的 复合 结构 特征 . 

(4) 特别 地 ， 如 今 “ 结 构 ” 一 词 在 数学 中 也 已 广泛 运用 ， 诸 如 数学 结构 、 逻 
辑 结构 、 空 间 结 构 、 测 度 结构 、 微 分 结构 、 函 数 结构 、 调 和 结构 等 ， 显 然 它们 要 
么 仅仅 是 “结构 ”一 词 的 推广 , 要么 属 上 述 三 大 基本 结构 的 下 属 概念 或 复合 概念 、 
引申 概念 . 总 之 上 述 三 大 结构 才 是 基本 结构 . 

最 后 可 以 问 ， 在 理解 上 述 思 想 基 础 上 上， 可否 进一步 抽象 地 认为 ， 数 学 ， 根 本 
的 就 是 一 个 (上 映射 关系 下 的 )“ 映 射 ”结构 呢 ?” 这 也 是 可 以 的 . 因为 在 “映射 ” 意 
义 下 可 说 ， 以 上 三 种 结构 都 是 它 的 特例 . 比如 ， 当 映射 特殊 化 为 对 拓扑 空间 的 连 
续 映 射 时 即 对 应 于 拓扑 结构 ; 当 映 射 特殊 化 为 多 个 对 象 间 的 代数 运算 时 即 对 应 着 
代数 结构 ; 当 上 映射 特殊 化 为 量化 映射 时 则 成 为 序 结构 . 
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第 五 节 无 穷 的 数学 认识 


无 穷 , 在 自然 科学 (也 包括 高 等 数学 ) 中 认为 它 是 不 存在 的 , 姑且 这 样 说 吧 ， 
但 我 们 仍然 认为 一 个 科学 工作 者 不 能 没有 对 “无 穷 ” 的 思维 修养 . 这 也 是 作者 的 
一 点 体会 . 

的 确 ， 比 如 据说 数学 的 定义 (描述 性 ) 有 两 百 多 个 ， 其 中 一 个 说 “数学 是 研 
究 无 穷 的 科学 〈 希 尔 伯 特 )” 即 揭示 出 数学 的 又 一 大 特征 . 数学 对 无 穷 的 研究 无 论 
从 其 历史 深度 、 广 度 和 抽象 度 来 讲 ， 都 是 其 他 任何 学 科 所 不 及 的 ， 同 时 后 面 将 越 
来 越 多 地 看 到 , 许多 深刻 的 数学 成 果 都 是 在 无 穷 概念 〈 比 如 无 穷 级 数 ) 下 得 到 的 . 

本 节 仅 对 无 穷 作 一 次 初步 的 一 般 认 识 ， 鉴 于 数学 中 无 穷 概念 之 重要 ， 涉 及 无 
穷 的 内 容 之 多 和 数学 修养 中 “无 穷 思 维 之 不 可 少 , 我 们 在 第 十 一 章 专门 认识 “无 
穷 小 世界 ”时 ， 还 将 对 无 穷 小 概念 作 系统 认识 


一 、 无 穷 的 基本 类 型 


无 穷 又 叫 无 限 ， 基 本 上 有 无 穷 大 、 无 穷 小 和 无 穷 多 三 大 类 型 ， 其 中 最 基本 的 
还 是 前 两 者 . 一 般 记 无 穷 大 为 w ， 则 无 穷 小 即 为 一 ; 若 记 无 穷 小 为 o， 则 无 穷 大 


即 为 二 (不 过 得 注意 这 时 字母 。 不 是 0， 因 为 无 穷 小 只 是 极限 为 0 的 变量 而 不 是 


0) . 称 无 穷 大 与 无 穷 小 之 间 的 关系 为 反 演 关 系 . 据 此 ， 知 道 了 其 中 任 一 个 的 性 质 
即 可 了 解 男 一 个 的 性 质 而 不 必 重 复 . 

数学 中 为 表述 “无 穷 大 ”的 性 质 ， 提 出 了 一 个 “任意 大 ”术语 . 任意 大 总 是 
有 限 的 ， 所 以 任意 大 不 是 无 穷 大 ， 它 们 之 间 有 本 质 差异 . 

一 个 集合 外 为 无 穷 大 是 说 在 六 中 任意 指出 一 个 任意 大 的 集合 X' ,都 可 以 在 天 
中 找 出 一 个 这 样 的 集合 "Cc ,3 X'cCX". 显然 这 里 集合 卫 可 以 是 高 维 空间 ， 可 
以 是 一 维 数 轴 ， 也 可 以 是 一 维 时 间 〈 正 实 轴 或 叫 半 数 轴 ) ， 也 可 以 是 0 维 点 集 (无 
穷 多 元 ) . 

关于 “无 穷 大 ”的 公理 化 概念 ， 一 般 是 经 极限 定义 推出 无 穷 小 ， 再 反 演 而 成 
( 见 任 一 本 《高 等 数学 》) ， 这 里 免 述 . 

出 于 直观 理解 , 在 欧 氏 空间 意义 下 的 数学 中 认为 无 穷 大 是 不 存在 的 、 发 散 的 ， 
但 在 个 别 〈 非 欧 ) 情形 为 着 形式 化 分 析 的 需要 ， 可 以 把 无 穷 大 作为 一 个 数 或 一 个 
几何 点 《无 穷 远 点 、 无 穷 远 边界 ) 来 处 理 . 比如 拓扑 空间 中 “加 点 紧 化 ”处 理 ， 
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动力 系统 在 相 空 间作 全 局 分 析 时 的 “无 穷 远 奇 点 ”和 “无 穷 远 边界 ”等 处 理 手 段 ， 
就 是 如 此 . 这 在 “射影 几何 ”中 即 可 得 到 证 明 ， 它 是 合理 的 《进一步 的 内 容 ， 见 
第 六 章 第 二 节 、 五 和 第 十 章 第 三 节 ) . 

一 般 说 ， 用 有 限 形式 来 表述 无 穷 ， 最 基本 的 方式 是 周期 ， 比如， 一 般 周 期 的 
定义 域 皆 无 穷 空间 . 不 过 ， 比 如 无 穷 序列 只 有 它 的 序号 才 有 周期 ， 而 “无 穷 序列 ” 
也 仅 当 其 “序列 通 项 ”( 作 为 序号 的 函数 看 ) 具有 规律 时 〈 能 用 公式 写 出 来 时 ) 才 
是 可 认识 凶 

至 于 “无 穷 多 ”， 实 则 无 穷 多 元 的 集合 情形 . 关于 无 穷 多 元 集 的 研究 有 两 大 
类 型 : 一 类 是 无 穷 多 元 间 的 组 合 关系 研究 ; 另 一 类 是 无 穷 集 合 的 结构 认识 . 

关于 无 穷 组 合 , 比如 数论 即 属 “ 整 数 ”这 个 无 穷 集 合 的 无 穷 组 合 形式 认识 . 此 
外 , 组合 论 、 组 合 拓扑 自然 也 是 对 无 穷 组 合集 (组合 空间 ) 的 认识 问题 . 特别 地 ， 
如 今 对 (将 痰 到 的 ) 混沌 的 认识 和 计算 复杂 性 研究 等 皆 属 这 类 无 穷 组 合 形式 的 认 
识 . 对 无 穷 组 合 的 认识 也 已 成 为 数学 的 一 个 方面 的 内 容 ， 自 然 也 有 必要 加 强 这 方 
面 的 思维 修养 

至 于 无 穷 集 的 结构 认识 ， 典 型 的 则 是 以 认识 实数 结构 为 背景 的 一 般 集 合 论 和 
公理 集合 论 (参见 第 六 章 ). 

二 、 科 技 发 展 问 无 穷 的 迈进 

这 里 将 说 明 ， 对 “无 穷 ” 这 个 纯粹 抽象 的 “不 存在 的 ”对 象 之 研究 并 非 无 意 
义 . 不 妨 说 ， 人 类 共同 奋斗 的 方向 正 向 着 它 迈 进 呢 ， 因 此 作为 人 类 理性 认识 的 前 
沿 科 学 之 一 ， 数 学 不 能 不 研究 无 穷 ， 惟 娩 不 能 深入 . 

事实 上 ， 生 命 赁 着 它 的 周期 可 以 无 穷 下 去 ， 时 间 、 天 体 都 在 赁 着 它 的 周期 无 
限 下 去 ， 原 则 上 机 器 也 在 凭借 周期 无 限 运转 ， 汽 车 也 在 凭借 周期 无 限 前 进 …… 生 
活 中 周期 运动 太 多 了 ， 它 们 都 直接 联系 着 无 穷 概念 ， 再 看 人 类 的 奋斗 ， 比 如 人 类 
对 空间 的 探索 正在 迅速 扩张 ， 其 “视野 ”已 达 120 亿 光 年 ， 印 迹 已 达 火 星 . 又 如 
人 类 的 空中 客车 、 远 洋 油 轮 等 运载 工具 以 及 摩天 楼 、 大 跨 桥 等 建筑 设施 则 越 来 越 
高 、 越 来 越 大 ， 另 一 方面 ， 人 类 在 微细 工程 技术 上 已 进入 纳米 级 ， 在 实验 技术 上 
已 达到 基本 粒子 , 达 10” m ,在 时 间 分 辨 上 达 102 s. 再 加 上 人 类 的 高 精 尖 工程 ， 
如 航天 器 和 微 电 子 设备 上 的 复杂 性 程度 ,简直 可 以 说 人 类 正在 向 无 穷 (大 、 小 ) 
迈进 ， 尽 管 它 与 真正 的 “无 穷 ” 还 有 着 本 质 的 差距 (差距 仍 为 w )， 所 以 ， 若 能 
从 理性 上 较 好 地 认识 无 穷 ， 必 然 对 科技 事业 大 有 神 益 ， 甚 至 说 这 就 是 科技 理论 的 
需要 . 何况 人 类 为 获得 有 限 理论 成 果 ， 也 需要 无 穷 概 念 和 无 穷 知识 呢 ， 比如 没有 
无 穷 概 念 就 没有 微 积 分 方法 ， 就 没有 傅 里 时 分 析 以 及 如 今 的 小 波 分 析 等 
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三 、 无 穷 认 识 小 史 简 述 


(1) 不 难看 出 ， 当 初 毕 达 哥 拉 斯 的 有 理 数 错误 就 出 自 对 无 穷 小 的 起 码 认 识 不 
足 . 尽管 人 们 很 快 就 看 到 了 这 点 ， 但 仍然 无 法 认识 无 穷 小 ， 因 此 产生 了 穷竭 法 以 
回避 无 穷 小 . 事实 上 ， 当 时 产生 的 公理 化 方法 ， 从 思想 源流 来 看 仍 属 “穷竭 法 ” 
思想 . 当然 ,穷竭 法 并 不 错 ， 至 今 仍 不 失 为 数学 中 的 一 种 证 明 方法 ， 只 是 它 的 运 
用 “场合 ”极为 有 限 ， 更 不 能 把 整个 数学 都 建立 在 穷竭 法 上 ， 若 这 样 就 比 直 觉 主 
义 思想 还 要 狭窄 了 . 

(2) 几乎 在 穷竭 法 产生 的 同时 , 哲学 上 也 产生 了 芝 诺 悖 论 ( 见 第 二 章 第 一 节 ) ， 
这 仍然 是 对 无 穷 小 认识 不 足 引 起 的 雇 论 ， 其 实 “ 穷 竭 法 ”不 能 不 说 是 在 有 理 数 错 
误 和 芝 诺 悖 论 两 件 大 事 的 共同 作用 下 形成 的 . 的 确 ,“ 穷 竭 法 ”在 当时 不 仅 作为 数 
学 方法 流行 于 数学 中 ， 也 作为 一 种 思维 方法 流行 于 哲学 界 . 

(3) 17 世纪 微 积 分 的 诞生 使 得 数学 实在 不 能 回避 无 穷 小 了 ,这 时 芝 诺 悖 论 重 
又 被 提 了 出 来 . 此 后 ， 数 学 和 哲学 与 其 说 是 为 着 微 积 分 的 生存 而 整整 争论 了 两 百 
年 ， 倒 不 如 说 是 为 着 对 “无 穷 小 ”的 认识 而 争论 了 两 百年 ， 是 极限 论 的 “诞生 ” 
斩 断 了 这 个 旷日持久 的 争辩 ， 使 微 积 分 学 获得 了 “解放 ”， 获 得 了 “新 生 ”. 

(4) 在 十 八 十 九 世 纪 ， 微 积分 方法 迅速 发 展 ， 无 穷 序 列 、 无 穷 级 数 (如 泰勒 
级 数 和 全 里 叶 级 数 ) 理论 的 发 展 就 是 人 类 对 “无 穷 ” 认 识 的 一 次 进展 ， 具 体 说 是 
对 有 序 无 穷 集 的 一 种 认识 . 比如 , 欧 拉 公 式 : ex =cosx+isinx 的 证 明 即 少不了 “无 
穷 ”( 具 体 即 无 穷 级 数 )， 特 别 是 在 19 世纪 后 半 叶 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 
运用 无 穷 级 数 构造 出 有 名 的 “点 点 连续 却 点 点 不 可 导 ” 奇 例 后 , 开启 了 数学 中 “ 病 
态 数 学 ”的 研究 ， 加 强 了 分 析 学 的 严格 特征 ， 对 数学 贡献 之 大 使 得 魏 氏 因此 被 誉 
为 数学 分 析 之 父 . 

数学 对 无 穷 认识 的 继续 发 展 见 下 述 . 


四 、 现 代数 学 对 无 穷 的 认识 状态 简 述 


1. 对 无 穷 小 空间 结构 的 认识 
历史 上 (“三 ”中 ) 对 无 穷 小 认识 的 基本 过 程 可 以 说 就 是 对 “无 穷 小 空间 ”( 空 

间作 无 穷 小 细 分 ) 的 认识 过 程 . 继续 这 一 认识 ， 可 有 : 

” (1) 19 世纪 后 半 叶 产生 的 极限 论 ， 对 无 穷 小 空间 作 了 序列 点 式 地 “逼近 ”， 

因而 揭示 了 无 穷 小 空间 的 一 个 很 好 的 极限 性 质 ， 以 此 为 基础 可 以 很 好 地 建立 起 微 

积分 学 ， 以 致 当时 人 们 似乎 认为 对 无 穷 小 〈 亦 即 无 穷 小 空间 ) 的 结构 认识 已 经 明 

白 ， 即 使 当时 微 积分 的 反对 派 也 这 样 认为 ， 要 不 他 们 怎么 会 仿 旗 息 鼓 、 善 里 甘 休 
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了 呢 ? 

(2) 20 世纪 30 年 代 物理 学 中 产生 了 量子 理论 ， 它 用 实验 学 和 统计 学 方法 揭 
示 出 量子 世界 具有 与 直观 (中 观 ) 世界 完全 不 同 的 性 质 ， 如 测 不 准 原理 、 不 满足 
牛顿 力学 定律 等 ,并 把 量子 世界 叫做 “不 可 尺度 空间 ”. 实际 上 这 就 是 物理 学 对 无 
穷 小 空间 的 一 种 逼近 性 认识 . 尽管 它 较 之 数学 意义 下 的 无 穷 小 还 差 之 甚 远 ， 却 不 
能 不 说 它们 揭示 出 的 不 可 尺度 空间 性 质 也 应 该 是 数学 很 好 的 参照 和 启发 . 

(3) 20 世纪 60 年 代 在 数学 内 ， 具 体 说 是 数理 哲学 内 “模型 论 ” 学 派 产 生 了 
非 标 准 分 析 新 分 支 (和 鲁 滨 逊 ，1961 年 ). 这 实际 上 是 克服 了 极限 论 认识 无 穷 小 的 
局 限 性 之 举 ， 是 人 类 对 无 穷 小 认识 的 又 一 次 深化 . 但 是 否 可 说 ， 至 此 人 类 已 认 清 
了 无 穷 小 呢 ? 进一步 的 叙述 见 第 十 一 章 . 

2. 对 无 穷 多 元 的 有 界 集 认 识 

本 节 第 一 段 已 谈 到 ， 对 “无 穷 多 元 集 ” 的 认识 有 两 类 : 一 类 是 无 穷 组 合 ; 
一 类 则 是 公理 集合 论 (认识 无 穷 集结 构 ) ， 前 者 旨 在 对 一 个 有 界 集 上 的 无 穷 多 元 
素 ， 解 决 其 组 合 关系 的 认识 问题 ; 后 者 是 借 公 理 集合 论 使 得 人 类 对 无 穷 多 (本质 
上 也 是 无 穷 大 ) 的 概念 和 结构 认识 得 到 大 大 的 突破 . 具体 说 是 : 

(1) 康 托 尔 提 出 了 “可 数 无 穷 集 ”概念 ， 他 用 一 个 “一 一 对 应 ”的 映射 概念 
来 表明 诸如 自然 数 、 整 数 、 有 理 数 ， 直 至 有 限 维 空间 的 有 理 数 等 ， 都 是 “可 数 ” 
无 穷 集 . 所 谓 “ 可 数 ” 即 可 以 人 为 地 给 集合 中 元 素 无 穷 地 “编号 ”( 比 如 数 (shi) 
数 的 顺序 即 是 个 编号 过 程 ) ， 而 不 会 有 逻辑 上 的 遗漏 ， 
显然 这 样 的 可 数 无 穷 集 是 一 大 类 ， 比 如 除 上 述 几 种 外 ， 康 托 尔 还 证 明 ， 所 有 
实 代数 数 集 (一 切 有 理 系 数 多 项 式 之 实 根 集 ) 也 是 可 数 集 . 

(2) 康 托 尔 还 运用 (1) 中 “一 一 对 应 ”映射 方法 证 明了 一 般 无 穷 集 (包括 
下 面 (3) 中 ) 的 一 个 重要 性 质 :所 有 无 穷 集 (U) 皆 存 在 自己 的 同 维 真 子 集 (ucU )， 
使 得 4 与 U 之 间 具 有 “一 一 对 应 ”关系 比如， 一 切 有 理 数 集 丝 与 其 真子 集 “ 自 
然 数 集 ” 一 一 对 应 ;整个 实 轴 可 按 映射 /= 一 yzT5 与其 子 区 间 (-6,+6) 一 一 


E—Xx)(e+x) 


对 应 ，xe(-E,+E) ，& 为 任 一 小 正 实数 ， 如 此 等 等 . 

(3) 康 托 尔 证 明了 存在 不 可 数 的 实数 集 . 比如 ， 他 凭 思辩 认识 说 ， 任 一 实 轴 
段 上 的 “实数 集 ” 减 去 其 上 的 所 有 “代数 数 集 ” 后 的 “ 余 集 ( 亦 即 超越 数 集 )” 是 
不 可 数 的 . 由 于 当时 才 证 明 存在 超越 数 ， 还 谈 不 上 不 可 数 性 ， 他 这 一 “冒险 结论 > 
引起 了 反对 者 ， 诸 如 克 罗 内 克 (Kronecker， 代 数学 家 )、 庞 加 莱 、 布 劳 威 尔 等 更 
强烈 地 攻击 . 后 来 才 知 道 康 托 尔 的 确 正确 . 

(4) 康 托 尔 提出 了 “ 势 ”( 即 基数 ) 概念 ， 并 且 在 其 “ 势 ” 概 念 下 ， 把 无 穷 
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世 
、 
霖 


大 作 了 分 类 ， 由 此 揭示 出 无 穷 大 有 着 内 在 的 层次 级 别 结构 ( 见 第 六 
五 ) 这 里 说 明 ， 极限 论 中 讲 到 的 无 穷 的 “ 阶 ”只 是 
在 极限 意义 下 的 相对 概念 , 是 外 在 性 质 , 它 与 “ 势 ” 
概念 下 的 层次 级 别 具 有 本 质 差异 ， 比 如， 由 于 
lm 站 =0， 昌 说 必 是 比 3x 更 高 阶 的 无 穷 小 ， 但 实 


x—>0 3x 
际 上 两 个 无 穷 小 集合 的 “内 在 结构 ”是 一 样 的 ， 只 
是 在 极限 意义 下 趋 于 0 的 速度 不 同 而 已 . 这 点 在 图 
3.3 中 , 随 x 一 0 从 相应 函数 值 点 沿 曲线 和 沿 直线 的 
不 同 下 降 速度 即 可 看 出 . 

最 后 不 能 不 说 ， 虽 然 康 托 尔 创 立 的 集合 论 使 得 人 类 对 “无 穷 多 元 集合 ”的 结 
构 得 到 了 深刻 的 、 突 破 性 的 认识 ， 但 离 康 托 尔 的 初衷 目标 相差 还 远 . 比如 ， 康 托 
尔 的 连续 统 猜测 就 至 今 未 能 得 到 判定 ， 甚 至 问题 还 更 加 复杂 化 了 (进一步 的 内 容 
见 第 六 章 第 一 节 、 五 ) 


图 3.3 


第 六 节 ”数学 中 的 “ 形 ” 思 维 与 “ 形 ” 演 算 


一 、 小 序 


著名 数学 家 阿 洛 尔 德 说 过 ， 绝 大 多 数 数学 家 是 “几何 思维 *. 而 几何 是 研究 
空间 图 形 的 科学 ， 所 以 也 可 说 绝 大 多 数 数学 家 是 “空间 思维 ”或 “图 形 思维 ”. 

又 ,已 知 数学 是 “ 数 ” 与“ 形 ” 结 合 的 科学 ， 这 里 “ 形 ” 正 对 应 着 空间 、 几 
何 、 示 意图 〈 不 同 于 制图 学 的 图 ) ， 所 以 在 数学 中 , 出自 “ 数 ”(〈 包 插 各 层次 的 数 ) 
的 学 科研 究 ， 不 可 忽视 其 “ 形 ” 的 实质 和 “ 形 ” 的 思维 . 反之 ,出 自 “ 形 ”的 学 
科 【( 几 何 类 学 科 ， 半 边 天 ) 研究 ， 不 可 忽视 其 “ 数 ” 的 实质 和 “ 数 ” 的 运算 . 本 
市 旨 在 说 明 后 者 . 

首先 说 ， 数 学 中 的 空间 一 般 是 n 维 ( 欧 氏 ) 空间 ， 那 么 怎么 作 图 呢 ? 能 不 能 
作 图 呢 ? 回答 是 “不 为 也 , 非 不 能 也 ”. 原则 上 , 任意 维 坐标 系 下 的 空间 图 都 是 可 
以 作出 的 ,只 是 维 数 愈 高 作 图 愈 难 罢 了 〈 见 拙 著 《 数 学 思想 赏析 习 ， 更 重要 的 是 ， 
图 形 在 n>3 时 已 失去 了 直观 感 〈( 实 则 直观 经 验 )， 所 以 即使 画 出 来 也 失去 了 作 图 
的 “直观 ”意义 了 . 

但 是 ， 思 维 上 不 可 放弃 高 维 空间 思维 ， 也 应 该 视 其 为 数学 修养 之 一 ， 思 维 的 
多 了 即 会 变 得 逐步 “清晰 ”起 来 . 
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不 过 ， 在 数学 行文 中 ， 常 常 是 用 低 维 图 来 表示 (示意 ) ， 其 “思维 ”和 “ 语 
言 ”都 是 从 低 维 情形 推广 出 去 的 . 比如 ,把 维 空间 中 n-i (0<i<n-2，i 为 自 
然 数 ) 维 子 空间 叫做 “ 超 曲 面 "; 把 两 个 超 曲 面 的 交 叫 做 “ 超 曲 线 ” 等 . 

其 次 说 ， 由 于 函数 只 有 几 个 基本 类 型 ， 因 此 几何 图 形 也 只 有 几 个 基本 类 型 . 
特别 在 应 用 中 ， 计 量 模型 〈 或 叫 统计 模型 ) 常常 是 线性 的 ， 容 易 掌握 . 对 于 ( 通 
过 思辩 分 析 建 模 的 ) 数理 模型 ， 虽 然 形式 复杂 一 点 ， 但 常常 只 是 低 维 的 且 只 有 几 
种 简单 类 型 . 

特别 地 ， 一 维 曲线 及 相应 问题 思考 是 通常 接触 或 涉及 最 多 的 情形 .比如 ， 虽 
然 常 常 遇 到 的 “一 般 系 统 ”实质 上 都 是 高 维 空间 的 ,但 将 看 到 (第 九 章 第 二 节 四 ) 
从 其 高 维 空间 来 看 它 的 运动 规律 时 ,仍然 是 一 条 (坐落 在 高 维 空间 的 一 维 ) 曲线 .所 
以 作为 “数理 曲线 ”对 一 维 曲线 特征 及 其 “运算 ”的 熟悉 是 十 分 有 益 的 . 

据 此 ， 下 面 首 先 列 出 几 种 基本 初等 函数 及 其 图 形 ， 然 后 给 出 几 种 基本 演算 类 


型 ， 最 后 简单 举 出 几 个 图 例 . 
二 、 几 个 基本 图 形 类 型 
(1) 老 函 数 型 : 
y=x"，ne 鸦 数 
一 般 的 有 
上 =(X 一 4)，ne 自然数 
见 图 3.4Q@. 
(2) 指数 函数 型 : 
y=a”, x>0 
一 般 的 有 
y=ae”, x>0 
见 图 3.4@ . 
(3) 对 数 函 数 型 : 
| y=log, x, x>0 
一 般 的 有 
y=kln(x+1), k>0 
见 图 3.4@. 
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y=kln(x+1) 


3.4 人 ) 图 3.4@ 图 3.4@) 


(4) 三 角 函 数 型 : 比如 sinx, cosx, tan x, cotx 等 的 基本 图 形 ， 这 里 不 必 装 记 . 

以 上 的 函数 叫做 “基本 初等 函数 ”， 以 下 列 出 几 类 “初等 函数 ”一 一 基本 初 
等 函数 经 有 限 次 初等 运算 而 成 的 函数 . 

(5) 符号 函数 型 : 这 是 一 “类 ” 郑 数 ， 一 般 是 “分 段 ” 函 数 型 (不 过 ， 原 则 
上 分 段 函数 皆 可 表 做 “统一 ”形式 ， 只 是 要 复杂 一 些 罢 了 ) ， 这 里 仅 举 四 例 ， 且 仅 
给 出 例 四 的 图 示 . 

例 3 到 整 (或 叫 阶梯 ) 函数 : 


[Xx]=i，i<x<i+l，ie 整 数 集 


图 略 . 
例 4 符号 函数 
1l, x>a 
sgn(x—a)=1 0, x=a 
一 x<a 
图 略 . 
例 5 绝对 值 函数 
_ | [2 2 _ Xx—a, Xa 
x q| Cr | x<a 
图 略 . 


例 6 一 种 组 合 形式 
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xX, |x|>1 


f(x2)=14 0, |x|=1 
—X， 中 <1 
其 统一 形式 为 
f(x) =lim Ce — x 
"mo 1+xX 
或 有 
f(x)=xsgn(lx|-1) 
见 图 3.4@. 
(6) 双 曲 型 (或 叫 反 演 式 ). 例 : 
jaD= 一 
XxX+a 
或 例 : 
AD=1- 一 
XxX+a 
后 者 见 图 3.4@). 


图 3.4@) 图 3.4@@ 
(7) Logistic 曲线 : 它 代 表 了 认识 客观 事物 的 一 大 类 十 分 重要 的 思想 ， 它 来 
自 一 类 十 分 基本 的 “动力 系统 ”( 概 念 见 第 九 章 第 三 节 ). 这 里 给 出 的 是 个 初 值 问 
题 : 
X=ax(b—x) 
Lo 
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其 解 为 
b 


1] 

Xo 

如 图 3.4 中 ,适当 选取 初 值 % 即 可 得 到 该 曲线 . 特别 须知 ， 曲 线 @ (简称 -曲线 ) 
代表 着 一 切 事物 “ 生 、 兴 、 盛 ”的 发 展 过 程 ( 统 计 规 律 )， 彼 此 间 仅 是 系数 a,b 的 
差异 . 显然 ， 这 应 该 作为 我 们 认识 客观 事物 的 一 个 重要 思想 . 特别 地 ， 该 动力 系 
统 +=ax(b 一 x) 的 离散 形式 叫 “ 离 散 动 力 系 统 ”: 


Xn = ax, (b—x,) 


也 是 现代 动力 系统 中 一 个 十 分 基本 的 模型 ， 它 既 简 单 又 能 产生 诸如 混沌 之 类 多 种 
“复杂 性 ”现象 (参见 第 九 章 ). 

(8) 高 斯 (Gauss) 曲线 : 这 是 今天 已 较 普 及 的 “数理 统计 学 ”的 一 条 基本 曲 
线 〈 又 叫 正 态 分 布 曲线 ) ， 相 应 的 基本 形式 为 


一 


2 


Jo) = ce 


3.4(C) 3.4®@ 


(9) 钟 黑 型: 
f(x)=1-9,(x|-7) 
9px|-7) = 4 人 -radx|—n) + ae |x|+ rT 
对- 门 =e "6x|-7) 

0,|x| <r, 


1,|2| >r. 


5(|x| -7)= | 


63 


又 可 表 作 : 


-(x-x7 
jn =E+ae 


(x—%), |x-x|<r 


(x—x0), |x-xl>r 


oO(x,X0) -| 


见 图 3.4 四 .， 钟 章 曲线 又 叫 冲击 函数 曲线 ， 
一 种 包括 “ 生 、 兴 、 盛 、 训 、 灭 ”的 “ 生 
命 曲 线 ". 其 实 曲线 四 、 辆 缘 可 由 GD 型 L- 图 3.4@ 
曲线 《及 其 对 偶 曲 线 〈1-z)) 来 构成 . 
(10) 圆锥 曲线 : 设 有 三 维 空间 ( x,y,z )， 其 直角 坐标 系 按 右 手法 则 确定 . 再 
设 以 z 为 竖 轴 的 圆锥 曲面 ， 锥 顶 在 原点 ， 锥 顶 角 为 定数 2a ， 则 有 


ca 
或 即 
(I—cos’a):z* =cos2a :人 2 十 COS2Q 
考虑 到 对 z 轴 的 轴 对 称 性 ， 只 需 就 如 图 3.5 (a) 中 纵 痢 面 来 讨论 ， 这 时 设 有 (zx 了 ) 
平面 上 过 锥 线 上 定点 (zx,zo) 的 直线 疡 ， 则 有 
h:z=(z,+tan Ox)-tanO.x, gef0,r/2] 
再 配 以 y=y 就 是 该 三 维 空间 中 一 个 平行 于 y 轴 的 平面 ， 那么 如 下 方程 组 : 


(1—cos’a):z2* =cos’ a:x* +cos’ a.y’ 
z=(z0 +tanO-.x)-tang:x, 0e[0,7/2] 


则 成 为 所 有 圆锥 曲线 的 统一 表达 式 . 比如 , 将 后 式 的 z (或 x) 代入 前 式 即 得 投影 
到 (x,y) 平 面 (或 (y,z) 平 面 ) 的 圆 、 椭 圆 、 抛 物 线 (或 抛物 线 、 双 曲线 ). 
特别 地 ， 数 学 中 常常 (射影 几何 地 ) 视 平面 的 无 穷 远 为 一 点 ， 正 对 应 于 视 地 
球 北极 为 “原点 ”时 ， 南 极 即 成 为 它 的 “无 穷 远 点 ”. 这 样 一 般 “ 二 维 空间 ” 即 可 
让 站 全 守 天 “ 紧 致 ”空间 ,叫做 “加 点 紧 致 ”. 人 在 加 总 紧 致 室 Es 间 ” 意 


分 > 


点 参见 图 3.5 (b). 
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三 、 图 上 运算 : 分 解 作 图 法 


应 用 中 建立 的 数学 模型 , 除 计量 模型 外 常常 是 些 低 维 的 模型 , 其 图 形 很 直观 ， 
因此 习惯 于 图 形 上 的 思考 和 运作 是 有 好 处 的 ， 这 时 ， 少 不 了 要 来 一 些 图 上 的 “ 运 
算 ”， 由 于 只 是 低 维 的 ， 在 上 述 几 种 图 形 基础 上 只 需 再 掌握 以 下 几 条 即 可 : 

(1) 首先 注意 到 ， 作 为 “示意 图 "， 只 需 知道 〈 坐 标 系 中 ) 几 个 特殊 点 (一 
般 是 01 和 点 ， 抑 或 再 根据 具体 函数 特征 观察 几 个 特殊 点 ) 的 “坐标 "， 再 凭借 
函数 的 “连续 、 光 滑 ” 性 即 可 作出 “示意 图 ”来 了 . 

(2) 掌握 达 , 王 的 图 形 及 其 反 演 式 的 图 形 ( 比 如 ?=x 的 反 演 式 ?= 工 即 是 第 一 
项 限 的 一 支 双 曲线 ) . 

(3) 注意 到 在 反 演 式 意义 下 ， 分 式 也 是 乘积 式 ， 即 2 = 409- 

(4) 回忆 一 下 高 等 数学 中 用 微分 法 判定 一 元 函数 的 零点 、 极 值 点 、 单 增 、 单 
降 、 四 性 、 四 性 及 渐 近 线 等 知识 

(5) 所 谓 “ 图 形 运算 ”， 只 须 加 、 减 、 乘 即 可 .具体 说 是 对 上 述 诸 基本 图 形 
作 一 些 加 、 减 、 乘 运算 即 可 . 现 举例 如 下 : 


例 7 分 解 作 图 法 ， 试 作出 图 >= 二 ， 
中 二， 

第 一 步 ， 作 呈 = 二 

第 一 步 ， 作 力 一 办; 
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第 三 步 , 作 y=x; 
第 四 步 ， 作 出 函数 y= y(7) 的 渐 近 线 : y=x+2，; 
第 五 步 ， 作 y=y=y;y， 得 出 管 案 图 ， 即 图 3.6 中 实 曲 线 . 


、、 
~ 
~ 

| 7 

i / 

h 

js 
上 

1 

1 


图 3.6 
例 8 判定 如 下 积分 式 的 正 负 性 : 
AW= [VCh-cosx) (hcosx)dr, 1<h<2 


( 注 : 这 是 关于 “ 环 面 上 微分 系统 ”中 遇 到 的 问题 ， 是 个 十 分 精细 的 不 等 式 


判定 问题， 即使 (比如 当年 ) 令 人 = 有 =1- :2 ， 用 计算 机 也 未 能 因 训 成功， 最后 


是 用 “ 作 图 法 ”解决 的 、 这 里 给 出 主要 思路 如 下 ) 
解 ”具体 步骤 为 : 
首先 作出 p(x) = 天 -cosx 的 示意 图 ; 


然后 作出 六 (9 = 轧 (nC9)= 册 - 关 的 示意 图 ; 
再 作出 力 ()= 力 (六 (X= 力 " 攻 的 示意 图 ， 则 上 述 积分 式 成 为 


A(H) = Ah) = | ydr 


这 时 ， 主 要 是 需要 用 既 有 的 初等 手段 来 作 图 .比如 ， 求 出 各 曲线 的 特殊 点 ， 描 述 
各 曲线 特征 及 曲线 间 关 系 , 并 注意 到 积分 4( 和 ) 是 一 个 “代数 ”面积 , 为 寻求 面积 ， 
需要 作 一 些 切 割 、 分 段 等 “ 繁 而 不 难 ” 的 工作 ， 最 后 得 到 4(h) <0 ， 这 里 免 于 妆 
记 ， 有 兴趣 者 可 参见 四 川 大 学 学 报 1982 (2). 

例 9 实质 性 隐 函 数 作 图 . 

设 有 隐 函 数 f(x, 力 =0 不 能 表 成 显 函 数 〈 不 能 就 某 个 变量 解 出 来 ) ， 也 不 能 作 
因 式 分 解 ， 试 作出 图 来 观察 . 
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解 ”第 一 步 ， 判 定 特殊 点 ， 比 如 求 (0,0)=0，/(0,y)=0，f(x,0)=0 等 点 的 
坐标 位 置 . 

第 二 步 ， 将 y= 妈 代 入 式 ， 求解 x=x(k) ， 并 对 大 进行 讨论 ， 即 可 作出 示意 图 . 

例如 ， 某 次 研究 中 需要 知道 隐 函 数 

XXy+y 3+x =0 

的 图 形 ， 我 们 的 做 法 (步骤 ) 是: 

(1) 判 知 曲线 过 点 (0,0); 

(2) 判 知 曲线 与 两 轴 无 交点 ; 

(3) 代 以 y=Kk(x) 得 到 

Kix pct + kx — 3c? + x = x kk Dx +(k -3k+D)]=0 


3+Y5 p37y5 
2 2 
N22=0， = 二 一 一 一 全 一 一 一 一 


Kk(1—k) 


可 见 上 =0, k=1 ( 即 y=0, y=x) 是 无 穷 渐 近 
线 . 从 而 可 知 曲 线 在 
3-V5 。 


0<k<—— 一 和 和 1< 大 < 


两 “ 锥 域 中 有 两 支 分 别 以 直线 大 =0 和 大 =1 为 
渐 近 线 的 曲线 ， 得 到 图 3.7 中 实 曲线 . 


所 以 有 解 


3+V5 A 
一 6 


四 、 数 学 “变换 ”的 “ 形 ” 特 征 


的 确 ， 数 学 就 是 个 演算 、 推 演 、 演 化 的 过 程 ， 是 在 “ 亚 马 进 河 ” 式 的 逻辑 密 
网 中 , 自己 知 的 此 端 探寻 其 未 知 而 迷茫 的 彼 端 . 这 时 , 技巧 和 创新 是 少不了 的 (前 
人 的 技巧 、 创 新 在 后 人 就 是 既成 方法 ) ， 归 结 起 来 就 是 “变换 ， 或 叫 “映射 

那么 ， 数 学 在 “ 数 ” 上 的 “ 变 ”( 变 换 ) 对 应 到 “ 形 ” 上 又 如 何 呢 ? 的 确 ， 
数学 变换 是 有 其 鲜明 几何 特征 的 . 一 旦 意识 到 这 点 ， 往 这 方面 思考 了 ， 即 使 未 完 
全 想 通 也 是 远 好 于 不 去 想 的 . 比如 ,《 线 性 代数 学 》 中 虽然 都 是 高 维 问题 ， 但 也 只 
是 线性 的 (是 线性 空间 的 线性 关系 ), 因此 成 该 是 直观 的 . 一 般 教科 书 之 所 以 未 从 
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图 形 上 作 解 释 ， 原 因 之 一 也 在 于 它 是 “直观 ”的 . 然而 学 生 们 却 忽略 了 从 空间 意 
义 上 去 理解 ， 结 果 是 仅 记 住 了 一 众 雁 公式 ， 容 易 忘 却 . 

具体 比如 ， 大 家 都 记得 非 齐 次 线性 方程 组 : AX = 8B ， 其 解 集合 不 是 线性 空 
间 ， 然 而 相应 的 齐 次 线性 方程 组 ( B=0 时 ) 的 解 集合 则 是 线性 空间 . 这 是 用 线 
性 空间 定义 中 公理 条 件 去 判定 的 ， 正 确 . 但 若 能 作出 “图 形 ” 示 意 ， 自 然 会 变 得 
形象 、 深 刻 〈 参 见 抽 著 《 数 学 思想 赏析 性) . 

一 般 地 ， 数 学 变换 ， 即 使 从 “ 数 ”( 函 数 ) 角度 说 ， 其 类 型 也 是 多 的 ， 诸 如 
消 数 变换 、 积 分 变换 、 拉 普 拉 斯 变换 、 健 里 叶 变 换 、 折 积 变 换 等 . 

从 “ 形 ” (空间 ) 角度 说 ， 总 的 就 是 个 空间 变换 ， 具 体 归 为 两 大 类 型 : 

(1) 一 个 是 “空间 的 转换 ”， 目 的 是 使 其 “ 形 ” 变 得 简化 以 便 直观 . 比如 ， 
对 于 一 个 空间 中 的 非 线性 对 象 ， 若 能 找到 一 个 变换 技巧 把 它 “ 变 ”( 或 叫 转换 、 对 
应 、 映 射 ) 到 某 个 新 的 空间 ， 成 为 线性 对 象 ， 这 时 问题 即 变 得 简单 了 . 若 能 解决 
则 在 解决 之 后 ， 再 〈 在 表达 式 上 )“ 沿 路 ”逆转 ， 回 到 原 空间 去 ， 即 得 到 所 需 答 
案 了 . 这 一 变换 思想 在 《高 等 数学 》 的 “ 定 积 分 ” 诸 法 中 ， 也 是 个 基本 手段 . 有 
时 甚至 存在 这 样 的 情形 ， 当 把 (简单 的 ) 积分 变 元 变 成 某 种 (复杂 的 ) 函数 代 进 
去 时 ， 反 而 能 使 函数 整体 变 得 简单 . 

(2) 另 一 个 是 “空间 层次 的 转换 ”. 比如 一 个 (多重) 复合 函数 

W=W[1]=WVUXON WoVoUo XH, te(0,T) 
若 直 接 讨论 较 难 ， 因 此 可 将 其 看 做 一 个 “多 层 ” 函 数 
W=W(V), V=VU), U=U(X), X=X0) 


再 作 逐 层 讨 论 ， 这 时 对 于 每 一 层 往 往 变 得 简单 . 总 体 上 也 就 是 步骤 多 一 点 、 繁 一 
点 ， 但 难度 减 小 了 . 这 也 是 一 种 “多 层 空间 ”问题 为 直观 而 作出 的 简化 转换 ， 在 
积分 学 中 亦 常用 到 . 例如 ， 一 个 生产 企业 Z， 它 是 其 车 间 了 的 函数 ， 车 间 又 是 其 
原材料 王 的 函数 ， 于 是 有 

2Z=2[X]=Z(Y(X) 2 20o7(X) 


即 可 作 分 层次 的 讨论 . 
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第 四 章 “ 从 “对 偶 空间 ”到 “二 象 论 ” 


本 章 旨 在 从 数学 中 一 个 基本 概念 “对 偶 空 间 ” 的 讨论 出 发 ， 逐 步 引 入 并 简介 
系统 学 的 一 个 “二 象 论 ”分 支 学 科 . 这 是 因为 ， 树 立 “ 二 象 观 ”对 于 理解 下 面 各 
章 将 更 为 得 力 ， 所 以 必须 把 “二 象 ”概念 介绍 尽量 提前 . 

但 是 要 用 “二 象 观 ”来 全 面 理解 数学 的 内 容 “数学 的 二 象 机 制 揭示 ， 并 
作为 一 章 ， 则 宜 于 放 到 最 后 去 . 因为 需要 尽量 放 到 大 家 对 数学 各 方面 有 个 较为 全 
面 的 了 解 之 后 才 利 于 归纳 ， 所 以 我 们 不 得 不 分 开 来 叙述 ， 把 概念 部 分 放 到 本 章 ， 
把 全 面 揭示 数学 “二 象 ” 实 质 的 内 容 放 到 后 面 (倒数 第 二 章 ). 

本 章 分 为 四 节 ， 前 三 节 分 别 表 出 了 数学 、 物 理 和 哲学 对 客观 世界 “对 偶 ” 结 
构 的 认识 ; 最 后 殊途同归 ， 统 一 到 “完全 空间 ”理论 上 来 ,也 为 (作为 本 章 核心 
内 容 的 ) 第 四 节 正 式 从 “系统 学 ”角度 引入 “二 象 系 统 ”概念 作 好 铺垫 . 

学 习 本 章 后 将 体会 到 ， 树 立 “ 二 象 观 ” 是 为 理解 数学 增添 的 一 副 翅 膀 . 


第 一 节 对偶 空间 认识 


比如 ， 对 于 上 典型 的 数学 模型 (系统 ): 
y= /f(x, 4) 
人 们 常常 对 自 变 量 x 和 因 变 量 ? 的 变 域 以 及 函数 了 的 结构 较为 重视 ， 而 对 于 参 变 
时 4 及 其 变 域 重视 不 够 尤其 对 它 的 实质 认识 较 少 . 本 节 在 讲解 数学 的 “对 偶 空 
间 ” 基 础 上 最 终 将 回答 系统 中 4 的 本 质 ， 现 从 基本 问题 谈 起 . 


一 、 具 有 内 积 特征 的 对 偶 空间 概念 及 其 推广 认识 


1. 线性 空间 的 对 偶 概 念 
首先 说 向 量 空间 ,向量 空间 就 是 通常 的 几何 空间 . 欧 几 里 得 空间 是 其 常见 形 
式 ， 它 的 元 素 是 向 量 ， 又 称 矢 量 ， 最 大 特征 是 其 分 量 仅 代表 数量 . 那么 ， 线 性 空 
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间 则 是 向 量 空间 的 推广 ， 最 大 特征 是 其 元 素 (有 时 也 称 向 量 ) 的 分 量 不 一 定 代表 
数量 ， 只 要 它 满足 (实则 赋予 它 ) 线性 空间 公理 化 定义 中 的 公理 即 可 . 通常 仅 在 
强调 其 数量 性 时 才 用 向 量 空间 称呼 . 

对 于 实 域 或 复 域 上 的 线性 空间 VV， 车 有 六 是 与 之 满足 如 下 “内 积 运 算 ” 关 系 
( 记 为 人) )， 则 称 斑 是 天 的 对 偶 空 间 . 

设 a,peV; a ,peV'; qa,beR (或 复 域 C )， 满 足 内 积 关系 : 

(i) (a,aa+bp')=a(a,0a')+b(a, Pp’) 
或 

(aa+bp,a’)=a(a,a')+6b(p,a") (4.1) 


(ii) 对 一 个 wseF， va eV" ， 车 总 有 
(we )=0 一 =0 
或 对 一 个 a eV", Va eV ， 若 总 有 
(a,a')=0= a =0 
条 件 (i) 表明 地 与 广 之 间 具有 双 线 性 关系 ， 条 件 〈ii) 表明 上 上 与 矿 间 无 正 


交 关 系 ， 且 VV， 矿 共 原点 ( 零 向 量 ). 
显然 ， 这 时 互相 对 偶 的 两 个 有 限 维 线性 空间 ， 具 有 相同 的 维 数 . 


2. 线性 空间 的 对 偶 铭 


例 1 线性 变换 式 中 的 对 偶 关系 . 
设 有 实 域 或 复 域 上 线性 空间 XX 到 了 的 线性 变换 式 : 


ba A Qa a, || A 
= (4.2) 
] Ol 2 On | 
或 记 为 向 量 式 (当然 矩阵 也 是 一 种 向 量 ,这 里 只 是 一 种 说 法 ， 以 区 别 于 式 (4.2)) 
Y=AX 


其 中 4=(4,4…,4) .这 里 若 4 满 秩 ， 则 式 (4.2) 为 一 个 对 侦 变 换 ，4 叫做 对 
偶 算 子 . 因为 当 4 降 秩 时 , 严格 说 仅 为 一 个 投影 变换 , 这 时 变 成 的 了 空间 已 降 维 ， 
它 与 了 空间 不 满足 式 (4.1) 的 内 积 运算 . 

事实 上 不 难 检验 ， 当 式 (4.2) 中 4 满 秩 时 ，A4 或 V4 se4 与 蕊 缘 满 足 式 (4.1) 
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的 条 件 . 原来 这 时 半空 间 的 变换 “ 算 子 ” 4 就 是 半 的 对 偶 空 闻 了 的 基底 . 也 就 是 
说 了 是 由 4 决定 的 ,因此 也 说 4 与 不是 对 偶 的 . 显然 , 若 4 不 同 ， 这 种 变换 也 不 
同 . 因此 从 这 一 意义 讲 ， 对 于 同一 个 元 空间 ， 可 有 无 穷 多 个 对 侦 空 间 

此 外 ， 易 知 转 置 阵 4 也 是 4 的 对 偶 算 子 ， 因而 由 4 决定 的 空间 (Z) 也 是 了 
的 对 偶 空间 . 这 时 它 具 有 “对 侦 空 间 的 对 侦 空 间 为 原 空 间 ” 这 一 性 质 ， 但 一 般 情 
形 下 不 一 定 如 此 . 

例 2 在 例 1 中 ,， 取 ”= 2 4 


a,bi 


di 


|- 
y2 2 

当天 空间 为 实 空 间 时 ， 即 得 到 了 复 空 间 ， 由 此 可 见 ， 实 平面 也 与 复 空 间 (这 
时 不 把 它 叫 做 复 平 面 ) 具有 对 偶 关 系 . 

特别 地 ， 进 一 步 取 n=1，4=i=V-1, xeR ， 则 有 

y= Ax=ix 

这 时 对 偶 双 方 共 同形 成 复 平面 (x,y) ， 这 说 明 在 复 平面 中 ，x 轴 ( 实 空间 ) 与 y 轴 
(虚空 间 ) 是 对 偶 关 系 . 

例 3 因此 ， 对 一 般 的 线性 多 项 式 


下 iV ，4 消 笑 ， 则 有 


n 
QM + tt = > ax, 
i=! 


(将 知道 ， 本 质 上 也 是 一 个 泛 函 值 )， 我 们 立即 意识 到 其 中 参 变数 (系数 ) 所 在 空 
间 是 其 自 变量 %,…,x, 所 在 空间 XX 的 对 偶 空间 ， 或 说 线性 多 项 式 的 系数 空间 是 其 
自 变 量 空 间 的 对 偶 空间 . 

3. 希 尔 伯 特 空间 的 对 偶 空间 


希 尔 伯 特 空间 (H- 空 间 ) 是 完备 的 内 积 空 间 (具体 概念 见 第 十 章 第 三 节 、 五 )， 
它 可 由 线性 空间 推广 而 来 . 实际 上 ， 如 果 把 线性 空间 的 维 数 推广 到 wm ， 并 把 m 维 


线性 多 项 式 2ax 推广 为 一 个 更 广 空间 只 内 的 “内 积 ” 关 系 ， 亦 即 记 
ax Ss(A,x), vA,xen 


则 2 为 一 个 也 -空间 . 
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因此 容易 推广 线性 空间 的 对 偶 概 念 而 建立 一 般 内 积 空间 及 H- 空 间 的 对 侦 空 
间 概 念 . 比如 ， 对 于 一 个 H- 空 间 且 ， 若 空 间 H' 与 五 之 间 满 足 内 积 关 系 式 (4.1)， 
则 说 均 ' 是 鼠 的 对 偶 空 间 . 

易 知 ，H- 空 间 的 对 偶 空 间 也 是 H- 空 间 . 

此 外 ， 如 果 我 们 把 一 般 多 项 式 的 系数 空间 广义 地 视 为 它 的 自 变 量 空间 的 对 偶 
空间 ， 这 样 可 使 我 们 对 代数 多 项 式 的 实质 会 有 一 个 更 深 的 理解 . 比如， 我 们 可 在 
这 一 思想 下 来 欣赏 突变 理论 . 

4. 突变 论 欣 赏 例 

突变 论 是 法 国 数学 家 、 育 点 理论 专家 、 微分 拓扑 学 中 “ 配 边 理论 ”之 父 、 菲 
尔 效 奖 得 主 多 蒙 (Thom) 于 1972 年 创立 的 ,一 经 问世 便 产 生 了 帮 动 效应 ， 被 新 
闻 媒 介 “ 炒 ”得 火热 ， 说 它 能 预测 灾变 ， 能 与 牛 - 莱 微 积分 媲美 等 ， 因 此 也 曾经 引 
起 了 一 些 非议 . 不 过 ， 比 如 在 数 、 理 、 化 、 生 及 气象 、 社 会 等 各 方面 ， 它 的 确 有 
着 广泛 的 应 用 . 其 数学 理论 也 十 分 严 道 ， 但 是 目前 发 展 有 所 减缓， 有 必要 在 应 用 
性 〈 亦 即 推广 性 ) 上 作出 努力 ， 使 之 “活跃 ”起 来 . 

现 仅 从 对 偶 空 间 观点 出 发 ， 通 过 突变 论 中 一 个 典型 例子 的 讨论 来 体会 一 下 它 
的 思想 . 我 们 仍 取 其 经 典 函数 
Lx +lax+brs P(X,A) 

4 2 
线性 地 看 ， 这 里 

=(x ,x ,x), 4 (6 | (4 实 为 二 维 ) 

42 

因此 可 以 说 突变 理论 对 P(X,4) 的 分 析 就 是 在 (X,4) (叫做 完全 空间 ) 上 讨论 的 . 
这 时 广义 地 视 4 为 天 的 对 偶 空 间 是 有 助 于 理解 的 . 注意 : 当下 一 定 后 ,已 是 由 4 
唯一 确定 的 二 维 空间 .于 是 这 时 可 说 突变 理论 是 在 讨论 P(X,4 和 在 无 的 对 偶 空间 4 
上 的 变化 特征 时 产生 的 突变 概念 P(X,4) 在 实 空间 关内 的 形态 发 生 了 “又 
变 ”". 同时 还 能 进一步 找 出 形态 发 生 的 (4 空间 的 ) 突变 点 集 : 解 方程 组 


化 简 之 可 得 
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4a +2782 =0 
这 是 4 空间 内 一 条 特殊 的 半 立 方 曲线 ( 见 图 4.1)， 其 上 任 一 点 都 对 应 着 “完全 空 
间 ” 上 PP 曲线 的 一 种 突变 的 形态 . 
由 此 可 体会 到 ， 有 了 对 侦 空 间 观 点 ， 哪 怕 只 是 广义 的 ， 也 容易 激 起 我 们 探讨 
对 偶 空间 〈 即 参 变量 空间 ) 功能 的 内 囊 . 


图 4.1 

注 : 至 此 也 许 读 者 立即 想起 ， 规 划 论 中 不 也 深刻 存在 着 “对 偶 ” 原 理 和 求解 

时 的 “对 偶 ” 技 巧 吗 ? 是 的 ， 而 且 那 里 的 对 偶 空 间 正 对 应 着 拉 格 朗 日 函数 所 揭示 
的 (1) 扩充 空间 ， 具 体 的 内 容 请 读者 去 温 故 即 知 . 


二 、 赋 范 空间 及 多 重 线性 空间 的 对 偶 结 构 


本 段 是 对 用 “内 积 ” 关 系 来 定义 的 对 偶 空间 概念 的 继续 推广 、 深 化 和 应 用 

1. 对 偶 概 念 的 深化 

为 此 ， 先 给 出 泛 函 和 线性 泛 函 定义 ， 再 给 出 对 偶 空间 的 又 一 定义 . 

定义 4.1 ( 泛 函 ) 泛 函 是 这 样 的 空间 映射 :XR， 它 有 如 下 几 大 特点 : 

(1) 映射 是 一 般 函 数 式 的 广义 化 , 可 以 用 任何 一 个 符号 来 表征 . 比如 | ( 行 
列 式 或 模 ) ,上 | 《 范 数 )，min{.} ，[ * 等 . 甚至 比如 w- 效 用 ， 了 1 评价，a- 评 判 记 
分 等 映射 ， 尽管 给 不 出 表达 式 (只 是 一 种 “心理 映射 "), 但 也 都 是 一 些 泛 函 映射 ， 

(2) XX 是 广义 对 象 集 ，vxe XX ， 可 以 是 几何 点 集 (在 坐标 系 下 即 是 矢量 集 )， 
也 可 以 是 一 般 实物 、 事 物 或 事务 对 象 、 对 象 集 . 比如 可 以 是 向 量 、 函 数 、 和 矩阵 ， 
也 可 以 是 人 〈 人 群 )、 商 品 、 企 业 、 社 会 等 . 

(3) FF 是 对 XX 的 整体 映射 且 F(X) 一 定 是 个 一 维 的 数量 ( 象 值 ， 属 于 RR 或 
C). 亦 即 ，F(X) 是 个 标量 函数 . 关于 泛 函 的 微分 叫做 变 分 〈 例 见 式 (9-38)). 
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例 4 x=x0，tse7，xre(co， 则 
人 =Fox(t) te 是 一 般 复合 函数 ， 它 不 叫做 泛 函 
”|F(x) ”对 于 7 来 讲 , 属于 通常 的 泛 涵 概 念 
例 5 有 名 的 最 速 降 线 问题 (约翰 . 伯 努 利 ，1696 年 ) 是 个 泛 函 的 极 值 问 题 
(也 叫 变 分 问题 ) ， 现 举 出 其 中 的 泛 函 如 下 . 
图 4.2 表 出 质点 自 点 4(0,0) ， 沿 48 滑 至 点 8(x,,y) 的 时 间 长 为 


ICO]= 万 | 一 -| 


7(0)=0; y(%)=» 


须知 , 这 里 1 不 是 x 的 复合 函数 (x 通过 定 积分 
消 逝 了 )， 而 是 曲线 1:y=y(x) ，xe[0,%%] 的 泛 
函数 ， 简 称 泛 函 . 

总 之 ， 泛 函 的 一 大 特征 是 “ 非 几 何 点 式 ” 
的 函数 ， 它 是 对 其 对 象 集 或 其 子 集 抑或 非 几何 4.2 
空间 元 素 的 一 种 数值 性 映射 . 

定义 4.2 (线性 泛 函 ) 对 于 泛 函 映射 已 :天 一 及 ， 若 其 中 不 为 〈 数 ) 域 天 上 
的 线性 空间 ， 且 下 满足 ze 天 ，ape 天 ， 有 


人 


F(ax) =ar (zx) 
或 简 记 为 
F(ax + bx,)=aF(x)+bF(x,) 
则 称 为 X 上 的 线性 泛 函 . 


注 : 注意 泛 函 与 线性 泛 函 的 定义 差异 . 后 者 在 数学 中 已 有 丰富 成 果 ; 前 者 (一 
般 泛 函 ， 或 叫 非 线性 泛 函 ) 在 数学 中 的 系统 化 成 果 ， 至 今 还 谈 不 上 . 

例 6 微分 (包括 高 阶 微分 ) 和 定 积 分 都 是 线性 映射 (请 读者 自行 检验 ). 

定义 4.3 (对 偶 空 间 ) 对 于 线性 空间 V, 记 其 上 的 一 切线 性 泛 函 之 集 为 L(V)， 
(YF EeZ(D 门 ,下 :了 一 人) ， 则 元 门 称 为 和 的 对 偶 空间 . 换 名 话说， 线性 空间 子 的 一 
切线 性 泛 函 之 集 Z(P) 叫做 节 的 对 偶 空 间 

这 一 定义 来 得 更 为 广义 ， 同 时 也 来 得 更 为 清晰 、 漂 亮 ， 但 也 显得 有 些 抽象 ， 
这 里 指出 : 


74 


。 L(V) 可 理解 为 上 上 一 切 〈 线 性 泛 函 的 ) 函数 式 集合 ， 而 不 便 理 解 为 泛 函 值 
的 集合 ， 和 否则 一 切 ZP) 都 化 为 R 值 ， 而 难以 〈 作 空间 思维 ) 考察 其 特性 了 . 

， 定义 4.3 是 “一 ”中 向 量 空间 对 偶 概 念 的 推广 ， 亦 即 “ 一 ”中 对 偶 概 念 是 
定义 4.3 的 特例 . 定义 4.3 路 可 以 是 无 穷 维 的 . 换 句 话说 ， 可 利用 定义 4.3 方式 
给 出 更 为 抽象 的 对 偶 空 间 概念 比如: 

定义 4.4( 赋 范 空间 的 对 偶 空间 ) 设 屏 为 赋 范 空间 (概念 见 第 十 章 第 三 节 )， 
记 无 上 一 切 连续 线性 泛 函 之 集 为 ZX) ， 且 定义 范 数 

人 | = sup| 亚 (|， FeL(X) 


则 ZL(X) 成 为 Banach 空间 ， 这 时 ZL(X) 叫做 半 的 对 偶 空间 ，ZL(X) 也 称 为 X 的 “ 共 
罗 空 间 ”. 

。 这里， 对偶 空间 L(V) 不 一 定 与 让 同 维 ; 对 偶 空间 的 对 偶 空间 〈 称 为 二 次 对 
偶 空间 ) 也 不 一 定 是 原 空 间 了 . 

2. 对 偶 概念 的 继续 推广 

我 们 不 能 不 看 到 ， 即 使 在 数学 的 严密 理论 和 抽象 的 逻辑 结构 中 ， 对 偶 概念 和 
对 偶 空间 、 对 偶 变换 等 概念 也 被 自然 地 推广 到 了 十 分 广泛 的 领域 . 比如 几何 学 、 
代数 学 、 拓 扑 学 、 分 析 学 、 运 筹 学 中 都 分 别 有 着 越 来 越 多 的 这 类 概念 ， 诸 如 对 侦 
模 、 对 偶 锥 、 对 偶 格 、 对 偶 根 、 对 偶 基 、 对 偶 丛 及 对 偶 代 数 、 对 偶 曲 线 、 对 偶 表 
示 、 对 偶 范 畴 、 对 偶 定理 、 对 偶 算 子 、 对 偶 剖 分 以 及 种 种 对 偶 空间 、 对 偶 集 合 等 ， 
概念 之 多 ， 分 布 之 广 ， 以 致 不 可 能 在 这 里 对 它们 作出 一 一 陈述 . 尽管 它们 的 定义 
各 不 相同 ， 但 存在 一 个 共同 的 “对 偶 ” 思 想 . 这 不 说 明 别 的 ， 正 说 明了 对 偶 结构 
在 客观 世界 的 广泛 性 和 深刻 性 ， 因 此 我 们 更 有 必要 掌握 其 思想 实质 . 

特别 地 ， 为 着 后 面 的 应 用 ， 我 们 这 里 再 给 出 一 类 “对 偶 空间 ”及 其 上 的 “ 张 
量 空间 ”于 下 . 

3. 多 重 线性 泛 函 与 张 量 空间 

对 偶 空 间 和 多 重 线性 泛 函 是 张 量 空间 的 基本 概念 ， 而 张 量 空间 又 是 张 量 代数 
的 基础 ; 张 量 代 数 又 是 张 量 分 析 (又 叫 张 量 几何 ) 的 基础 ， 它 们 一 起 又 是 “ 流 形 
理论 ”的 基础 . 正 是 流 形 理论 英 定 了 现代 分 析 的 基础 ， 它 是 现代 微分 几何 学 、 微 
分 拓扑 学 、 辛 几何 学 、 规 范 场 理 论 等 典型 的 现代 数学 学 科 所 不 可 或 缺 的 基础 和 工 
具 . 由 此 可 见 ， 即 使 从 这 一 脉络 看 ， 对 偶 空间 概念 在 数学 中 的 地 位 是 何等 重要 了 . 
它们 之 间 依 秩 的 基础 关系 可 参见 图 4.3. 
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线性 线性 对偶。 到 二 。 张 重 。。 张 重 
空间 一” 闪 函 一 空间 一 和 空间 一 ” 代数 


现代 微分 几何 
, . 规范 场 理论 
张 量 ”， 流 形 ”现代 
分 析 一 ”理论 ”分 析 ”” | 微分 拓扑 


辛 几何 学 
4.3 


这 里 仅 本 着 本 节 的 宗旨 ， 首 先 给 出 本 节 所 需 的 起 码 概 念 ， 然 后 以 一 例 来 说 明 
多 重 线性 泛 函 概念 及 有 关 概 念 在 张 量 空间 中 的 重要 地 位 . 

(1) 张 量 空间 . 

设 态 ,万 ,…, 了 为 域 R 上 nn 维 向 量 空间 ， 矿 , 态 …,VW 为 其 对 偶 空 间 ， 记 


机 


V? =V x x:…xV 


则 T:V?xyV” 一 及 称 为 P+9 重 线性 泛 函 ， 也 叫做 (P,9) 型 张 量 ? . 

称 一 切 这 样 的 p+g 重 线性 泛 函 之 集 L(YV?xV”*,R) 为 (p,q) 型 张 量 空间 ， 简 记 
为 (V?xV”,R)sT?(V). 

注意 到 (p,q) 型 张 量 中 4 对 应 着 4 重 对 偶 空 间 之 笛 卡 儿 积 ， 它 对 应 的 P+9g 重 
线性 泛 函 式 应 该 为 p 阶 齐 次 多 项 式 ， 其 各 项 系数 皆 为 4 重 参数 之 积 . 比如 : 

例 7 设 T:V?xV”* 一 R,n=2， 可 有 


pV” = xV x xV 
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。 2 *2 。 1 2 1 2 1 2 .1 .2 
(2 和 P300G2) EV xV ,THN,NX; a, 4) = a a xx; + aal XX 


S ax x? + bxix? 
因此 ,鉴于 六 中 元 素 的 数值 性 和 在 多 重 线性 泛 函 式 中 仅 作 为 系数 、 讨 论 较 少 
这 一 事实 ， 为 简便 计 ， 一 般 仅 取 9=0 (确定 参数 ， 即 仅 对 三 *(V)) 来 讨论 . 
(2) 张 景 积 . 
设 Te7m"(V) ,Te7*(V), 则 有 算 子 记 为 @, 使 得 TB@8T eT"“*(V), 且 满足 : 
也 BT ) = TR NC A 


这 时 人 @ 叫 做 张 量 7 与 到 的 张 量 积 . 
特别 地 ， 常 常用 张 量 积 的 形式 将 个 *(V) 表示 为 


QD 所 定义， 线性 空间 与 其 对 偶 空间 不 可 能 正 交 ， 因 此 本 身 中 笛 卡 儿 积 “Xx” 应 理解 成 只 是 一 种 形式 ， 
下 同 . 
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T°)=T NOT) 8,.…8, .TV) 


又 特别 地 ， 为 张 量 分 析 的 需要 ， 还 引入 了 : 

(3) 张 量 空间 的 基 . 

首先 知 ， 有限 维 线性 空间 必 有 有 限 基 , 且 设 E={e,…,e,} 为 VV 的 基 , 则 也 有 
V" 相应 的 基 ， 可 记 为 ={f,…,f/"} .那么 可 以 证 明 T?(V) 也 有 基 ， 且 为 


G={f' ® f° BB 大 ie{l,2,…,0 
共有 nn* 个 向 量 . 
这 是 因为 "(7) 的 元 素 是 泛 函 T :Vx…xV, 一 及 ， 它 的 基 应 取 对 偶 基 /” 形式 . 
理论 表明 ， 这 时 对 V(x%,,…,x,)eV”， 可 有 
Ta ) = Tf @…Q@ (x ,7X ) 
=T., "(0)" (x,) (4.3) 
其 中 五 为 表达 式 系数 ( 若 将 国 用 基 巨 表 出 ,还 有 进一步 确切 的 形式 , 这 里 免 叙 ) . 


(4) 例 示 . 
这 里 指出 ， 在 张 量 空间 的 “ 基 ” 的 意义 下 ,用 “ 张 量 积 ” 表 出 的 “ 张 量 映 射 ” 
具有 行列 式 的 形式 . 
例 8 设 忆 =7 且 ze 大， 即 (JE 扩 x 了 内 x…x 忆 ， 则 有 
fm) Frm) 0) 


fi 四 户 BB f(x ) = (9) 广 (5) . (5) 


10 Jo) f(x,) 
= BD jj) ) (4.4) 


(太太 

其 中 (j,…, 记 ) 表 全 排列 .从 式 (4.4) 可 看 到 : 

Q@ 行列 式 是 一 个 泛 函 ， 也 可 用 行列 式 表 出 一 个 张 量 (多 重 线性 泛 函 ). 

@ 行列 式 中 每 一 行 都 是 夏 (V) 的 一 个 基 向 量 , 每 一 元 都 是 个 内 积 关 系 ( 用 基 
E 表 出 x 时 ). 

@ 各 行 间 的 关系 (行列 式 结构 )， 即 n 个 站 (7) 空间 的 张 量 积 @ 关 系 . 

@ 上 述 (典型 的 ) 行列 式 是 p=n 的 特殊 情形 . 对 于 一 般 的 p<n (p>n 无 
意义 ) 的 情形 ， 也 有 类 似 的 形式 : 
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fm) 0) 0) 
ef Bf (x X,) = 人 人) 人 “ 1“ 全) 
f° 0) Co) 0 


事实 上 容易 看 出 ， 这 里 张 量 也 是 “一 、2” 中 例 3 谈 到 的 线性 多 项 式 的 推广 . 


三 、 对 偶 原 理 及 其 应 用 


已 经 看 到 ， 即 使 在 严格 的 数学 中 ， 自 然 开 发 出 的 对 偶 概念 也 已 十 分 广泛 ， 这 
说 明 对 偶 概念 是 客观 世界 普遍 存在 的 一 种 结构 特征 ， 值 得 去 认识 和 掌握 它 . 那么 
要 间 ， 是 否 客观 世界 的 对 偶 概 念 仅 只 数学 所 及 的 这 些 ? 由 于 我 们 相信 ， 数 学 出 于 
它 的 严谨 性 ， 至 今 对 于 客观 世界 也 只 描述 了 它 的 一 个 典型 的 、 简 单 的 甚至 仅 具 有 
线性 性 的 部 分 ， 而 对 其 更 为 广泛 的 、 复 杂 的 、 非 线性 的 内 容 和 综合 形式 ， 则 描述 
甚 少 . 因而 可 信 客 观 世 界 还 有 更 多 、 更 广 、 更 复杂 的 对 偶 特 征 尚 未 被 数学 家 揭示 
出 来 . 可 是 ， 作 为 数学 “思维 ”我 们 可 以 超前 ， 我 们 完全 可 以 借 此 推广 到 一 种 对 
偶 思维 去 认识 它 . 现在 即 让 我 们 这 样 去 作 吧 

我 们 将 从 数学 的 对 偶 空间 概念 出 发 ， 对 其 作出 适当 的 推广 ， 然 后 用 于 观察 事 
物 .为 此 先 回顾 一 下 对 偶 空间 概念 中 所 涉及 的 几 个 基本 问题 . 

(1) 对 偶 空 间 概 念 用 到 了 线性 泛 函 概念 . 必须 强调 ,“ 泛 函 ” 概 念 具有 非 局 
部 映射 特征 ， 它 的 映射 对 象 不 同 于 一 般 (函数 ) 映射 对 象 的 几何 点 式 特征 . 

(2) 一 个 空间 (或 叫 系统 、 集 合 ， 也 叫 系 统 空间 ) 经 (线性 ) 泛 函 映射 后 ， 
即 成 为 抽象 对 象 (注意 到 “抽象 ”是 空间 层次 的 提升 、 升 华 ) ,这 时 相对 于 系统 空 
间 X 来 说 ， 其 对 偶 空间 X' 是 抽象 的 ， 或 说 是 虚 的 、 软 的 . 这 就 是 一 般 的 对 偶 空 
间 X' 相对 于 原 系统 空间 XX 来 说 的 “空间 ”特征 表现 . 至 少 X 与 X' 之 间 已 不 可 能 
具有 一 一 对 应 关系 了 . 

(3) 正如 线性 多 项 式 和 张 量 中 皆 具 有 “(对 偶 空间 ) 系数 与 (系统 空间 ) 变数 的 并 
存 关系 ”一 样 ， 在 客观 世界 中 对 偶 空间 与 系统 空间 也 应 该 是 并 存 的 . 

本 着 这 些 基 本 思想 去 观察 世界 ， 我 们 容易 看 到 ， 对 偶 空间 和 “对 偶 ”现象 广泛 存 
在 着 ， 因 而 可 称 其 为 对 偶 原 理 ， 现 略 举 几 个 方面 的 对 偶 现象 于 下 : 

(1) 经 济 学 上 的 对 偶 原理 . 

例 9 ”经济 学 中 金融 空间 是 商品 空间 的 对 侦 空 间 ， 说 金融 经 济 属 宏观 经 济 学 
也 是 这 个 道理 . 经 济 学 即 由 这 样 的 金融 和 商品 “二 象 ” 构 成 .金融 空间 和 商品 空 
间 还 具有 较为 严格 的 、 数 学 意义 下 的 对 偶 性 .因为 这 时 设 商品 空间 为 不 (n 维 )， 
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则 其 所 有 可 能 的 价格 (x 维 向 量 p) 将 构成 一 个 a 维 价格 空间 ， 并 决定 了 一 个 n 
阶 满 秩 方 阵 ， 记 为 P ， 因 此 任 一 价格 向 量 p 与 任 一 商品 向 量 x 作 内 积 ( 得 线性 泛 
函 px )， 即 将 其 映射 成 金融 空间 ( 记 为 Y) 的 货币 值 . 亦 即 当 yeY, xeX 时 ， 
有 

y= Px 


也 许 会 问 , 金融 库 里 的 货币 值 不 就 是 R 中 一 维 变量 吗 ? 何以 成 为 n 维 商品 空 
间 半 的 对 偶 ( 同 维 ) 空间 ? 其实， 这 正 是 一 般 的 对 偶 空间 在 实践 中 体现 出 的 抽象 
特征 ， 甚 至 有 的 还 表现 为 无 形 的 空间 . 事实 上 正如 定义 的 注释 所 说 ， 这 里 的 金融 
空间 是 由 了 决定 的 . 了 中 每 一 行 都 是 XX 的 一 个 线性 泛 函 “ 算 子 ”, 且 是 金融 空间 了 
中 一 个 独立 元 素 . 这 样 看 ， 对 偶 的 “空间 性 ” 便 明 显 了 . 

此 外 ， 再 作 广义 的 认识 ， 经 济 社会 中 这 种 对 偶 关 系 还 有 很 多 ， 比 如 经 济 和 经 
济 管理 也 是 对 偶 的 ， 请 读者 继续 思考 . 

(2) 社会 组 织 中 的 对 偶 原 理 . 

社会 组 织 系统 一 般 是 一 个 复杂 系统 ， 不 过 只 要 表 出 它 的 系统 空间 及 其 对 偶 空 
间 ， 即 可 最 终 表现 其 对 侦 性 . 

这 里 仅 以 一 个 学 校 中 的 组 织 结构 为 例 来 讨论 .一 般 社 会 组 织 的 对 偶 原 理 则 可 
触 类 旁 通 . 

例 10 图 4.4 给 出 了 一 个 学 校 作为 系统 空间 的 结构 特征 . 


校长 Lz 
一 NT 
区 和 
(2A 
系 1 系 ， 系 3 ..。 系 外 ---7 
相信 
A ‘oe x 
图 4.4 (X,Y) 


如 图 4.4 所 示 , 把 一 个 学 校 记 为 (X,7) , 它 就 是 学 校 这 个 系统 的 系统 空间 . 这 
里 包括 一 切 人 员 、 设 备 ， 同 时 该 系统 还 有 个 “目标 ”或 叫 “ 核 心 ”， 这 就 是 Z， 称 
为 “校长 ” 吧 . 在 XX 和 Z 之 间 则 视 其 系统 的 复杂 性 程度 可 以 是 多 层 的 结构 ， 图 中 
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所 示 是 个 简略 的 示意 ， 仅 取 了 两 个 层次 ， 即 了 和 7， 从 职能 上 看 ，7,Z 是 一 个 级 
别 , 因为 Y 是 Z 的 派出 机 构 , 它 行使 Z 的 权力 , 但 从 待遇 来 看 ，7,T 是 一 个 级 别 ， 
皆 为 处 级 . 其 实 比如 7 了 和 XX 之 间 也 至 少 还 有 个 科 级 等 ， 兹 予 免 记 . 

还 可 看 到 ， 从 图 4.4 的 系统 来 看 ， 它 的 基本 特征 类 似 于 欧 氏 空间 中 多 元 函数 
关系 . 比如 Z， 它 处 理 它 以 下 各 元 素 (了 中 元 素 ， 了 层次 上 的 变 元 ) 的 问题 ,直接 
与 其 一 个 个 的 变 元 发 生 关系 ,而 了 中 每 个 对 象 又 分 别 与 其 下 的 了 中 各 元 素 ( 相 对 
说 来 ， 在 该 层次 上 的 变 点 ) 发 生 关系 ， 如 此 等 等 . 总 之 ， 其 中 的 关系 主要 表现 为 
类 似 欧 氏 空间 上 的 函数 关系 .只 是 : 

QD 这 里 的 “ 变 元 ”已 广义 化 了 ， 为 其 某 个 层次 的 系统 元 素 . 

@ 这 里 的 关系 也 因 系统 的 复杂 性 ， 不 能 完全 看 成 欧 氏 空间 中 的 一 般 函 数 关 
系 ， 而 是 广义 化 、 思 想 化 了 的 . 

例 11 再 表 出 (X,Y7) 系统 的 对 偶 空 间 结构 特征 . 

如 图 4.5 所 示 ， 作 为 图 4.4 系统 空间 (X,Y) 的 对 侦 空间 ， 我 们 记 为 (X,Y) . 


4.5 (X,Y) 


容易 看 出 ， 这 里 (X,Y) 实际 上 是 (X,7) 的 一 个 评价 系统 .的 确 容易 判定 出 ， 
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一 个 系统 (系统 空间 ) 的 评价 系统 就 是 它 的 一 个 对 偶 空 间 ， 其 指标 体系 即 其 对 偶 
空间 坐标 系 . 同时 看 到 : 

@ 即使 在 数学 的 严格 、 简 单 情况 下 ， 对 偶 空 间 也 不 一 定 唯 一 ， 推 广 到 一 般 情 
形 则 更 是 如 此 ， 所 以 我 们 说 上 述 (X,7) 是 (X,7) 的 “一 个 ”对 偶 空间 . 

@ 可 以 看 到 (X,Y) 中 各 层 元 素 ， 已 不 具有 (X, 站 中 各 层 元 素 的 实际 存在 性 
(实际 的 组 织 机 构 )， 而 是 抽象 的 . 

@ (X,Y) 基层 中 的 各 项 指标 值 都 是 对 整个 无 层 空间 的 映射 , 因而 是 一 种 证 函 
映射 . 换 名 话说， 基层 中 各 个 量 如 果 仅 从 葡 中 个 别 元 素 取得 是 没有 意义 的 ， 必 须 
在 区 整体 意义 下 映射 成 的 值 才能 代表 相应 指标 量 ， 这 正 是 泛 函 映射 特征 ， 从 而 体 
现 了 整个 空间 的 对 偶 空间 特征 . 

总 之 ， 推 广 例 2、 例 3 可 以 看 出 ， 社 会 上 一 般 系 统 都 同时 存在 着 系统 空间 及 
其 对 侦 空 间 这 样 的 结构 特征 . 这 就 是 对 偶 原 理 在 社会 组 织 系统 中 的 表现 ， 只 是 这 
里 不 是 完全 凭借 数学 (线性 ) 的 严格 概念 ， 而 是 作 了 推广 性 的 “思维 ”. 

之 所 以 说 这 里 是 作 了 “推广 性 思维 “， 主 要 在 于 对 社会 系统 的 “线性 性 ”未 
人 但 也 不 能 说 这 里 一 点 不 合 线性 性 . 不 难 理解 在 一 定 意义 上 上 述 映 射 

是 具有 线性 特征 的 . 此 外 ， 对 偶 空间 不 必 与 原 空 间 同 维 这 点 ， 即 使 在 数学 中 也 
是 从 玫 的 | 比如 了 是 否 归 为 4 维 空间 , 这 只 是 相对 于 实际 对 象 的 简化 程度 来 说 的 ， 
凭 其 需要 完全 可 以 加 细 ， 其 对 偶 层 次 也 还 可 以 加 深 ， 所 以 说 维 数 性 在 这 里 已 成 为 
非 本 质问 题 . 

通过 这 一 对 偶 空 间 思维 ， 可 以 加 深 我 们 对 客观 事物 的 观察 能 力 ， 增 加 了 一 种 

识 客 观 世 界 的 观点 和 手段 . 比如 借 此 可 以 更 深刻 地 观察 一 个 企业 、 一 个 部 门 、 
一 个 地 区 乃至 一 个 国家 组 织 的 红 吉 构 特征 ， 甚 至 可 作 抽 象 
的 形式 化 描述 和 分 析 〈 参 见 拙 文 《 一 类 多 层 结构 系统 及 7/ 

其 应 用 ?> (成 都 大 学 学 报 〈 自 ) 1994.2) . 
(3) 医学 理论 中 的 对 偶 原理 
医学 理论 中 每 每 体现 出 人 的 躯体 空间 与 其 对 偶 空 间 | | 


的 对 偶 原 理 . 这 里 仅 以 一 例 作 简要 说 明 . 
例 12 ”经典 的 中 医 诊断 理论 也 显示 了 对 侦 原 理 . 间 
如 图 4.6 所 示 ， 和 沸 知 人 体 是 个 复杂 系统 . 设 人 体 为 急 


空间 ， 则 中 医 诊 断 所 用 的 望 、 闻 、 问 、 切 四 种 手段 中 ， 
人 手段 都 是 对 L 全 空间 作出 的 (因而 是 泛 函 的 ) 映射 ， 
且 四 种 手段 之 间 不 具有 替代 性 ， 所 以 彼此 独立 ， 因 此 可 
以 把 这 样 的 所 有 【可 认为 是 线性 泛 函 ) 映射 之 集 视 为 了 
的 对 偶 空间 L* 四维), 有 ZL'*= {( 望 、 闻 、 问 、 切 )}}. 从 图 4.6 
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而 在 中 医 理 论 中 ， 人 体 有 着 完全 的 空间 结构 ， 记 为 
TL=(L,L") 


四 、 系 统 变量 、 参 变量 与 影响 因素 辨 


如 图 4.7 所 示 ， 其 中 (X,X') 是 按 对偶 原 理 表 出 的 一 个 “完全 系统 "”，w 是 它 
的 环境 (注意 到 任 一 客观 系统 都 是 开放 系统 ), 几 
何 的 说 法 叫做 邻 域 . 若 对 其 进行 数学 建 模 ， 我 们 
往往 是 站 在 工 空 间 来 分 析 问题 的 . 因而 首先 得 出 
系统 下 的 变量 ， 记 为 (x…… 冯 ) ， 亦 即 视 天 为 天 
维 空间 ， 以 下 简 记 为 六 (x,…,4) ， 那 么 该 系统 
的 目标 S 是 X 的 函数 ， 可 表 为 

S(X)=S(X;A) (4.5) 

其 中 大 是 自 变 量 ，4 表 参 变量 . 这 时 参 变量 的 含 
义 较 广 ， 包括 XX 的 作用 和 ww 的 外 来 作用 . 

同时 ， 作 为 模型 的 近似 性 ， 对 同一 系统 也 可 
能 取 半 为 (%,…,x,) 人 SX'，r<k. 显然 这 时 的 模拟 空间 X'cX( 变 小 了 ), 这 时 记 
模型 为 


一 一 一 


一 ~— 


| 
| 
1 


S(X') = S(X';A") (4.6) 
其 中 4 表现 为 参数 个 数 ， 不 一 定 增加 (一般 随 模 型 简化 而 减少 )， 但 它 涵盖 的 领 
域 却 扩 大 了 ， 它 包含 X”=X U(X\X") 和 ww 的 作用 . 但 一 般 说 这 时 S(X') 不 如 


S(X) 精确 . 
特别 地 ， 我 们 也 可 把 4 ( 仍 对 式 (4.5) 来 说 ) 中 属 四 的 成 分 析出 来 ， 可 表 作 
S(X)=S(X;4;E)， 4 和 来自 中 (4.7) 
当 $ 是 对 系统 的 随机 干扰 时 ， 叫做 噪声 ; 当 为 人 为 干预 时 ，# 叫做 控制 . 
例 13 设 (X 大) 为 一 个 企业 ,天 为 生产 投入 , 投入 向 量 (ma 站) 全 天 ;大 "为 
其 设备 水 平 、 人 员 素 质 、 管 理 水 平 、 服 务 质量 等 ; wow 为 其 市 场 环境 ， 则 这 时 该 系 
统 的 目标 “生产 ”映射 可 记 为 


S(X)= SCX,A) (4.8) 
这 里 S(X) 一 般 为 非 线 性 函数 ， 且 难于 精确 获得 ， 不 过 SCX) 常常 具有 充分 的 光滑 
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性 ， 且 据 泰勒 展 式 知 其 在 一 点 〈 如 加 ， 也 可 为 0) 处 的 线性 式 为 其 “ 主 量 "， 所 
以 一 般 可 简单 地 取 作 线性 式 来 讨论 ， 即 可 取 
S(Z)= S(X,)+S'(XIX -YX,) 
=S(X,)—S'(XIX + SX)F 
aC+BX (4.9) 


可 以 看 出 ， 在 式 (4.8) 中 的 4 即 式 (4.9) 中 的 (C,8) . 从 对 偶 意 义 上 讲 ， 它 们 属 
区 空间 的 对 偶 空 间 ; 从 数学 分 析 意 义 讲 ， 它 们 来 自 函 数 8S(X) 在 处 的 位 置 与 变 
化 趋势 等 “属性 ”. 可 见 对 于 一 个 函数 , 它 的 参数 空间 是 与 其 导数 直接 相关 的 , 或 
说 对 于 任 一 个 函数 了 (x) , 其 (作为 “ 实 空间 ”x 的 对 偶 空 间 )“ 属 性 ”也 蕴涵 在 f(x) 
之 中 . 不 过 在 实践 中 当 不 知道 S(X) (或 一 般 的 f(x) ) 时 ,一般 不 可 用 展 式 方式 
去 求 得 C, B88， 而 是 比如 通过 样本 组 (实际 上 是 一 组 泛 函 值 ) 用 统计 方法 去 获得 . 
显然 , 它 的 实质 是 个 泛 函 的 逆 问 题 .特别 地 ,比如 在 生产 系统 中 常常 可 取 SCX) = 天 
而 使 式 (4.9) 成 为 典型 的 投入 - 产 出 模型 ， 这 时 只 须 通过 生产 过 程 中 的 有 关 数 据 
即 可 方便 地 获得 C, B ，C 叫做 福 会 纯 需求 ，B 为 投入 系数 和 矩阵 . 

当然 ,模型 (4.9) 是 作为 封闭 系统 来 考虑 的 ， 这 时 的 作用 已 敌 统 地 体现 在 
C,B8 中 了 ， 当 需要 的 时 候 也 可 以 将 其 析出 来 讨论 . 

总 之 ， 我 们 看 到 ， 在 “对 偶 原 理 ” 这 一 高 观点 下 ， 对 任 一 系统 的 种 种 分 析 及 
其 变量 、 参 量 、 外 来 量 等 的 认识 ， 将 会 变 得 更 为 清晰 . 实际 上 这 也 属于 如 下 “二 
象 论 ”观点 下 的 分 析 内 容 . 


第 二 节 ”二 象 性 原理 


现在 从 物理 学 角度 认识 一 下 客观 世界 中 的 对 偶 结 构 ， 这 就 是 物理 学 中 的 “二 
象 性 原理 ”. 它 是 一 种 普遍 规律 ， 这 点 可 由 观察 得 到 ， 以 下 即 着 重 从 观察 着 手 . 


一 、 微 观 世 界 的 二 象 特征 及 其 机 理 认识 

1. 从 光 的 波 粒 二 象 性 谈 起 

在 今天 ， 人 们 已 普遍 接受 ， 光 具有 波 粒 “二 象 性 ”. 本 章 用 到 的 “二 象 ”概念 也 
来 自 于 斯 ， 这 里 不 再 定义 . 所谓“ 波 "， 即 场 的 表现 形式 ， 具 体 说 是 场 中 能 量 的 传播 
形式 . 19 世纪 已 证 实 光波 就 是 一 类 电磁 波 . 所 谓 “ 粒 ”， 即 具有 大 小 、 质 量 的 实在 的 
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物质 体 ， 爱 因 斯 坦 还 用 两 个 基本 方程 将 光 的 波 粒 二 象 统一 起 来 ， 这 就 是 
E=hv, p=h/4 

其 中 上 为 光 粒 子 能 量 ; 有 为 普 朗 克 常 数 ; 为 光波 频率 ; p 为 光 粒 子 动量 ; 4 为 
光波 长 . 

2. 量子 力学 之 争 的 实质 

我 们 知道 量子 力学 之 所 以 得 到 承认 ， 曾 经 历 过 十 分 艰难 的 争论 过 程 . 最 早 的 
争论 是 围绕 着 量子 力学 不 合 经 典 力学 的 问题 ， 当 时 即使 因 提出 量子 概念 而 对 量子 
力学 贡献 颇 大 的 普 朗 克 《 为 此 获得 过 诺 贝尔 奖 ) 也 总 认为 量子 力学 应 该 符合 经 典 
的 电动 力学 ， 把 量子 吸收 能 量 的 过 程 ， 仅 视 为 连续 过 程 ， 裔 后 的 争论 焦点 是 围绕 
着 玻 尔 提出 的 “互补 原理 ”(1927 年 ) 与 爱 因 斯 坦 的 争论 . 再 往 后 则 围绕 着 所 请 
“量子 力学 的 完备 性 ”争论 , 非 正统 派 认为 不 完备 ， 并 提出 “ 隐 参 数 ”理论 以 求 完 
备 它 ， 争 论 一 直 相持 不 下 . 

实际 上 今天 容易 看 出 ， 哪 一 种 争论 都 属于 未 意识 到 量子 世界 的 “二 象 ”性 特 
征 的 争论 . 亦 即 不 管 是 坚持 粒子 论 的 还 是 坚持 波动 〈( 场 ) 论 的 都 是 偏颇 的 ， 坚 持 
哪 一 个 确定 的 “ 象 ”都 是 一 种 经 典 物理 的 思维 模式 , 是 旧 观 念 未 得 到 突破 的 表现 ， 
真理 原来 只 是 两 者 的 折 中 一 一 承认 场 、 粒 二 象 的 共存 . 


3. 量子 世界 的 测 不 准 原 理 


海 森 伯 于 1927 年 提出 了 “ 测 不 准 ” 原 理 : 设 x 表示 质量 为 m 的 以 其 “自然 ” 
的 运动 速度 运动 着 的 微粒 位 置 , 表示 其 动量 ， 则 据 玻 尔 的 观测 可 推出 


其 中 表示 普 朗 克 常 数 , 1 表示 时 间 ，Ax 是 位 置 的 测量 方差 ，Ap 是 其 动量 的 测量 
方差 ， 亦 即 Ax:Ap 不 小 于 ， 所 以 不 可 能 同时 提高 p,x 的 测量 精度 . 


这 是 为 什么 ? 玻 尔 解释 为 “随机 性 引起 的 ". 虽然 不 错 ， 但 也 只 是 一 个 非 本 
质 的 说 法 . 因为 随机 性 只 是 一 种 相对 的 说 法 ， 只 是 说 明 所 考察 事物 的 因素 太 多 无 
法 完全 把 握 而 产生 的 现象 . 比如 抛 硬币 实验 ， 每 次 抛 币 后 按 它 本 身 的 运动 规律 和 
初始 条 件 ， 客 观 上 说 它 的 运动 是 有 规律 的 ， 是 符合 因果 律 的 ， 所 以 本 身 就 应 该 由 
其 全 部 条 件 〈 因 充足 理由 而 ) 决定 着 它 的 实验 结果 ， 但 是 因为 实验 者 没有 能 力 去 
测 知 和 把 握 所 有 因素 、 条 件 ， 才 不 得 不 作为 所 谓 “ 随 机 问题 ”来 处 理 ， 用 统计 实 
验方 法 去 认识 .由 此 看 来 说 是 “随机 性 引起 的 ” 即 是 非 本 质 的 说 法 了 . 

用 “数理 思维 ”不 难看 到 ， 应 该 有 一 个 x,p 共同 的 影响 因素 存在 〈( 记 为 4 ) 
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使 得 ， 比 如 若 x() 是 增 函数 则 P(4) 应 是 减 函数 ， 于 是 当 4 下 0 时 Ax.Ap 可 能 是 
9()/9( 四 型 “0/0 未 定形 ”. 事实 则 是 ,该 极限 为 常数 (h/12) 说 明 w(4) 和 以 加 是 
同 阶 无 穷 小 ， 同 时 已 知 这 里 4 是 微波 波长 ， 皆 合理 . 

此 外 ， 用 “二 象 观 ” 亦 能 理解 (第 四 节 )， 比 如 在 微观 世界 ， 粒 子 的 虚 象 较 
强 ， 这 时 按 非 标准 分 析 思 想 (第 十 一 章 第 三 节 ) ， 其 “单子 ” 邻 域 中 即 有 “ 测 不 准 
性 ”( 因 这 时 不 满足 “ 阿 基 米 德 定律 ) . 

现在 已 不 难 理解 ,“ 测 不 准 原理 ”也 是 微观 粒子 的 “二 象 ”性 引起 的 ， 根本 
上 说 是 因为 微观 世界 存在 空间 特征 的 改变 ， 且 与 介 观 世 界 在 其 “二 象 ”的 权重 比 
上 存在 重大 差异 造成 的 (参见 后 )， 


4. 关于 物质 可 分 性 之 争 


在 理论 物理 上 ， 与 寻找 “基本 粒子 ”相似 的 研究 过 程 是 ， 一 直 进 行 着 一 个 物 
质 可 分 与 不 可 分 的 哲学 争辩 ， 中 国 哲 学 家 也 参与 其 中 比如， 我 国 金吾 伦 与 王 干 
才 之 间 即 有 过 激烈 的 物质 可 分 性 争论 〈 例 见 光明 日 报 1986 年 336 期 哲学 专栏 与 
1986 年 12.8， 光 明日 报 ) ， 大体 说 来 在 理论 物理 上 中 国学 者 属于 可 分 论 学 派 ， 也 
叫 层 次 论 学 派 ( 即 分 割 物 质 犹 如 剥 葱 ， 可 一 层 一 层 无 限 剥 下 去 ); 美国 学 者 则 属 不 
可 分 学 派 ， 他 们 认为 物质 存在 基本 层次 ， 深 入 到 此 即 算 终结 . 1994 年 发 现 的 所 谓 
Top 夸克 现象 对 可 分 论 学 派 是 一 个 鼓舞 ， 但 即便 如 此 ， 两 派 的 争论 形势 一 如 当初 
光 的 波 粒 之 争 以 及 量子 力学 的 系列 争论 ， 似 乎 谁 也 降服 不 了 谁 . 这 是 为 什么 ?从 
它们 都 有 相持 不 下 的 共生 特性 这 点 不 难 猜想 , 其 根本 原因 也 在 于 对 物质 的 “二 象 ” 
性 结构 特征 在 又 一 层次 上 的 认识 问题 . 

总 之 ， 我 们 不 能 不 承认 ，( 至 少 ) 在 物质 微观 世界 ， 普 遍 存 在 “二 象 ” 性 结 
构 . 今天 用 这 一 观点 去 观察 近 现 代 史 上 系列 争论 易 知 ， 已 达 统 一 者 篆 可 归结 为 对 
二 象 ”性 认识 的 统一 ， 未 达 统 一 者 ， 其 争论 本 质 也 在 这 里 . 


二 、 宏 观 世 界 的 二 象 性 结构 


我 们 已 经 看 到 ， 微 观 世 界 具 有 “二 象 ” 性 结构 特征 ; 大 自然 具有 分 形 结构 特 
征 ; 二 象 之 间或 一 波 一 粒 ， 或 一 场 一 质 ， 或 一 虚 一 实 ， 皆 系 一 种 虚 、 实 结构 特征 . 
本 着 这 三 个 观点 来 考察 宏观 世界 ， 我 们 仍然 可 以 看 到 清晰 的 “二 象 ” 性 结构 . 


1. 相对 论 空间 是 由 二 象 构成 的 


相对 论 空 间 系 指 具 有 质量 、 体 积 旦 有 形 的 物质 宇宙 〈 简 称 有 形 宇宙 ) 和 四 种 
基本 场 〈 电 磁场 、 引 力 场 、 弱 场 、 强 场 ) 以 及 时 间 (四 、 空 间 (R’) 等 的 总 体 . 这 
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时 容易 看 出 , 有 形 宇宙 是 其 实 象 , 余下 的 基本 场 和 时 空 (R xi) 本 身 即 为 其 虚 象 . 而 
且 容 易 根 据 上 述 “ 二 象 ”结构 的 各 种 特征 考察 得 知 ， 二 象 间 每 一 特征 在 这 里 皆 具 
有 各 自 的 存在 性 和 相互 间 的 无 矛盾 性 了 .因而 可 认为 这 里 “虚实 二 象 ”也 是 相对 
论 空间 的 二 象 构成 特征 . 

2. 形式 逻辑 背景 空间 具有 二 象 性 特征 

在 第 五 章 将 看 到 ， 形 式 逻 辑 背 景 空间 实际 上 是 由 相对 论 空 间 及 其 属性 空间 
(由 相对 论 空间 决定 的 整个 形式 逻辑 范畴 ) 构成 的 . 那么 , 否 我 们 把 相对 论 空间 视 
作 实 象 ， 把 由 它 决 定 的 形式 逻辑 范畴 视 作 虚 象 ， 则 这 一 系统 仍然 满足 二 象 性 特征 
的 存在 性 和 无 译 盾 性 ， 从 而 认为 形式 逻辑 背景 空间 也 具有 “二 象 ”性 结构 特征 

3. 进一步 的 认识 

其 实 认 识 宏 观 世 界 也 与 认识 微观 世界 一 样 困 难 、 坚 深 ,难以 进展 . 比如 在 相 
对 论 空间 以 外 还 有 没有 空间 ， 或 者 在 形式 逻辑 对 应 的 空间 以 外 还 有 没有 空间 ， 它 
们 的 “二 象 ” 性 结构 如 何等 问题 ， 可 以 说 是 科学 还 没有 真正 触及 到 的 领域 ,但 是 
否 可 以 肯定 在 这 些 空间 以 外 ， 没 有 空间 了 呢 ?” 却 又 不 能 这 样 说 . 比如 宇宙 学 上 
1965 年 得 知 “ 字 害 有 背景 空间 ”; 玻 姆 也 感知 到 “客观 世界 存在 以 光 为 联络 信号 
的 领域 以 外 的 领域 ; 另 一 物理 学 家 卡 普 拉 也 曾 说 “物理 学 的 根本 缺陷 之 一 是 缺乏 
对 其 环境 的 考虑 " ， 这 里 “环境 ”不 正 是 对 物质 世界 的 虚 象 感悟 吗 ? 再 说 ， 牛 顿 
40 岁 以 后 致力 于 研究 抽象 世界 ， 爱 因 斯 坦 把 后 半生 全 部 献 给 了 “统一 场 ”这 一 探 
寻 客 观 世 界 本 质 的 工作 . 须知 ,， 统一 场 ”不 是 四 种 “基本 场 ”的 拼合 ， 而 是 一 个 
更 高 层次 的 “ 虚 象 ”存在 . 所 有 这 些 都 说 明了 什么 ?是 否 可 以 说 ， 科 学 家 思维 的 
进一步 深刻 化 ， 必 将 导致 他 对 抽象 ( 对 偶 ) 世界 的 感悟 和 兴趣 ?” 如果 是 这 样 ， 那 
么 在 科学 发 展 了 的 今天 就 更 有 条 件 探索 这 些 了 ， 不 过 这 已 超出 本 书 范围 ， 留 到 另 
册 去 讨论 〈 例 见 拙 著 《 大 自然 复杂 性 原理 沪 ， 这 里 只 在 于 说 明 ， 即 使 宏观 世界 的 
二 象 ” 性 结构 层次 ， 也 有 继续 探索 的 余地 . 


三 、 二 象 结 构 的 普遍 存在 性 


二 象 结构 在 客观 世界 ， 除 了 在 上 述 物质 的 微观 世界 和 宏观 世界 广泛 存在 外 ， 
本 段 将 表明 ， 它 在 介 观 世界 ， 也 叫 中 观 世 界 包括 自然 界 和 社会 生活 中 ， 也 普遍 存 
在 着 . 而且 可 以 说 人 类 从 生活 出 发 对 介 观 世界 的 二 象 结构 特征 认识 ， 很 早 即 有 了 


@ 这 里 勿 须 考 虑 完备 性 ， 因 为 严格 说 来 正如 一 切 客观 系统 不 可 能 有 绝对 的 封闭 系统 一 样 ， 也 没 没 有 
绝对 的 完备 系统 ( 除非 是 绝对 的 最 大 系统 ) 一 般 的 完备 性 和 完备 系统 只 是 人 为 界定 的 ， 我 们 这 里 缴 须 界 


定 它 . 
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(只 是 还 没有 “意识 到 ”罢了 ) ， 关于 这 点 从 各 个 古老 民族 语言 中 也 可 观察 到 ， 比 
如 汉语 中 的 〈 软 、 硬 )、( 阴 、 阳 )、( 虚 、 实 ) 等 对 偶 概 念 即 表 明了 这 点 . 又 如 : 

中 医 理论 早 就 把 人 体 视 作 阴阳 对 偶 的 二 象 构成 ， 以 此 出 发 建立 的 医疗 理论 和 
方法 ， 其 效果 有 时 甚至 是 独特 的 ， 是 其 他 医疗 方法 不 可 替代 的 . 另 一 方面 也 可 以 
看 到 ， 西 医 是 来 自 自然 科学 的 解剖 学 和 化 学 实验 的 ， 具 有 实在 性 . 

特别 地 ， 在 二 象 意识 下 观察 中 、 西 医 便 十 分 清晰 了 ， 原 来 它们 正 是 人 类 医学 
上 的 一 个 二 象 结构 .这 时 ， 过 去 争论 的 焦点 就 都 明白 了 . 比如 ， 为 什么 中 医 理论 
有 其 宏观 、 整 体 性 特征 ， 而 西医 理论 具 微 观 、 局 部 性 特征 ; 为 什么 中 、 西 医 都 有 效 ， 
但 各 有 特效 ; 西医 根据 自己 的 理论 去 批评 说 “中 医 没有 道理 ”, 它 这 是 道理 吗 等 类 
问题 缘 在 “二 象 ”意义 下 迎刃而解 了 . 

此 外 ， 还 可 看 到 ， 数 学 中 也 存在 着 〈 意 ， 形 ) = (思想 ,公式 ) 这 个 “二 象 ” 
关系 . 那么 ,可 见 初学 者 往往 重 “ 形 ”而 忽 “ 意 ”， 这 也 是 不 正常 的 . 

再 则 ， 在 社会 思想 工作 中 常常 强调 既 要 务虚 又 要 务实 ， 要 虚实 并 举 ， 强 调 硬 
件 软件 配套 ， 在 作对 策 时 强调 软 硬 兼 顾 …… 这 些 都 表明 ， 人 们 在 社会 生活 与 政治 
生活 中 已 经 广泛 地 “承认 ”了 事物 的 二 象 特征 . 

这 里 要 解释 一 点 ， 在 经 典 的 自然 科学 (近代 科学 ) 中 还 没有 “二 象 ”意识 ， 
那 时 的 科学 为 何 仍 能 很 好 地 发 展 ?” 我 们 说 这 正好 说 明 ， 虽 然 二 象 性 结构 特征 在 微 
观 和 宏观 世界 是 不 可 回避 的 ， 但 在 中 观 ( 近 代 自 然 科学 世界 ， 是 可 以 略 去 虚 象 
( 因 这 时 的 虚 象 所 占 比重 很 小 ) 而 只 近似 地 考虑 其 实在 〈 实 象 ) 一 面 的 . 因此 这 时 
作 这 种 近似 是 可 以 的 . 过 去 我 们 是 不 自觉 (凭借 “自然 ") 地 这 样 做 了 ,也 成 功 了 ， 
但 在 宏 微 观 世 界 ， 阴 阳 二 象 的 权重 比 更 接近 了 ， 再 继续 这 样 就 不 行 了 . 这 就 是 已 
有 的 实事 . 特别 地 ， 如 今 科学 已 进展 到 在 宏 、 微 、 中 观 上 都 需要 承认 二 象 性 原理 
的 时 期 . 

一 旦 把 二 象 性 上 升 成 意识 ,形成 二 象 性 思维 ， 必 将 有 助 于 能 力 的 提高 ,比如 
我 国 工程 师 曾 用 二 象 性 观点 认识 土壤 结构 ， 看 到 了 土壤 结构 中 也 始终 存在 着 空间 
《 虚 ) 的 部 分 ,以 此 原理 创造 出 了 更 好 的 对 付 滑坡 、 防 塌 的 技术 设施 ; 科学 家 还 据 
二 象 原 理 在 计算 机 科学 中 提出 了 软件 、 硬 件 概念 ， 不 能 不 说 对 其 发 展 起 到 了 促进 
作用 ， 软 、 硬 概念 在 现代 科学 分 类 上 也 起 到 了 积极 作用 . 

特别 地 ， 不 能 不 说 “阴阳 论 ” 是 整个 东方 哲学 的 精 散 ， 它 之 所 以 有 如 此 大 的 
威力 ,根本 在 于 它 揭示 出 了 客观 世界 的 “二 象 ” 本质, 它 将 永远 正确 , 可 以 说 “二 
象 论 ” 只 不 过 是 站 在 现代 科学 环境 对 它 的 发 展 与 丰富 罢了 . 

总 之 ， 可 以 说 客观 世界 不 管 是 从 宏观 、 中 观 、 微 观 ， 还 是 从 科学 的 、 生 活 的 
角度 , 都 已 广泛 地 “承认 ”了 (显示 出 了 ) 二 象 结 构 和 对 偶 结 构 的 普遍 存在 性 . 至 
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于 为 什么 大 自然 会 有 这 种 奇妙 的 结构 ， 我 们 在 拙 著 《 大 自然 复杂 性 原理 》 中 有 过 
论述 . 基本 思想 是 ,当初 “大 爆炸 ”产生 物质 宇宙 的 同时 , 其 “基本 粒子 ( 实 象 )” 
即 有 了 “ 场 ”( 虚 象 ) 特征 ， 从 而 一 开始 就 有 了 基本 的 “二 象 ”结构 ， 且 其 “ 场 ” 
又 表现 出 具有 了 吸 、 斥 作用 的 “ 正 、 负 二 象 间 互 动 ”机 制 . 此 后 ， 按 康德 的 “二 律 
背 反 ”原理 ， 在 其 《136 亿 年 ) 演化 过 程 中 ， 正 是 这 一 基本 的 “二 象 ” 机 制 使 宇 
宙 变 得 越 来 越 复杂 了 ， 包 括 物质 宇宙 的 属性 空间 ， 如 逻辑 、 运 动 等 都 具备 了 这 一 
“二 象 ” 性. 这 就 是 现在 看 到 的 充满 整个 客观 世界 的 “二 象 ”结构 特征 ,也 都 是 符 
合 现代 宇宙 学 实证 结论 的 数学 是 大 自然 的 产物 ,，“ 二 象 论 ” 对 它 当 然 也 不 例外 . 


第 三 节 ”对立 统一 律 与 完全 空间 论 


一 、 完 全 空间 概念 的 引入 


至 此 我 们 已 经 看 到 ， 科 学 进入 20 世纪 末 ， 在 物理 学 和 数学 中 分 别 认识 到 的 
“二 象 原理 ”和 “对 偶 原理 ”原本 就 是 客观 世界 普遍 存在 的 同一 个 结构 规律 ,也 就 
是 产生 于 19 世纪 末 的 辩证 逻辑 认识 到 的 “对 立 统一 律 (原理 )”, 同时 它 也 是 中 国 
古典 哲学 中 提出 的 “ 阴 、 阳 说 . 这 是 因为 尽管 它们 各 自 的 提 法 不 同 ， 但 其 概念 都 
有 个 根本 的 共同 特征 〈 见 二 ). 它们 之 所 以 有 不 同 的 提 法 , 是 因为 各 自 的 研究 是 独 
立 的 ， 且 研究 的 角度 和 特色 也 不 同 . 物理 学 源 自 自然 界 物质 微粒 的 研究 ， 所 以 更 
多 的 是 描述 其 虚实 二 象 ; 数学 源 自 对 抽象 空间 的 研究 , 所 以 能 更 多 地 表述 其 虚 (对 
偶 ) 空间 与 实 〈 原 象 ) 空间 的 泛 函 关系 和 映射 特征 . 不 过 出 于 数学 的 严密 性 ， 它 
仅 对 具有 线性 特征 的 空间 或 局 部 问题 作出 对 偶 描 述 ， 而 对 一 般 的 非 线 性 空间 尚未 
能 作出 如 此 漂亮 、 简 洁 、 深 刻 的 描述 ， 剩 下 的 只 能 靠 我 们 的 思维 去 作 推 广 了 . 至 
于 哲学 ， 具 体 说 是 其 辩证 逻辑 ， 则 来 自 对 大 自然 的 认识 论 研 究 ， 侧 重 于 把 观察 对 
象 作 为 一 个 完整 的 “系统 ， 去 认识 它 的 “矛盾 ”和 “统一 ”两 面 . 

总 之 , 综合 上 述 各 种 提 法 , 已 经 看 到 ,原来 物理 学 的 “二 象 ” 论 , 数学 的 “对 
偶 ” 论 和 哲学 的 “阴阳 ” 论 、“ 对 立 统一 ” 论 皆 系 各 自 独立 对 同一 个 大 自然 的 同一 
结构 特征 的 某 种 刻画 ， 因 此 现在 可 以 给 出 一 个 统一 概念 . 

定义 4.5 (完全 空间 )” ”对 一 个 系统 当 从 虚实 二 象 或 说 对 偶 二 象 抑或 说 对 立 
统一 两 面 去 考察 其 结构 特征 时 ,该 系统 称 为 一 个 完全 系统 或 (系统 的 ) 完 全 空间 .或 
说 系统 的 完全 空间 是 由 “二 象 ”构成 的 ， 二 象 间 具有 对 偶 性 和 对 立 统一 特征 . 


QD 这 里 取 “ 完 全 空间 ”是 为 了 回避 “完备 空间 ”的 严格 性 和 人 为 性 ( 见 第 二 节 的 注 ) . 
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二 、 完 全 空间 中 对 偶 二 象 的 特征 认识 


1. 对 偶 二 象 的 互补 性 

所 谓 互补 即 合作 或 协同 ， 由 于 虚实 二 象 具有 各 自 独立 的 、 不 可 兰 代 的 功能 ， 
这 时 的 “协同 ”将 显 出 更 强 的 功效 ， 犹 如 弓 与 箭 的 关系 .这 是 因为 系统 的 “完全 
空间 ”结构 是 自然 结构 ， 它 本 身 就 是 在 自然 意义 下 的 最 优 (所 谓 “ 天 衣 无 缝 ”) ， 
所 以 系统 自然 的 “一 象 ” 结 构 是 一 种 最 优 匹配 ， 它 们 的 功能 “互补 ”就 是 自然 的 
了 .这 就 是 玻 尔 在 量子 理论 中 说 的 “互补 原理 ”的 广泛 存在 性 ， 也 是 系统 论 中 肯 
定 了 的 “系统 元 素 间 围绕 着 共同 目标” 的 互补 性 ”, 因此 这 已 是 得 到 共识 的 原理 ， 
不 必 多 作 和 解释 . 

当然 这 里 作 的 只 是 认识 论 的 解释 ， 至 于 “互补 性 ”的 本 原 论 认识 尚 谈 不 上 ， 
从 实证 论 角度 说 还 是 个 谜 

2. 完全 性 

一 个 完全 空间 的 完全 性 是 指 其 整体) 功能 将 比 它 的 对 侦 二 象 分 别 的 功能 之 
和 更 强 . 比如 ， 复 数 域 (x,iy) 是 个 完全 系统 ， 不 仅 数 的 运算 在 其 上 得 以 “完全 ”， 
数学 上 许多 在 实数 域 上 难以 解决 或 解决 不 了 的 问题 ， 包 括 一 些 诡辩 问题 ， 纳 入 复 
数 域 后 即 能 解决 ， 一 个 熟知 的 例子 是 ， 欧 拉 当 初 证 明 n 次 多 项 式 必 有 个 根 的 结 
论 即 必须 在 复数 域内 才能 得 到 . 又 如 , 级 数 一 = 六 (-Dx* 仅 在 | 风 <1 内 才 收 敛 ， 


1+x? 
1 


这 在 实数 域内 难以 理解 ， 一 旦 纳入 复数 域 即 立 刻 清楚 了 , 原来 x= 革 是 了 3 


的 奇 


又 ， 诸 如 调和 分 析 、 拉 普 拉 斯 变换 、Z- 变 换 等 若干 方法 中 的 关键 ， 即 引入 虚 
象 因 子 (从 微观 到 宏观 ) 作 分 析 〈 例 见 第 八 章 第 四 节 ) . 

此 外 ， 比 如 我 们 抓 工 作 时 的 “虚实 并 举 ” 也 表明 ， 抓 完全 系统 比 仅 抓 其 一 象 
的 效果 来 得 好 、 来 得 全 面 ， 这 也 是 “完全 性 ”的 表现 . 

用 古典 哲学 说 法 ， 完 全 性 就 是 “阴阳 合璧” 功能 . 完全 性 也 有 别 于 数学 中 完 
备 性 与 运算 封闭 性 ， 尽 管 它们 也 有 类 似 之 处 . 

特别 地 ， 从 系统 论 角度 可 说 ， 完 全 性 即 “ 完 全 空间 功能 > 对 偶 二 面 分别 功 能 
之 和 ”. 这 就 是 有 名 的 “1+1>2 原理 ”. 换 句 话说， 完全 空间 的 完全 性 是 其 互补 性 
的 又 一 提 法 . 

3. 对 立 统 一 性 . 

对 立 统 一 性 ， 即 二 象 间 同 时 存在 对 立 和 统一 两 个 矛盾 方面 ， 亦 即 “ 既 对 立 又 
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统一 ”. 这 是 对 偶 二 象 间 一 种 功能 表现 ， 实则 “对 立 产生 动力 , 统一 产生 进步 ” 缺 
一 不 可 . . 
因为 “完全 空间 ” 必 完 全 地 含有 对 偶 二 象 ， 而 据 辩 证 逻辑 , “对 偶 ” 二 象 间 
必 同 时 具备 对 立 性 和 统一 性 . 只 是 我 们 更 应 看 到 ,“ 对 立 统一 性 ”不 仅 表现 在 社会 
系统 中 如 此 ,在 自然 系统 中 也 如 此 . 比如 ， 微观 粒 子 内 有 一 种 斥 ( 弱 场 )、 吸 〈 强 
场 ) 功能 ， 正 是 这 一 功能 使 之 保持 着 一 种 虚实 结构 才 不 至 于 使 粒子 的 质量 乃至 物 
质 的 质量 集中 (塌陷 ) 至 “一 块 ” 或 任意 排 散 开 去 . 又 如 ， 一 个 组 织 系 统 中 团结 
固然 重要 ， 但 车 没有 了 监督 机 制 或 反对 意见 ， 它 仍然 难以 兴旺 . 这 些 都 说 明 一 个 
系统 的 “完全 性 ”( 对 立 统一 性 ) 的 重要 意义 ， 

4. 完全 空间 的 稳定 性 

一 个 完全 空间 , 当 其 对 偶 二 象 达到 某 种 “均衡 ”状态 时 ,， 称 该 系统 产生 了 “ 稳 
定 ”. 这 里 只 是 说 完全 空间 有 达到 稳定 状态 的 可 能 , 亦 即 存在 对 偶 双 方 达 到 均衡 状 
态 的 可 能 . 它 既 表 明 这 种 稳定 是 有 条 件 的 ， 又 表明 仅 有 一 象 的 《不 完全 ) 系统 不 
可 能 产生 这 种 稳定 . 对 此 也 可 作 形 式 化 的 讨论 ， 留 到 “三 、1” 段 . 

例 14 一 对 夫妻 是 一 个 完全 系统 ， 有 人 总 结 出 “老夫 妻 间 性 格 协同 ” 律 ， 亦 
即 如 果 知 道 了 一 个 成 年 人 的 为 人 和 性 格 特征 ， 那 么 他 (她 ) 的 “对 偶 ” 也 大 致 如 
此 . 这 也 是 系统 的 二 象 间 达 到 一 种 统一 、 均 衡 或 稳定 状态 的 表现 吧 ， 否 则 该 系统 
早 就 破裂 了 . 

5. 对 称 与 守恒 、 破 缺 与 涨 落 

对 称 概念 十 分 丰富 ， 在 数 、 理 、 化 、 生 中 根据 不 同 对 象 ， 存 在 多 种 提 法 . 归 
结 起 来 可 分 作 几 何 〈 显 ) 对 称 和 函数 ( 隐 ) 对 称 . 它们 又 可 归结 为 “一 种 映射 的 
不 变性 ”、“ 某 种 导数 或 变 分 为 0 的 状态 ”等 ， 所 以 又 叫做 稳定 “性 ”、 均 衡 “ 性 ”、 
守恒 “性 ”在 理论 物理 上 有 个 “对 称 守恒 律 ”; 著名 女 数学 家 ,近世 代数 之 父 Nother 
也 证 明 “ 有 对 称 必 有 和 守恒”. 广义 地 还 可 说 “对 称 ” 也 是 完全 系统 中 对 偶 二 象 达 到 
的 一 种 均衡 状态 .“ 三 、1” 的 讲述 将 表明 ， 对 称 二 象 的 稳定 状态 也 是 一 种 映射 的 
不 变 点 ， 因 此 它 也 是 完全 空间 的 稳定 性 原理 在 物理 学 上 的 一 种 体现 . 借 此 可 进 一 
步 理 解 到 , 当 对 称 产生 破 缺 时 稳定 性 即 受到 破坏 , 这 时 对 偶 二 象 间 将 产生 动荡 ( 失 
稳 ) ， 这 就 是 系统 论说 的 涨 落 ， 也 叫 互 胀 ， 目 的 是 “寻求 ”新 的 均衡 、 新 的 稳定 ， 
实 属 自然 . 须知 涨 落 并 不 都 是 坏事 , 一 个 系统 的 进化 与 进步 都 需要 首先 打破 平衡 、 
产生 对 偶 的 破 缺 (不 稳定 ) ， 从 而 产生 涨 落 ， 进 而 达到 新 的 更 先进 的 稳定 态 . 

6. 二 象 互 根 

注意 到 在 数学 的 对 偶 向 量 空 间 中 ， 对 偶 二 空间 仅 在 “原点 (根部 )” 是 共同 
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(互相 重合 ) 的 .在 此 点 以 外 将 不 再 有 重合 点 ， 
如 图 4.8 中 向 量 空间 (a,a) 与 (xz) 对 偶 . 看 
来 似乎 两 个 系统 都 在 一 个 空间 ， 但 比如 图 中 \e; 
的 m 点 , 它 在 两 个 坐标 系 下 的 坐标 即 有 质 的 六 
不 同 ， 量 纲 也 不 同 ， 所 以 不 能 说 (x,%) 空间 AN 
的 m 也 是 (@,a,) 空间 的 m. 实际 上 m 对 应 到 、 
(ca,a) 空间 即 成 了 mr 点. 总 之 我 们 说 , 对 侦 
二 空间 的 元 素 在 本 质 上 是 不 同 的， 它们 只 在 
原点 才 有 重合 、 才 能 相通 . 若 要 从 一 个 空间 “ 走 ” 到 另 一 空间 只 有 先 到 达 原 点 才 
能 转 过 去 . 车 把 原点 叫做 “ 根 ”， 则 说 该 对 侦 二 象 “ 互 根 ”， 由 此 推广 地 看 ， 一 般 
完全 空间 中 对 偶 二 象 间 也 有 此 “ 互 根 ”实质 .同时 可 看 到 它 与 哲学 上 说 的 “阴阳 
互 根 ”概念 也 有 共通 之 处 , 特别 地 , 它 还 启示 我 们 比如 隐 式 方程 F(y,8) = 0 中 变量 
y 空间 与 参 变量 8 空间 不 是 “ 互 根 ” 或 不 只 是 “ 互 根 ”的 . 

此 外 , 客观 世界 还 存在 二 象 的 层次 结构 、 二 象 的 复合 结构 等 , 不 再 一 一 列 述 ， 
有 兴趣 的 读者 可 作 独 立 思 

注 : 还 有 这 样 的 问题 ， 生 洁 中 常见 油灯 在 熄灭 前 的 反照 、 黎 明 前 的 黑暗 、 大 
楼 统一 熄灯 时 的 回 光 、 拧 紧 细 流 的 水 龙头 时 产生 的 反 冲 、 暴 风雨 前 的 平静 、 生 物 
死 前 的 “ 回 光 反 照 ” 等 现象 ， 这 是 为 什么 ? 也许 属 于 二 象 转 换 时 ， 互 根性 引出 的 
一 种 特殊 情形 ， 看 来 它们 表现 出 了 二 象 结 构 间 一 种 内 在 规律 ， 这 在 能 量 意义 下 我 
们 在 另 著 中 把 它 叫 做 “ 绳 端 原理 "， 也 值得 从 “二 象 论 ” 角 度 去 发 振 它 的 机 理 . 
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三 、 完 全 系统 中 二 象 “互动 ”关系 的 描述 〈 几 个 模型 例 ) 


观察 表明 ， 任 一 “完全 系统 ”的 二 象 都 不 是 绝对 均衡 〈 对 称 ) 的 ， 而 是 存在 
着 对 称 的 “ 破 缺 ”( 非 完全 性 ) ， 表 现 为 系统 对 外 的 开放 性 和 对 内 的 二 象 “ 互 动 ” 
现象 等 ， 那 么 这 种 互 胀 的 能 量 (或 说 动力 ) 从 何 来 ? 根本 上 说 是 来 自 开放 系统 外 
的 能 量 输入 或 信息 输入 .因为 一 切 非 人 为 系统 〈 空 间 ) 中 除了 “大 宇宙 ”是 个 最 
大 的 完全 空间 (甚至 完备 空间 ) 外 , 任何 一 个 完全 系统 以 外 都 还 有 空间 , 互 为 “ 邻 
域 系 统 ”， 同 时 也 通过 邻 域 而 相互 交换 能 量 (信息 ). 还 容易 观察 到 ， 一 个 完全 系 
统 的 “有 机 性 ” 越 强 ， 则 其 二 象 互 胀 就 越 频 繁 、 越 复杂 . 

基于 上 述 认 识 和 “二 ”中 对 完全 系统 的 特征 认识 ， 我们 对 此 给 出 如 下 几 种 形 
式 化 描述 . 
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1. 对 偶 二 象 间 涨 落 模型 
ds . dH 、 、 
记 完 全 空间 B=(S, 及 )( 实 象 、 虚 象 )， S= H= 则 据 已 有 的 认识 ， 
可 表 出 5, H 间 的 动态 关系 为 


S=f(S,H)+e 
H=g(S,H)+e, 
其 中 e 为 来 自 环境 ( 邻 域 ) 的 +(-) 能 量 ， 从 控制 论 角 度 讲 也 叫 控制 项 . 
进一步 可 表 为 
[GD DD 
g(S,H)=r(b-H)g(S,H) 
其 中 a,5b 分 别 为 5S, 达 均 衡 (对 称 ) 时 的 当量 值 ; 4,r 分 别 为 调节 系数 ， 
特别 地 ， 一 般 的 外 来 信息 输入 不 一 定 在 二 象 间 同时 产生 . 比如 可 令 e =0， 
同时 车 特别 地 取 = 五 ，g; =S ， 则 模型 可 简化 成 


| =Aa-S)H+e =e@ +AhaH -ASHEe +t+aH-ASHEP 


、 1 (4.10) 
H=r(b-H)S=rbS-rSH 2bS-rsH #0 


这 是 个 可 以 运算 的 二 阶 常 微分 方程 组 (经典 的 自治 动力 系统 ). 
如 图 4.9 所 示 ， 在 (3, 刀 ) 完 全 空间 画 出 式 〈4.10) 的 竖 直 等 倾 线 P=0 和 水 平 


等 倾 线 O=0， WH 的 交点 为 


N=(0,-e/g 及 M =(5,,H,)= Er 4 


ip rr 

由 于 实践 中 应 有 及 ,5 >0，,， 所 以 M 是 二 象 间 
的 最 终 均衡 点 〈 即 二 象 对称 点 或 自 组 织 均 衡 
点 )， 亦 即 “ 二 、3 ”中 说 的 稳定 状态 .再 表 
出 各 区 域内 的 方向 场 ， 如 图 4.9 所 示 ， 即 可 
大 致 定 出 该 完全 系统 (4.10) 二 象 间 的 动态 
( 自 组 织 ) 过 程 ， 如 图 中 轨 线 族 所 示 ， 由 于 
模型 不 够 精细 ， 尚 未 表 出 典型 的 涨 落 特征 ， 
不 过 仅 此 足见 一 斑 ， 此 属 常 微 分 方程 定性 理 
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论 〈 又 叫 几 何 理论 ) 的 应 用 . ? 

特别 地 ， 在 二 象 观点 下 ， 一 个 系统 与 其 环境 ( 邻 域 ,也 是 个 系统 ) 间 也 构成 
一 个 二 象 的 完全 系统 ， 这 时 环境 即 作 为 原 系 统 ( 拙 作 “ 邻 域 系统 论 ” 中 称 作 “ 核 ” 
空间 ) 的 对 侦 空 间 . 

2. 有 机 体 对 环境 的 适应 性 描述 

记 “ 完 全 系统 ”E= (一 个 有 机 体 ， 环 境 ) = ( 核 空间 ， 对 偶 空 间 ) ， 换 句 话 
说 EE 就 是 一 个 开放 的 有 机 体 . 

特别 当 仅 考虑 在 某 种 环境 信息 下 ,“ 核 ” 受 这 种 信息 持续 作用 后 的 改变 规律 
时 , 可 以 把 “ 核 ” 与 环境 的 作用 考虑 为 一 对 对 侦 场 的 作用 , 记 此 对 偶 场 为 E(u,v) ， 
这 里 x 表现 为 维护 原 有 系统 稳定 状态 的 功能 ，v 则 是 外 来 的 改变 u 原 有 状态 的 
功能 . 

这 时 可 把 u,v 间 的 相互 作用 视 为 扩散 反应 机 制 , 只 是 这 里 应 视 扩 散 为 扩张 (加 
强 自身 的 努力 ) ， 因 此 可 参照 扩散 反应 方程 ， 取 模型 的 基本 形式 为 


u, taViu= f(xt, uv), uu=ux,t), v=vx,t), xeR” 
v, +aViv= g(x,t, u,v), uU=u(x,t), v=v(x,!), xeR” 
边 值 :n 到 二 和 0， v=0, 1>0, xeoR” (4.11) 
Ox Ox 
初 值 :u(0,x)=u(x)，v(0,x)=w(x),， 1>0，xeoR” 

( 左 端 第 二 项 为 扩张 项 ， 右 端 f,g 为 反应 项 ，60 为 边缘 算 子 ). 但 由 于 v 中 不 考虑 
其 信息 载体 ， 所 以 可 认为 v 没 有 能 动 性 ， 因 此 认为 扩散 反应 机 制 仅 在 wu 内 进行 ， 
于 是 这 时 模型 可 简化 为 

2 +aV = f(x,t, u,v) (条 件 同 (4.11), 免 记 ) 

边 值 :+ 公 +mu=0 (4.11) 

Ox 

初 值 :wu(0,x) = w(x) 

此 外 ， 既 然 是 场 的 相互 作用 也 可 参照 麦克 斯 韦 方 程 ， 取 模型 的 基本 形式 为 


utaV v= f(x,t,u,v), xeR” (1) 

2 

Y, +aV iu 二 g(xX,L, u,v) 四 
divz = 0, 

边 值 : | UY 1t>0, xeoR” (4) 
divv=0, 


QD 有 兴趣 者 可 参见 { 常 徽 分 方程 几何 理论 与 分 支 问题 》 张 锦 炎 著 ， 
93 


并 同样 出 于 (4.11) 的 考虑 ， 可 仅 取 方程 (1)、(3) 作为 我 们 的 模型 ( 注 : 鉴于 模 
型 的 近似 性 ， 描 述 同 一 对 象 的 模型 应 具有 非 唯一 性 ， 这 点 也 体现 在 这 里 了 ) . 

对 于 该 两 类 模型 〈 偏 微分 方程 初 边 值 问题 或 边 值 问 题 ) ， 具 体 求解 较 难 ， 但 
数学 已 能 判定 其 解 的 存在 唯一 性 .特别 已 能 判定 在 较 平凡 的 条 件 下 ， 当 :一 o ， 
其 解 将 收敛 到 均衡 状态 . 此 即 E 中 u,v 达到 的 新 的 自 组织 均 衡 (对 环境 的 适应 ) 
状态 . 

3. 两 个 完全 空间 的 相互 作用 例 

上 面 讲 到 的 完全 系统 E=(w,v) 中 ， 未 考虑 环境 信息 v 的 载体 ， 现 在 车 考虑 了 
v 的 载体 ， 并 简化 地 考虑 为 “一 个 ”载体 ， 则 问题 即 化 为 两 个 完全 系统 间 的 作用 . 
显然 它们 是 通过 各 自 的 对 偶 《〈 虚 ) 空间 彼此 作用 的 . 这 类 问题 和 现象 在 科技 生活 
中 是 常见 的 ， 比 如 电磁 感应 即 是 两 场 闻 的 相互 作用 ; 博弈 竞争 、 比 赛 也 是 这 类 问 
题 . 这 时 若 竞 赛 双 方差 距 较 大 ， 则 表现 为 各 自 的 “ 核 ” 间 对 抗 ， 车 势均力敌 ， 则 
表现 为 各 自 的 对 偶 象 ( 场 ) 间 的 比较 ， 诸 如 所 谓 “ 靠 心理 取胜 ”、“ 靠 气势 压 住 对 
方 " 或 说 “ 靠 运气 取胜 ” 皆 属 后 一 情形 . 在 世界 级 决赛 中 即 经 常 表现 为 后 一 情形 .又 
如 医学 上 有 一 统计 报告 称 “生活 在 一 起 的 女性 ， 其 经 期 将 趋 于 同步 ”( 载 于 《20 
世纪 的 23 项 突破 》， 有 中 译本 }, 显然 这 也 属于 我 们 这 里 提出 的 问题 . 特别 地 , 我 
们 来 看 看 : 

例 15 相 邻 单 摆 能 趋 于 同步 问题 的 讨论 . 

在 惠 更 斯 时 期 ， 一 钟表 区 偶然 发 现 两 个 挂钟 放 在 一 起 时 ， 它 们 总 要 趋向 同步 
摆动 . 后 来 科学 进一步 发 现 ， 任 两 系统 间 ， 只 要 有 这 种 频率 竞争 就 都 将 趋向 一 个 
可 公 度 的 运动 一 一 频率 比 趋 于 有 理 数 ， 且 把 这 种 运动 轨道 叫做 锁 相 轨道 (phase 
locking) ， 并 找 出 了 相应 的 模型 表述 ， 即 微分 方程 


a0+ PO+rsing = A+Bcosowt 
上 只 是 对 该 类 方程 的 解 的 讨论 比较 复杂 ， 直 到 现代 还 未 成 熟 ， 我 国学 者 对 此 也 有 研究 . 
现在 让 我 们 仍 回 到 单 摆 ， 以 一 种 简单 方式 对 其 作 定 性 认识 . 首先 ， 根 据 单 摆 
运动 方程 可 有 两 单 摆 的 运动 方程 组 


其 中 总 本 1 含义 自明 ， 这 里 只 是 多 了 w, a, ， 它 们 分 别 表 摆 锤 (质量 为 m, m, ) 在 
摆动 时 所 产生 的 “ 场 ”的 相互 作用 系数 (一 种 当 莽 ) . 这 是 因为 考虑 到 相 邻 两 钟 只 
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能 通过 这 种 “ 场 ”来 作用 〈 即 认为 其 中 有 因 两 摆 在 运动 中 距离 改变 所 引起 的 引力 
场 改变 所 起 到 的 作用 ) ， 同 时 它 是 一 种 弱 的 持续 作用 ， 所 以 wm,w 应 该 是 一 种 小 参 
量 ， 而且 分 别 还 是 其 间距 离 和 质量 m 或 m 的 函数 ， 同 时 m 愈 大 ，a 也 愈 大 . 

这 时 比如 对 前 式 (二 阶 线性 微分 方程 》 可 有 其 特征 方程 


和 = 一 4 
m, 
即 1 ， -sa 得 到 通 解 
m, 
X=C cos a je sin 国政 (C1，C; 为 任意 常数 ) 


同 理 ， 对 第 二 个 方程 ， 有 


= Crcos ts a (CGC, CG; 为 任意 常数 ) 
| m 
其 中 FRE 分 别 为 它们 的 摆动 频率 . 


那么 它们 的 频率 可 不 可 能 变 得 相同 呢 ? 这 就 是 是 否 有 


1 [ 
让 
1 2 


的 问题 .由 于 a 与 相应 的 m 是 正比 关系 ， 同 时 w 是 小 参数 ， 可 看 做 Vm 级 别 的 ， 
这 一 来 该 等 式 即 是 可 能 的 了 . 亦 即 从 定性 看 它 至 少 不 含 矛盾 ， 这 从 又 一 个 方面 解 
释 了 相 邻 单 摆 趋 于 同步 的 可 能 性 

附 记 : 这 里 顺便 再 提出 一 些 生活 中 广 为 存 在 的 二 象 系统 作用 效果 实例 ， 也 许 
值得 欣赏 ， 比 如 人 类 和 白细胞 平均 值 ( 即 正常 值 ) 在 很 快 上 升 ， 几 十 年 内 即 增加 了 
上 千 个 单位 ， 显 然 是 人 类 对 迅速 污染 的 环境 适应 的 效果 反应 ; 又 如 传染 病 医 院 医 
生 少 患 传染 病 ， 为 什么 2 据 医 生 自 己 说 并 不 因为 他 们 重视 了 消毒 ， 而 是 环境 对 他 
们 起 了 “疫苗 ”作用 ; 生活 苦 的 人 身体 “ 贱 "， 生 活 优 裕 的 人 身体 “ 媳 "， 过 分 讲 
卫生 的 人 身体 反而 不 好 ( 据说 歌星 邓丽君 是 个 “ 洁 避 ”但 40 岁 即 殖 于 一 场 感冒 . 又 
日 本 人 爱 洁 如 命 , 视 “ 脏 ”如 “ 罪 ”， 是 世界 最 讲 卫生 的 民族 ， 却 被 列 为 “抵抗 力 
排行 榜 ” 倒 数 第 一 ); 又 有 资料 说 , 战争 期 间 女 人 生 的 男孩 多 于 女孩 . 同时 ,从 大 
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的 范围 来 讲 ， 比 如 一 个 民族 的 文化 、 风 俗 的 形成 以 及 古今 共识 的 “ 近 朱 者 赤 、 近 
墨 者 黑 ” 定 律 都 说 明了 这 类 现象 ， 它 在 生活 中 可 算 比 比 辟 是 ， 举 不 胜 举 ， 这 并 非 
偶然 ， 原 来 引出 自 一 种 豆 古 民有 的 “二 象 对 偶 ” 原 理 . 


四 、 对 “ 软 科学 上 时代” 说 的 认识 


最 后 作为 一 个 应 用 例 , 我 们 来 认识 一 下 , 人们 把 现代 科学 的 一 大 特征 叫做 “ 进 
入 了 软 科 学 时 代 ”， 这 是 为 什么 ? 

首先 ， 我 们 说 它 表 明科 学 界 和 整个 社会 已 广 为 接 受 事物 的 “ 软 、 硬 ”二 象 结 
构 观 点 . 

其 次 ， 是 因为 科学 进入 现代 以 来 ， 自 然 科 学 和 工程 技术 科学 这 样 的 “ 硬 ” 科 
学 与 社会 科学 这 样 的 “ 软 ” 科 学 间 形 成 的 边沿 科学 、 综 合 学 科 莲 勃兴 起 ， 诸 如 系 
统 科 学 、 管 理科 学 以 及 软 科学 、 运 筹 学 等 , 显示 出 了 硬 科学 与 软 科学 的 相互 渗透 、 
相互 结合 特征 . 

再 则 ， 科 学 进入 现代 以 来 ,“ 硬 科学 ”本 身 也 纷纷 进入 哲学 的 或 数学 的 抽象 
研究 阶段 . 比如 计算 机 科学 的 软 象 强 于 硬 象 、 理 论 物 理 进 入 哲学 与 数学 研究 的 现 
状 等 都 表明 了 这 点 . 即使 生物 学 也 如 此 . 又 如 机 械 业 发 展 起 了 柔性 加 工 以 及 建筑 
业 考 虑 “以 柔 克 刚 、“ 软 性 防震 ”如 此 等 等 也 都 表明 ， 科 学 进入 现代 ， 各 学 科 都 
开始 了 它 的 软 性 这 一 面 的 研究 . 

尚 需 说 明 的 是 ， 称 现代 进入 了 “ 软 科学 时 代 ” 并 非 只 重视 软 的 研究 ， 亦 非 这 
时 科学 都 变 得 只 有 软 象 了 ， 首 先 应 该 看 到 一 切 科学 包括 所 谓 硬 科学 皆 与 一 切 事物 
一 样 ， 从 来 都 有 着 “二 象 ”合成 的 完全 空间 结构 ， 只 是 不 同 的 事物 在 不 同 的 发 展 
阶段 ， 其 二 象 间 的 比重 不 同 而 已 . 所 谓 “ 硬 科学 ”莫非 是 它 的 软 象 弱 于 硬 象 ， 以 
致 可 以 忽略 其 软 象 . 那么 现在 则 是 在 原 有 二 象 间 加 大 了 对 其 软 象 的 重视 程度 ， 加 
大 了 软 象 的 比重 ， 注 意 到 了 同时 从 “ 软 、 硬 ”二 象 去 研究 ， 有 利于 新 的 突破 . 

所 以 , 所谓 “ 软 科 学 时 代 ” 特 征 充分 体现 了 本 节 的 “完全 系统 ”观点 . 从 而 ， 
本 节 的 “完全 系统 ”观点 是 能 更 好 地 认识 当前 这 一 时 代 特 征 的 . 


第 四 节 “系统 学 二 象 论 ”概述 


本 章 前 三 节 中 在 认识 数学 的 同时 ， 也 算是 从 “数学 ”角度 引出 了 有 关 “ 二 象 
系统 ”概念 的 一 些 相关 认识 . 本 节 则 直接 从 “系统 学 ”角度 给 出 “系统 二 象 ” 概 
念 及 其 相关 理论 简 述 . 目的 是 为 了 让 读者 能 尽早 树立 “二 象 ”意识 ， 以 便 用 此 更 
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高 视觉 去 认识 以 后 各 章 内 容 ， 并 将 在 此 基础 上 进一步 总 结 性 地 (对 整个 数学 ) 给 
出 “数学 的 “二 象 ” 机 制 揭示 ”这 一 章 . 

具体 说 ， 从 “二 象 ”角度 看 ， 前 三 节 的 逻辑 结构 是 : 通过 对 《线性 泛 函 》 中 
线性 空间 闭 的 “对 偶 空间 ”XX" 认 识 , 推广 至 一 般 空间 ( 仍 记 为 7) 及 其 对 偶 空间 
(XX'") 的 认识 (第 一 节 ). 进一步 提升 到 一 般 系 统 的 “二 象 ” 性， 并 从 数 、 理 、 哲 
和 社会 等 多 方面 作出 “二 象 ” 认 识 〈 第 二 节 ). 最 后 提出 并 讨论 了 “完全 系统 ” 
(XX,X") (第 三 市 ). 

那么 ， 本 节 拟 在 上 述 认 识 基础 上 ， 直 接 从 系统 科学 出 发 ， 基 于 近 著 《系统 学 
二 象 论 > 基本 精神 ， 正 面谈 谈 “ 二 象 系 统 ” 概 念 及 其 相关 理论 . 


一 、 问 题 的 引入 


已 知 系统 科学 诞生 以 来 对 其 “系统 ”定义 (描述 性 定义 ) 有 过 数 十 种 之 多 ， 
但 至 今 没 有 一 种 定义 得 到 流行 . 究 其 原因 主要 在 于 它们 多 是 些 直观 描述 ， 缺 乏 深 
度 思考 、 缺 乏 本 质 揭示 . 

我 们 在 几 十 年 的 系统 科学 研究 与 应 用 中 ， 经 多 次 修改 终于 形成 一 套 自 认为 较 
成 功 的 定义 ( 见 “ 二 ”). 这 里 事先 交代 一 下 其 基本 思路 也 许 不 无 神 益 ， 

我 们 认为 人 们 通常 的 分 析 特 征 是 “平面 ” 式 的 ， 诸 如 条 条 、 块 块 、 分 割 、 纵 
横 、 网 络 、 扩 张 、 移 植 、 线 索 、 外 延 等 术语 ， 都 在 一 定 程度 上 具备 着 这 一 思维 模 
式 , 可 把 它 叫 做 “平面 思维 ”. 虽然 也 时 有 所 谓 升华 、 深 入 、 层 次 等 “ 竖 向 性 ” 术 
语 ， 但 由 于 没有 上 升 到 “意识 ”和 “ 悟 ” 的 层次 上 来 ， 思 维 仍然 是 压抑 的 、 附 着 
在 平面 上 的 ， 未 能 爽朗 地 作为 一 维 “ 坚 向 空间 ”来 展开 

把 在 “平面 思维 ”基础 上 作 竖 向 (垂直 ) 地 向 上 升华 、 提 升 、 抽 象 和 (垂直 ) 
向 下 的 深入 、 深 刻 、 细 分 等 思维 特征 叫做 “ 竖 向 思维 ”. 应 该 明确 领悟 到 “ 竖 向 思 
维 ” 与 “平面 思维 ”之 间 有 质 的 差异 . 

当然 ， 正常 的 思维 应 该 是 :“ 平 面 思 维 ” 十 “ 竖 向 思维 ”"， 本 着 本 段 任务 下 面 
着 重 从 “ 竖 向 ”角度 深入 . 

带 着 这 里 “ 竖 向 ”的 抽象 意识 ， 我 们 则 明显 地 感觉 到 “系统 ”定义 中 不 能 忽 
视 其 虚 的 、 软 的 (原来 被 认为 次 要 的 ) 一 面 . 正如 说 一 幢 房 子 不 能 只 说 是 砖 构成 
的 ， 尚 不 能 忽视 其 砂浆 . 

这 时 , 再 来 观察 诸多 “系统 ”定义 时 发 现 , 一 般 都 仅 把 注意 力 放 到 系统 的 “元 
素 ”( 实 在 面 ) 上 了 ， 对 其 元 素 间 的 “关系 ”( 虚 拟 面 ) 往往 并 不 经 意 ,或 者 轻 描 
淡 写 ， 或 者 一 言 掠 过 .可 看 出 定义 者 心中 并 没有 “ 虚 、 软 ”这 一 面 的 明确 位 置 . 
由 此 ， 我 们 逐步 形成 了 “系统 ”的 〈 下 段 ) “二 象 ”定义 . 
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换言之 ， 我 们 的 “突破 ”仅仅 在 于 把 别人 放 在 桌 下 的 东西 〈 虚 拟 面 ) 明确 放 
到 桌面 上 来 而 已 ， 别 无 它 哉 . 但 是 ， 它 给 笔者 思想 上 的 武装 却 是 我 们 急于 想 分 享 
给 读者 的 . 


二 、 概 念 介绍 


定义 4.6 (直观 定义 ) ” 任 一 对 象 ， 当 我 们 认为 它 有 内 容 时 ， 就 是 个 系统 . 
定义 4.7 (科学 定义 ) 系统 (5S) 是 个 “三 元 组 ”， 记 为 


S$ 二 (目标 ; 元 素 ， 关 系 ) 全 ( 蕊 天 加 


意 即 ， 系 统 是 由 目标 、 元 素 和 关系 三 部 分 构成 的 整体 ， 领 述 为 “系统 的 元 素 六 为 
着 共同 的 目标 了 而 发 生 着 关系 F". 
这 一 来 ,“ 系 统 ” 可 形式 化 为 
S:y= f(x,a), yeY, xeX, aeX f(:,a)eF 


可 见 通常 把 任 一 数学 表达 式 叫 做 “系统 ”是 十 分 恰当 的 . (其实 ,定义 4.7 在 第 三 
章 “ 第 一 节 、 二 , 例 2” 中 也 见 到 过 .) 

定义 4.8 〈 二 象 系统 ) 任 一 系统 都 是 由 满足 如 下 诸 性 质 的 两 个 方面 构成 的 ， 
这 时 把 它 叫做 二 象 系统 ， 把 它 的 两 个 方面 叫做 二 象 . 从 二 象 角度 对 系统 的 研究 叫 
做 系统 二 象 论 或 系统 学 二 象 论 ， 简 称 二 象 论 . 

性 质 1 二 和 象 系统 的 “二 象 ”表现 为 ， 一 虚 一 实 ， 或 叫 一 软 一 硬 ， 分 别 叫做 实 
象 空间 (简称 实 象 )、 虚 象 空 间 (简称 虚 象 ) . 

性 质 2 二 象 间 同 生 同 灭 ， 犹 如 一 张 纸 的 两 面 ， 互 相依 存 ， 彼 此 映照 . 

性 质 3 二 象 间 具 有 “空间 性 ”实质 差异 . 

首先 是 它们 没有 一 一 对 应 关系 . 其 次 是 虚 象 空间 中 任 一 元 皆 系 实 象 整体 的 某 
种 〈 一 般 是 泛 函 ) 映射 . 再 则 是 虚 象 乃 实 象 的 升华 与 抽象 ， 二 象 间 居 于 “ 竖 向 ” 
上 的 层次 关系 . 

性 质 4 二 象 间 具有 “对 偶 ” 关 系 ， 即 〈 同 时 地 )“ 既 对 立 又 统一 ”关系 ， 是 
“对 立 给 系统 以 动力 ; 统一 给 系统 以 进步 ”. 

性 质 5 二 象 间 具 有 “互动 ” 机制， 即 任 一 象 的 任 一 改变 都 将 内 在 地 引起 其 
男 一 象 的 相应 改变 . 

性 质 6 二 象 间 具 有 “互补 ”关系 ， 即 任 一 象 的 缺失 或 缺少 都 将 造成 系统 的 

性 质 7 二 象 间 具 有 “适当 ”的 “权重 ” 比 ， 即 若 记 为 
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X:X =re(a-6,a+6) 


则 5 适当 小 ，0<a<1， 且 a,6 随 系 统 而 定 . 

性 质 8 系统 的 二 象 结构 是 个 “分 形 ” 式 的 多 层 结构 . 最 基本 的 是 ( 单 层 )“ 二 
象 ”, 每 一 象 又 是 个 二 象 结构 , 如 此 下 去 . 具体 “ 层 数 ” 随 系统 研究 深入 的 需要 而 定 . 

定义 4.9〈 系 统 学 ) 系统 科学 中 的 〈 对 系统 整体 做 本 原 性 研究 的 ) 基础 理论 
分 支 学 科 ， 叫 做 “系统 学 "， 

那么 “二 象 论 ” 则 是 系统 学 的 一 个 分 支 学 科 ， 所 以 也 叫做 “系统 学 二 象 论 ”. 

定义 4.10 (不 完全 二 象 系统 )” 当 系统 二 象 间 不 完全 满足 诸 性 质 ， 特 别 是 性 
质 4、 性 质 5、 性 质 6 时， 叫做 “不 完全 二 象 系统 ”. 

定义 4.11 (复合 二 象 系统 ) ” 当 一 个 系统 系 由 多 个 “不 完全 二 象 ”结构 互相 
迭 合 成 为 “完全 二 象 ”结构 时 ， 叫 做 “复合 二 象 系统 ”. 

复杂 系统 常常 是 “复合 二 象 ”的 , 比如 大 企业 机 构 的 董事 、 经 理 、 工 会 等 “三 
权 鼎 立 ” 机 制 ， 国家 机 构 的 “人 大 、 政 府 、 政 法” 结构; 政法 系统 的 “ 公 、 检 、 
法 ”结构 等 ， 乃 至 东方 哲学 中 对 自然 系统 的 “五 行 ” 说 等 丝 如 此 . 

闲 言 一 则 : 近日 在 网 上 偶 见 有 人 在 谈 到 光 的 “ 波 粒 ” 二 象 性 时 仍然 感到 对 “二 
象 ” 性 的 承认 (从 “意识 ”层次 看 ) 还 没有 到 位 ， 总 在 强调 “ 波 ” 和 “ 粒 ” 的 对 
立 一 面 . 本 质 上 说 来 还 是 脑子 里 的 空间 概念 和 空间 意识 还 没有 得 到 很 好 升华 之 故 ， 
其 实 多 作 一 点 研究 性 思考 即 会 突破 这 种 意识 障碍 的 . 


三 、 理 论 概述 


(1) 学 界 共识 : 现代 提出 的 任 一 理论 ， 氏 可 在 历史 上 找到 前 人 的 足迹 .“ 二 
象 论 ” 更 可 以 在 几乎 各 个 学 科 中 找到 前 人 的 “足迹 . 那么 ,“ 现 代 提 出 的 理论 ”， 
其 意义 就 应 该 表现 在 它 的 “时 代 高 度 ” 上 . 

我 们 认为 这 一 “时 代 高 度 ” 应 该 体现 为 : 一 要 充分 站 在 现代 科学 基础 上 来 提 
出 它 ; 二 要 充分 运用 现代 科学 工具 来 研究 它 ; 三 要 能 让 “二 象 论 ”充分 体现 现代 
科学 水 平 ; 四 要 能 让 “二 象 论 、 二 象 思 维 、“ 二 象 观 ”成 为 〈 大 ) 科学 界 的 共 
同 工 具 和 公共 修养 . 

(2) 《系统 学 二 象 论 》 仪 仅 给 出 了 概念 和 一 部 分 理论 框架 ， 还 是 一 片 新 领地 . 

一 方面 是 研究 的 “手段 ”问题 ， 这 需要 从 “数理 ”和 “哲学 ”两 个 方面 同时 
进行 ， 因 为 它 属 于 系统 学 一 一 要 求全 面 研 究 系 统 ， 这 时 仪 靠 数理 手段 是 完 不 成 任 
务 的 ,还 必须 用 哲学 来 解决 系统 的 “完全 空间 ” 减 去 “数理 领域 ”后 的 “ 余 空 间 ” 
问题 . 
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另 一 方面 是 研究 的 “内 容 ” 问 题 ， 可 扼要 地 将 其 归 为 如 下 八 个 方面 : 

Q@ 诸 “ 定 义 ”之 间 的 关系 需要 探讨 . 

@ 诸 “ 空 间 ” 的 结构 值得 研究 ， 比 如 目标 空间 、 虚 象 空间 、 元 素 空间 本 身 
的 空间 结构 需要 研究 ， 同 时 ， 相 互 之 间 的 关系 也 需要 研究 . 

图 “二 象 系 统 ”的 每 一 条 性 质 都 是 一 个 理论 ， 需 要 探讨 也 值得 探讨 .比如 
二 象 闻 “对偶 ”、“ 互 动 ”及 其 “柔性 ”的 数理 探讨 ， 也 许 是 颇具 吸引 力 的 . 

@ 系统 二 象 的 “复合 ”结构 与 “多 层 ”结构 等 ， 特 别 在 结合 到 实践 中 复杂 
系统 应 用 时 ， 大 有 研究 任务 . 

@ 进一步 的 理论 探讨 问题 ， 如 “竞争 "、“ 博 弈 ”中 的 “二 象 性 ”分 析 

@“ 二 象 思维 ”的 研究 ， 如 “ 竖 向 思维 法 ”的 建立 等 即 是 . 

QD“ 二 象 论 ” 的 应 用 研究 ， 这 更 是 一 大 领域 . 

@ 特别 地 ,以 上 是 用 数学 去 研究 二 象 系统 ,显然 也 需要 反 过 来 以 “二 象 观 ”、 
“二 象 论 ”为 工具 和 武装 ， 去 研究 数学 . 

作为 “概述 ”， 这 里 仅 示意 性 地 指出 上 述 一 些 方向 ， 进 一 步 的 待 见 第 十 二 章 
“数学 的 二 象 机 制 揭示 ”. 
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第 五 章 ”数学 的 逻辑 范畴 认识 


也 许 我 们 都 曾 发 过 问 ， 为 什么 人 类 遵循 着 同一 思维 逻辑 ?” 思维 逻辑 究竟 是 什 
么 ? 如 果 说 思维 是 客观 世界 的 反映 ， 那 么 这 个 “客观 世界 ” 指 的 是 什么 ”思维 是 
如 何 “ 反 映 ” 它 的 ? 思维 为 什么 能 “能 动 ”地 推理 ?数学 属 哪 一 逻辑 范畴 ? 这 些 
也 都 是 本 章 所 要 认识 和 回答 的 . 

本 章 将 首先 沿 着 逻辑 学 的 发 展 主 脉 ， 按 照 本 书 的 起 码 要 求 ， 回 顾 一 下 几 个 阶 
段 性 的 逻辑 分 支 ， 并 认识 一 下 它们 间 的 关系 ， 然 后 提出 我 们 对 形式 逻辑 背景 空间 
的 一 个 猜测 性 认识 ， 最 后 提出 一 个 数学 逻辑 概念 ， 并 认识 它 的 逻辑 范畴 ， 


第 一 节 ”逻辑 学 概述 


相信 吗 ， 一 个 没有 学 过 逻辑 学 的 人 甚至 一 个 文盲， 他 的 行为 和 语言 可 能 非常 
合 逻 辑 ， 仅仅 是 词汇 贫乏 一 点 或 引经据典 的 少 一 些 轩 了 . 这 是 为 什么 ?原来 逻辑 
就 是 思维 规律 ， 思 维 规律 是 伴随 着 人 类 进化 而 来 的 ， 本 原 地 存在 于 每 个 正常 人 的 
思维 活动 中 . 那么 是 否 可 说 因此 就 无 须 研究 逻辑 学 了 呢 ?” 否 ， 所 谓 逻 辑 学 系 研究 
思维 形式 、 思 维 规律 、 思 维 方 法 的 学 科 ， 简 称 为 研究 逻辑 规律 的 科学 .由 于 思维 
中 的 “逻辑 现象 ”本 身 也 是 一 种 客观 存在 ， 也 有 着 丰富 的 客观 规律 藏 在 其 中 ， 需 
要 揭示 出 来 ， 正 如 自然 科学 需要 揭示 自然 的 规律 一 样 . 因此 ， 示 辑 学 也 是 一 门 科 
学 ， 需 要 研究 它 

为 什么 要 学 逻辑 学 ? @ 逻辑 规律 能 指导 我 们 深入 地 思维 ， 比 如 参加 辩论 和 
科学 研究 等 ,当然 也 能 使 语言 尚 不 太 合 逻 辑 的 人 变 得 好 一 些 . @ 更 主要 的 是 , 逻 
辑 是 科学 的 基本 前 提 、 基 本 手段 和 试金石 ， 可 用 它 对 一 个 人 的 语言 、 一 篇 论文 、 
一 个 科学 结论 等 作出 基本 判断 .比如 一 门 新 学 科 如 果 能 在 “ 遇 辑 学 ”上 占有 一 定 
的 地 位 ， 常 常 即 容易 被 承认 为 新 的 基础 学 科 ， 比 如 不 确定 性 数学 (概率 、 模 糊 ) 
即 在 “ 排 中 律 ” 上 体现 了 它 的 特征 ， 因 而 具有 基础 学 科 的 地 位 . 

为 什么 人 们 容易 感到 逻辑 学 很 枯燥 ? 也 许 是 因为 它 既 平 凡 又 抽象 的 缘故 . 所 
谓 “平凡 ”是 认为 逻辑 就 在 自己 的 脑子 里 , 似乎 不 学 习 也 可 以 . 特别 是 未 成 年 的 、 
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尚未 走出 校门 的 学 生 ， 没 有 感受 到 加 强 自身 逻辑 修养 的 迫切 性 ， 容 易 感 到 枯燥 
所 谓 “ 抽 象 ”就 是 它 的 空间 感 、 实 在 感 不 强 ， 似 乎 只 是 平常 语言 的 分 拆 ， 且 生僻 
术语 太 多 ， 诸 如 假 言 、 选 言 、 联 言 、 主 项 、 谓 项 、 三 段 论 、 周 延性 等 ， 不 容易 在 
人 们 脑子 里 建立 起 空间 概念 . 这 对 于 人 类 多 数 是 “空间 思维 ”的 特征 来 说 ， 的 确 
不 太 适 应 . 

本 章 不 在 乎 语句 的 细 分 ， 仅 在 于 宏观 的 考察 . 据 此 要 问 ， 逻 辑 学 的 学 科 结 构 
如 何 ? 虽然 逻辑 学 历史 十 分 悠久 ， 与 哲学 同 源 ， 一 直 是 哲学 中 两 大 主流 性 学 科 (你 
辑 学 、 心 理学 ) 之 一 ， 而 且 即 使 今天 逻辑 学 已 有 越 来 越 多 的 学 科 分 支 ， 但 其 主要 
学 科 仍 然 只 有 两 门 ， 那 就 是 形式 逻辑 和 辩证 逻辑 ， 其 中 又 以 形式 逻辑 作为 主流 学 科 ， 

既然 “逻辑 ”是 对 思维 规律 的 泛称 ， 那 么 “逻辑 学 ”含义 是 什么 ? 显然 “ 逻 
辑 学 ”应 该 是 所 有 (研究 思维 规律 的 ) 逻辑 学 科 分 支 的 总 称 ， 因 而 逻辑 学 应 该 随 
着 人 类 对 思维 规律 认识 的 深化 、 扩 展 而 发 展 . 的 确 , 在 19 世纪 以 前 , 逻辑 仅 指 形 
式 逻 辑 , 因为 那 时 只 有 形式 逻辑 学 . 不 过 在 19 世纪 正式 产生 了 辩证 逻辑 以 后 直到 
今天 ， 虽 然 发 展 起 了 很 多 逻辑 学 理论 分 支 和 更 多 的 应 用 分 支 ， 但 由 于 主体 学 科 只 
是 形式 逻辑 和 辩证 逻辑 ， 所 以 今天 说 到 “逻辑 ， 仍 然 仅 表 形式 逻辑 与 辩证 逻辑 ， 
甚至 仅 表 形式 逻辑 .这 不 是 为 了 别 的 ， 只 是 表明 形式 逻辑 在 整个 逻辑 科学 体系 中 
的 重要 地 位 . 总 之 , “逻辑 学 ”概念 既 有 其 广泛 性 又 有 其 特殊 性 . 

逻辑 学 与 思维 科学 的 关系 如 何 ? 思维 科学 是 20 世纪 80 年 代 初创 立 的 (中 国 ， 
钱学森 ) ， 其 任务 是 探索 整个 精神 现象 的 规律 、 机 理 和 本 原 . 它 是 多 门 学 科 的 交叉 ， 
它 需要 综合 运用 生物 学 、 生 命 科 学 、 实 验 科 学 和 哲学 、 社 会 学 等 来 研究 思维 规律 . 
这 里 所 讲 的 思维 规律 研究 正 是 与 逻辑 学 紧密 相关 的 ， 不 过 它们 仅 具 有 互补 性 而 无 
相互 替代 性 . 比如， 思维 概念 在 思维 科学 中 即 得 到 了 推广 (包括 直觉 、 灵 感 、 省 
悟 等 所 有 精神 现象 ) 显然， 思维 科学 的 发 展 将 必然 影响 到 逻辑 学 范畴 的 扩展 ?. 


第 二 节 ”形式 逻辑 与 符号 逻辑 


一 、 基 本 概念 和 特征 


形式 逻辑 就 是 “形式 逻辑 学 ”， 又 叫 一 般 逻 辑 、 基 本 人 逻辑、 传统 逻 辑 ， 如 前 
所 述 , 也 可 直接 简称 为 逻辑 思维 、 思 维 逻 辑 或 “逻辑 学 ”. 这 是 因为 不 管 从 历史 的 
长 河 还 是 现今 发 展 的 规模 来 看 ， 形 式 逻 辑 都 绝对 居于 逻辑 学 的 主体 位 置 、 主 流 学 


@ 进一步 ,请 参见 拙 著 《 思 维 科学 引 论 》. 西 南 交通 大 学 出 版 社 ，2004 年 . 
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科 . 实际 上 如 今 的 逻辑 学 分 支 中 除了 辩证 逻辑 等 少数 分 支 外 ， 和 皆 属 形式 逻辑 分 支 
出 来 或 说 派生 出 来 的 ， 因 而 也 称 形式 逻辑 为 逻辑 学 的 “ 母 学 科 ”. 

形式 逻辑 研究 人 类 凭 其 意识 能 察觉 出 来 或 能 描述 出 过 程 来 的 那 部 分 思维 活 
动 . 具体 说 它 研究 思维 的 “形式 结构 “内 在 规律 ”和 基本 方法 . 

形式 逻辑 学 属 “ 发 现 型 学 科 ”， 而 非 创 造型 学 科 . 而 且 就 在 我 们 的 思维 活动 
中 去 发 现 , 用 我 们 自己 的 思维 去 发 现 我 们 自己 的 思维 . 也 许 这 时 我 们 会 联想 到 “ 理 
发 师 悖 论 ”". 的 确 这 时 的 研究 并 非 易 事 ， 恰 好 是 更 难 (有 兴趣 者 ， 请 继续 思考 ). 

形式 逻辑 的 特征 首先 是 “概念 化 ”"， 然 后 在 概念 基础 上 提出 命题 、 进 行 推理 、 
判断 ， 也 包括 证 明 、 辩 论 等 活动 ， 容易 发 现 ， 实 际 上 这 些 思维 活动 也 就 构成 了 人 
类 基本 的 思维 活动 , 包括 社会 生活 和 科技 活动 中 的 基本 思维 活动 . 此 外 便 是 灵感 、 
创造 、 省 悟 之 类 的 高 级 思维 活动 了 . 

形式 逻辑 的 思维 是 在 脑 内 进行 的 ， 有 个 明显 的 “ 脑 内 反映 .这 个 反映 的 机 
制 ? 就 是 大 脑 的 “概念 化 机 能 ”这 个 概念 化 “机 能 ”能 产生 一 种 映射 ， 把 客观 事 
物 “ 能 动 地 ”2 映 到 大 脑 ， 从 而 形成 一 个 概念 ， 这 时 的 “概念 ”是 已 经 脱离 了 原 
象 的 、 被 “升华 ”了 的 脑 内 模式 ， 或 叫 脑 内 信息 . 这 时 的 概念 化 机 制 就 好 比 应 用 
数学 中 模型 化 〈 建 模 ) 过 程 ， 或 比 做 计算 机 的 程序 化 过 程 . 

注意 到 “概念 化 ”也 是 整个 科学 研究 的 基本 前 提 ， 只 是 随 着 科学 的 进步 ， 这 
种 概念 化 可 能 表现 为 更 加 先进 的 形式 与 模式 罢了 . 


二 、 形 式 逻 辑 的 基本 内 容 


逻辑 是 思维 ， 思维 以 语言 来 表达 ， 所 以 逻辑 学 以 语言 的 分 拆 和 分 析 为 基本 任 
务 . 但 归结 起 来 可 以 说 ， 形 式 逻 辑 的 基本 内 容 就 是 研究 思维 的 形式 、 思 维 的 规律 
和 思维 的 方法 . 这 里 的 讨论 仅 限 于 这 一 层次 ， 具 体 说 有 : 

1. 思维 形式 的 研究 

思维 形式 系 指 概 念 、 命 题 、 推 理 、 判 断 ， 乃 至 证 明 、 辨 论 等 ， 因 此 对 思维 形 
式 的 研究 就 是 在 这 些 方面 分 别 进行 的 深入 研究 . 当然 一 般 形式 逻辑 对 这 些 内 容 的 
研究 仍然 是 采取 首先 概念 化 ， 然 后 推理 、 判 断 、 论 证 、 答 辩 的 方式 ， 同 时 采用 现 
象 观察 、 直观 认识 和 和 白话 描述 的 手段 , 不 过 这 些 手 段 是 既 欠 严密 又 还 难以 深入 的 . 

形式 逻辑 对 思维 形式 的 研究 是 其 主要 内 容 ， 比 如 ， 在 研究 概念 时 又 提出 了 外 
延 、 内 涵 、 同 一 、 属 种 、 交 叉 等 ， 使 概念 继续 深入 ; 研究 推理 时 又 从 演绎 、 归 纳 、 


中 “机 制 ” 系 指 一 种 具有 内 在 动力 的 系统 功能 . 
@“ 能 动 ” 是 个 哲学 本 语 ， 含 义 十 分 丰富 ， 请 读者 品味 ， 
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类 比 、 假 说 、 证 明 、 辩 驳 等 方面 去 继续 展开 ; 研究 判断 时 ， 又 沿 着 性 质 、 关 系 、 
联 言 、 选 言 、 假 言 、 模 态 等 术语 去 深入 .如 果 说 数学 是 在 玩 符号 游戏 ， 那 么 可 以 
说 形式 逻辑 在 玩 概念 游戏 .的确 在 经 典 的 哲学 家 那里 似乎 语言 辞藻 总 不 够 用 ， 常 
常 不 得 不 把 一 些 词汇 重 作 排列 组 合 以 产生 新 概念 、 新 术语 ， 这 究竟 是 思维 的 精细 
还 是 思维 空间 的 狭窄 呢 ?” 值 得 思考 . 

2， 思维 规律 的 研究 

思维 规律 可 以 由 形式 逻辑 的 基本 定律 来 表示 ， 这 就 是 同一 律 、 排 中 律 、 了 矛盾 
律 和 充足 理由 律 等 “四 律 ”. 

同一 律 指 思维 过 程 中 ， 对 象 ( 问 题 ) 不 变 、 概 念 不 变 . 

排 中 律 要 求 思维 的 前 提 条 件 和 思维 过 程 都 要 防止 模棱两可 ， 保 持 明确 清晰 的 
思路 . 
矛盾 律 实 为 “不 矛盾 律 ， 系 指 整个 思维 过 程 或 其 中 任 一 阶段 皆 不 能 产生 前 
后 矛盾 现象 ， 也 包括 不 能 产生 循环 论证 现象 

充足 理由 律 是 针对 证 明 、 辩 论 的 思维 规律 提出 来 的 . 显然 它 也 在 于 保证 思维 
结果 、 推 理 结论 的 唯一 性 和 准确 性 . 严格 说 来 是 ， 充 足 理由 律 与 排 中 律 的 结合 
证 了 思维 结论 的 唯一 性 ; 充足 理由 律 与 矛盾 律 的 结合 保证 了 结论 的 准确 性 

人 们 在 课本 的 习题 中 常常 遇 到 所 谓 “ 需 要 讨论 ”的 问题 即 属 不 满足 充足 理由 
律 的 形式 . 这 时 需要 补充 条 件 才 能 得 到 唯一 确切 的 、 满 足 充足 理由 律 的 答案 . 


例 若 说 “ 求 一 个 点 x 使 它 满足 方程 二 ==-”, 则 这 时 它 不 满足 充足 理由 律 ， 


一 1 十 


因为 满足 方程 的 x ( 解 》 有 两 个 x= 一 ~ ， 但 若 说 “在 [0,1] 区 间 上 找 一 分 
点 x， 使 之 全 段 与 长 段 之 比 等 于 长 段 与 短 段 之 比 ”， 则 理由 充足 ， 于 是 只 有 一 个 解 
了 ， 即 x- 二 (黄金 分 割 ) . 


一 般 说 , 对 于 需要 补充 条 件 才能 得 到 确切 结论 的 问题 , 视 其 补充 的 条 件 不 同 ， 
相应 结论 也 会 不 同 . 所 谓 “ 讨 论 式 问题 ”在 科研 实践 中 经 常 出 现 . 

总 之 ， 四 律 中 ， 前 三 律 是 针对 思维 过 程 提 出 来 的 约束 ， 而 第 四 律 则 是 在 前 三 
律 基础 上 为 保证 结果 的 准确 性 而 对 前 提 条 件 提 出 的 要 求 . 

还 要 指出 ， 四 律 一 经 提出 ， 既 是 用 来 指导 思维 的 ， 也 是 用 来 约束 、 规 范 思 维 
的 ， 同 时 也 是 用 以 检验 、 鉴 别 思 维 的 . 但 四 律 不 是 人 为 制定 的 ， 而 是 从 人 类 共同 
的 思维 特征 中 观察 、 整 理 、 总 结 出 来 的 ， 所 以 叫做 (四 条 )“ 定 律 ”. 

关于 “四 律 ” 间 的 关系 ， 将 在 第 五 节 作 进 一 步 讨论 . 


by 
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3. 思维 方法 的 研究 

人 类 的 思维 方法 十 分 丰富 ， 难 以 概括 ， 总 的 可 分 作 高 级 方法 〈 即 辩证 思维 方 
法 ， 见 后 面 )、 初 级 方法 〈 即 形式 逻辑 方法 ). 在 形式 逻辑 中 思维 方法 又 分 为 若干 
层次 和 类 别 . 比如 仅 其 中 通用 的 、 基 本 的 思维 方法 ， 也 有 诸如 归纳 法 、 比 较 法 、 
分 析 综 合法 等 . 此 外 ， 如 发 散 思 维 、 逆 向 思维 、 幅 转 思 维 等 几 十 种 思维 方法 ， 则 
属于 更 基层 的 方法 ， 不 容 细 述 了 . 

总 之 ， 本 节 所 述 基 本 内 容 皆 属 形式 逻辑 的 经 典 内 容 ， 虽 然 对 这 些 内 容 的 研究 
可 说 至 今 未 息 ， 但 也 无 盖 于 说 一 般 形式 逻辑 研究 已 经 基本 成 熟 . 


三 、 形 式 轴 辑 的 发 展现 状 


已 说 过 ， 形 式 逻 辑 是 与 哲学 同 源 的 ， 因 而 历史 悠久 、 秘 源 甚 古 . 逻辑 一 词 即 
来 自 德 席 克 里 特 〈 希 ， 公 元 前 540 一 470 年 ) 的 《 论 自 然 》 一 著 . 形式 逻辑 的 基本 
内 容 在 亚 里 士 多 德 ( 希 ， 公 元 前 384 一 322 年 ) 已 经 得 到 研究 ， 比 如 同一 律 、 矛 盾 
律 、 排 中 律 就 是 他 最 先 提 出 的 . 他 在 《工具 论 》 中 对 概念 、 判 断 和 推理 、 证 明 等 
轴 辑 形式 也 已 提 及 . 特别 对 于 “推理 ”还 提出 了 一 度 有 名 的 “三 段 论 ”格式 ,所 
以 说 公元 前 5~3 世纪 是 形式 逻辑 发 展 的 第 一 个 高 速 期 . 

形式 逻辑 发 展 的 第 二 个 高 速 期 是 从 17 世纪 开始 直到 现代 . 此 期 内 主要 人 物 
有 五 位 . 首先 是 数学 家 兼 暂 学 家 莱 布 尼 菊 ( 德 ，1646 一 1716 年 )， 他 在 思维 形式 
中 加 入 了 证 明和 辩论 ， 并 在 思维 规律 中 加 入 了 “充足 理由 律 ”"， 使 之 成 为 完善 的 
“四 律 ”. 同时 他 还 以 代数 演绎 形式 给 出 了 现代 数理 逻辑 的 一 个 古典 形式 . 接着 是 
康德 〈 德 ，1724 一 1804 年 ) 提出 了 辩证 逻辑 概念 ， 并 由 黑 格 尔 ( 德 ，1770 一 1831 
年 ) 巩固 和 发 展 ， 最 后 由 马克 思 ( 德 ，1818 一 1883 年 ) 正式 建立 学 科 ， 恩 格 斯 正 
式 定 名 . 

此 期 内 的 主要 成 就 首先 是 形式 逻辑 进入 现代 形式 逻辑 时 期 ， 其 次 才 是 辨证 逻 
辑 的 产生 . 形式 逻辑 在 此 期 内 的 发 展 状态 可 从 两 个 方面 看 到 . 

(1) 研究 领域 上 的 发 展 . 

这 表现 为 学 科 分 支 的 不 断 发 展 ， 主 要 有 布尔 接替 莱 布 尼 蒋 思想 创立 的 布尔 膛 
辑 ; 黑 格 尔 、 马 克 思 创立 的 辩证 逻辑 ; 罗素 等 人 于 19 世纪 末 20 世纪 初创 建 的 现 
代数 理 逻 辑 ， 以 及 20 世纪 内 先后 产生 的 制约 逻辑 、 模 态 逻 辑 、 多 值 逻辑 和 辩证 数 
理 逻 辑 等 . 至 于 直接 作为 数理 逻辑 分 支 的 模型 论 (20 世纪 50 年 代 )、 证 明 论 、 公 
理 集 合 论 、 递 归 论 、 非 标准 分 析 (20 世纪 60 年 代 ) 等 ， 以 及 种 种 应 用 性 分 支 ， 
这 里 就 不 必 提 及 了 . 
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不 过 在 越 来 越 多 的 逻辑 学 科 分 支 体系 中 ， 仍 以 形式 逻辑 学 的 发 展 作为 主 脉 ,其 
次 便 是 辨证 逻辑 学 . 我 们 的 介绍 也 仅 在 这 些 主要 学 科 上 

(2) 研究 手段 上 的 进步 

这 方面 进步 的 脚 迹 主要 表现 为 , 从 古典 的 “概念 化 ” 发展 为 近代 的 “符号 化 ”， 
再 演变 成 现代 的 “形式 化 ”这 样 “三 大 步 ”. 

要 知道 每 一 步 都 是 其 前 一 步 的 发 展 和 进化 ， 而 不 是 否定 ， 因 此 三 步 之 根本 基 
础 仍然 是 概念 化 . 

这 种 进化 的 动力 在 于 : 当 哲 学 (包括 逻辑 学 ) 在 近代 自然 科学 的 促进 下 迅猛 
发 展 时 ， 深 感 那 种 古典 的 口语 、 白 话 表述 的 推理 过 程 常常 不 准确 ， 容 易 引 起 一 些 
不 必要 的 争论 ; 看 到 了 它 越 来 越 不 适应 学 科 深 入 发 展 的 需求 , 于 是 在 形势 百 迫 下 ， 
形式 逻辑 进入 到 了 “符号 逻辑 ”层次 . 


四 、 符 号 逻辑 的 产生 


1. 符号 逻辑 的 产生 

符号 逻辑 又 叫做 “现代 形式 逻辑 ”. 从 认识 过 程 看 ， 它 经 由 如 下 两 个 步骤 而 
产生 . 

(1) 语言 转向 . 

当 罗 辑 学 家 们 认识 到 过 去 形式 逻辑 的 弱点 在 于 语言 表述 上 的 缺陷 时 ， 便 自然 地 
产生 了 改变 语言 形式 的 要 求 ， 叫 做 “语言 转向 ”要 求 . 

语言 转向 何 处 ? 由 于 当时 的 数学 已 进入 高 等 数学 时 期 ， 符 号 化 和 精确 化 是 它 
的 明显 特征 ， 加 上 当时 许多 哲学 家 、 人 逻辑 学 家 本 身 就 是 数学 家 了 ， 所 以 他 们 意识 
到 为 了 精确 化 ， 就 需要 符号 化 . 

(2) 符号 化 . 

顾名思义 ， 符 号 化 即 采 用 一 套 符号 体系 及 其 组 合成 的 “语句 ”、“ 公 式 ” 等 ， 
加 上 一 些 必 要 的 白话 叙述 ， 以 完全 代替 经 典 形式 逻辑 的 完全 白话 式 的 推理 方式 . 

2. 符号 敢 辑 的 类 型 

符号 逻辑 有 两 种 类 型 . 

(1) 以 保持 传统 形式 逻辑 特征 为 其 特色 的 符号 逻辑 ， 因 此 它 仅 限于 语言 的 符 
号 表征 . 但 显然 不 能 以 此 形式 作 推 注 ， 而 不 得 不 仍然 用 传统 的 思辨 方式 作 推理 . 因 


在 古代 ， 数 、 理 、 赤 本 是 一 家 ,常常 一 个 学 者 身上 同时 兼 有 三 种 特征 、 两 种 特征 ， 可 异 人 钝 往 现代 这 
种 现象 钝 少 了 ， 也 许 不 仅 是 因为 学 科 的 深化 ， 不 能 不 说 也 是 与 教学 体制 和 人 们 的 意识 有 关 ， 须知 ， 时 代 越 
往 后 越 需要 “直接 把 哲学 装 入 短 个 科学 家 的 脑子 里 去 ”. 
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此 不 能 从 根本 上 改变 传统 形式 逻辑 的 弱点 ， 所 以 它 的 生命 力 不 强 ， 仅 仅 表 现 为 已 
有 的 形式 逻辑 的 现代 表现 形式 ， 而 不 可 能 专门 形成 先进 的 学 科 . 

(2) 以 充分 运用 和 发 展 数学 的 表现 特征 为 特色 的 符号 逻辑 . 这 就 是 下 节 将 介 
绍 的 “数理 逻辑 ， 它 不 仅 采 用 符号 化 手段 ， 而 且 采 用 了 公理 化 、 形 式 化 手段 ， 这 
就 真正 能 用 数学 方式 进行 推理 论证 了 . 


第 三 节 数理 逻辑 学 简要 认识 


一 、 简 要 回顾 


已 经 谈 到 ， 数 理 逻 辑 思想 萌发 于 莱 布 尼 茨 用 代数 演绎 来 表述 形式 逻辑 ， 后 来 
为 布尔 发 展 成 布尔 逻辑 (1847 年 ). 它 对 于 电气 和 计算 机 理论 十 分 有 用 ， 也 是 数 
理 逻 辑 的 前 身 . 以 后 则 是 弗兰克 尔 、 佩 亚 诺 、 罗 素 等 人 开创 的 现代 数理 逻辑 学 
(1894 年 )， 人 简称“ 数理 逻辑 " ， 又 叫 “ 数 学 哲学 ”. 

数理 逻辑 的 发 展 可 归 为 三 个 阶段 : 第 一 阶段 是 1894 一 1930 年 ， 为 激进 时 期 . 
此 期 内 受 逻 辑 主义 的 影响 较 大 ， 主 要 是 罗素 的 《数学 原理 >》 致力 于 “把 数学 还 原 
为 逻辑 学 ”， 亦 即 要 使 

整个 数学 于 数理 逻辑 
他 认为 “数学 就 是 所 有 形 如 “p 蕴含 gq” 的 命题 集 ,， 这 里 p,g 都 含 相同 数目 的 一 元 
或 多 元 命题 .” 因 此 他 企图 在 其 “类 ”和 “关系 ”概念 下 ， 通 过 演算 推出 “自然 数 
系 ” 和 算术 ， 乃 至 整个 数学 ， 直 至 发 现 了 悖 论 才 罢休 了 . 

数理 逻辑 发 展 的 第 二 阶段 是 1930 一 1965 年 ， 由 哥 德 尔 “ 不 完全 定理 ”使 之 
走 上 了 正常 发 展 道路 . 其 特点 是 回避 悖 论 ， 用 “无 限 形式 ”探索 数学 的 “真正 基 
础 "， 由 此 产生 了 “数学 哲学 ”这 一 深刻 的 数学 前 沿 学 科 . 

数理 逻辑 发 展 的 第 三 阶段 起 自 1965 年 ， 也 可 说 是 数理 逻辑 的 旁 系 发 展 时 
期 . 系 由 扎 德 提出 的 “模糊 数学 ”加 上 计算 机 科学 的 刺激 ， 产生 了 以 “模糊 逻辑 ” 
为 核心 的 “多 值 逻 辑 ” 的 迅速 发 展 . 


二 、 基 本 特征 


(1) 数理 逻辑 与 早期 数理 逻辑 (布尔 逻辑 ) 有 着 质 的 差异 ， 即 使 在 数学 内 它 
们 也 属于 完全 不 同 的 学 科 类 型 . 布尔 逻辑 典型 地 属于 代数 类 型 ， 数 理 逻 辑 则 是 独 
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立 的 学 科 类 型 . 

(2) 可 以 说 激进 时 期 (20 世纪 初 ) 的 数理 逻辑 是 逻辑 主义 学 派 的 ， 而 1930 
年 以 来 的 数理 逻辑 则 属于 整个 数学 ， 受 到 公共 的 支持 ， 对 它 的 发 展 是 整个 数学 界 
关注 的 任务 . 

(3) 近 一 个 世纪 以 来 数理 逻辑 的 发 展 已 使 人 们 承认 ， “数学 是 建立 在 “数理 
逻辑 与 集合 论 ”两 块 基 石上 的 ”; “数学 理论 源 于 逻辑 公理 系统 的 相互 作用 ”. 因 
此 数理 逻辑 已 成 为 一 门 典型 的 “基础 数学 ”学 科 . 

(4) 如 果 说 数学 是 从 已 有 概念 和 结论 推出 新 的 结论 ， 则 数理 逻辑 是 根据 某 些 
“基本 事实 ”和 自己 的 “逻辑 演算 ”推出 数学 上 有 用 的 “基本 结论 ”. 因此 说 数学 
有 着 更 为 广阔 的 背景 天 地 ， 而 数理 逻辑 则 只 能 在 其 内 在 空间 里 进行 . 

(5) 数理 逻辑 使 数学 不 断 触及 到 它 的 “边缘 ”"， 因 此 既 显 得 深奥 、 枯 燥 ， 又 
容易 出 现 悖 论 、 怪 圈 . 


三 、 主 要 分 支 


已 有 的 数理 逻辑 (或 叫 数学 哲学 ) 分 支 主要 有 五 个 : 

(1) 证 明 论 . 

证 明 论 又 叫 元 数学 ，1893 年 由 弗兰克 尔 创 立 ， 后 为 希 尔 伯 特 所 发 展 ， 引 在 证 
明 数学 的 “ 相 容 性 ”. 最 初试 图 用 有 限 步 来 完成 ; 后 为 哥 德 尔 “不 完全 定理 ”所 破 ， 
改 为 无 穷 步 证 明 ， 并 用 上 甘 崔 的 “ 超 穷 归 纳 法 ”， 然 而 至 今 仍 未 实现 目标 . 

(2) 递归 论 . 

递归 论 产生 于 1930 年 代 ， 由 丘 奇 、 哥 德尔 、 图 灵 等 所 创 ， 致 力 于 探讨 数学 
中 用 有 限 步 可 获得 精确 结果 的 所 谓 “ 有 效 可 计算 问题 "， 因 此 属于 所 谓 “ 硬 数 
学 ”. 称 有 效 可 计算 函数 为 递归 函数 ， 有 名 的 形 如 


和 (0) = 为 
J (x1) = gc] 


的 “计算 复杂 性 问题 (又 叫 判 定 问题 )” 即 属 此 领域 . 

(3) 模型 论 . 

模型 论 产 生 于 1950 年 代 ， 旨 在 人 为 地 构筑 “模型 ， 以 检验 或 解释 数理 罗 辑 
中 某 种 或 某 组 语句 (结论) 的 真 伪 . 

模型 论 是 比较 深奥 的 一 个 分 支 ， 它 对 数学 的 贡献 也 不 小 . 

须 指 出 ， 这 里 的 “模型 论 ” 与 应 用 数学 中 的 “数学 建 模 ” 不 能 混淆 ， 尽 管 两 
者 中 “模型 ”一 词 的 概念 完全 相同 ， 但 其 对 和 象 、 适 用 范围 和 目的 任务 名 完全 不 
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同 . 最 起 码 的 差别 是 : 一 个 属 纯 数学 中 数理 逻辑 的 一 个 下 属 理论 分 支 ; 另 一 个 则 
是 应 用 数学 中 一 个 方法 性 分 支 学 科 (参见 拙 著 《 数 学 建 模 基础 理论 》). 

(4) 公理 集合 论 . 

这 是 继 罗 素 悖 论 和 哥 德 尔 定理 之 后 ， 在 数理 逻辑 中 产生 的 一 个 新 分 支 ， 其 宗 
旨 是 要 在 回避 悖 论 的 前 提 下 证 明康 托 尔 的 连续 统 猜 测 ， 也 是 为 了 使 “集合 论 ” 本 
身 形成 完整 的 理论 体系 . 不 过 至 今 它 离 目标 还 远 . 

(5) 非 标 准 分 析 . 

它 在 1965 年 发 祥 于 模型 论 ， 如 今 已 发 展 成 数理 逻辑 的 一 个 分 支 学 科 . 进 一 
步 地 将 在 第 十 一 章 谈 到 . 


四 、 基 本 内 容 


这 里 仅 列 出 数理 逻辑 学 中 最 基本 的 一 些 符号 和 术语 ， 以 资 掠 见 其 基本 内 容 . 

(1) 原子 符号 : 

连词 : 一 ( 非 )，A (与 )，V (或 )， 二 > (蕴含 )， 导 (等 价 ) 

变 词 : 可 数 多 个 符号 ， 如 x,y,z… 

附加 常 词 : 一 组 符号 ， 通 常 是 取 用 于 英 (或 希 ) 文 词语 的 第 一 个 字母 

量词 : Y (全 称 )，3 (存在 ) 

括号 : [,]，(,) ， 用 以 对 公式 分 组 

关系 符号 : e (是 … 的 一 元 ) ，= (等 集 )，$8 ( )， 尺 人 ) 等 

(2) 原子 公式 : 如 xea，4b=y，x=z 等 最 简单 的 关系 式 . 

(3) 公式 : 有 限 次 使 用 形式 语言 将 原子 公式 连 成 的 形式 叫做 公式 . 

例 2 设 包 用 是 原子 公式 ， 则 如 -2 ，[pV 和 等 即 为 公式 . 

(4) 量词 的 辖 域 : 设 9 为 公式 ， 则 形 如 公式 (vx)p 或 (3x)p 中 的 2 为 相应 量词 
的 辖 域 . 

(5) 语句 : 车 公式 (Vx)p 或 (3x)9 中 变 词 x 在 量词 (vx) 或 (3x) 的 辖 域 p 中 ， 则 
x 称 为 约束 变 词 ， 否 则 叫 自由 变 词 ， 当 gp 中 每 个 变 词 丝 为 约束 变 词 时 ，9 叫做 语 
句 ， 否 则 只 要 有 一 个 变 词 为 自由 变 词 ，2 就 叫做 谓词 . 

例 3 (Yx)IF(OO] 为 一 “语句 ， 且 是 有 界 语句 ， 但 (Yx)[F(CoO]A{ 玉 (Oo] 不 是 语 
名 .因为 公式 丈 (xz) 不 属 辖 域 ， 所 以 其 中 zx 为 自由 变 词 ， 这 时 称 它 为 “谓词 ”2 . 

(6) 系列 基本 概念 . 诸如 解释 映射 、 滤 集 、 超 滤 集 、 转 换 原理 、 前 束 范式 等 
EEC 


凡是 . 


@@ 概念 参见 《现代 无 穷 小 分 析 导 引 》， 徐 利 治 等 ，1990 年 . 
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(7) 数理 逻辑 研究 : 命题 逻辑 (又 叫 命题 演算 ) ,谓词 逻辑 (又 叫 谓词 演算 ). 

(8) 数理 逻辑 学 定义 : 从 各 种 演算 和 基本 概念 出 发 可 推出 定理 、 性 质 ， 再 由 
此 推出 新 的 定理 、 性 质 ， 如 此 繁衍 下 去 ， 这 一 包括 条 件 、 过 程 和 结论 的 丰富 而 自 
恰 的 整体 ， 叫 做 数理 逻辑 学 . 


第 四 节 ”形式 逻辑 的 本 质 认识 


一 个 流行 的 说 法 是 ,“ 逻 辑 思维 是 客观 世界 规律 的 反映 ". 那么 人 为 什么 能 思 
维 ? 思维 为 什么 正好 能 反映 客观 世界 规律 ?今天 在 现代 科学 的 基础 上 终于 能 认识 
到 它们 的 深刻 、 奇 妙 性 了 . 比如 我 们 现在 即 可 进一步 来 认识 一 下 ,这 个 “客观 世界 ” 
的 范畴 是 什么 ? 它 为 什么 会 有 这 样 的 逻辑 规律 ? 思维 又 为 什么 能 反映 出 这 一 规律 
以 及 为 什么 会 产生 错误 思维 ? 等 ， 归 结 起 来 就 是 形式 逻辑 的 本 质问 题 认 识 . 

我 们 总 的 结论 是 : 思维 反映 出 的 形式 逻辑 是 且 仅 是 物质 宇宙 的 运动 和 运动 生 
成 的 属性 ， 现 分 步 来 讲 . 


一 、 思 维 形 式 再 认识 


易 看 到 ， 在 思维 形式 的 “推理 、 判 断 、 证 明 、 辩 论 ” 四 个 概念 中 有 一 个 共同 
的 实质 , 那 就 是 都 有 一 个 “过 程 ”. 而 且 这 一 过 程 是 由 问题 本 身 决 定 了 的 , 具有 确 
定 的 途径 ， 只 是 各 自 的 特征 不 同 罢了 . 比如 证 明 属 于 先 有 了 结论 (又 叫 目标 ) ， 然 
后 去 找 出 起 点 《依据 )， 使 之 沿 着 一 个 由 它 决 定 的 路 子 (推理 过 程 ) 达到 目的 的 情 
形 ; 推理 则 是 先 有 了 起 点 (条 件 )， 然 后 沿 此 条 件 所 决定 的 路 子 (逻辑 推理 过 程 ) 
推 下 去 ， 得 到 的 是 什么 结论 就 是 什么 终点 ; 判断 则 是 强调 推理 结果 是 否 合 符 已 有 
的 标准 ; 辩论 本 是 一 个 十 分 复杂 的 事物 ， 可 说 是 集中 了 人 (辩论 者 ) 的 一 切 思维 
特征 与 思维 能 力 ， 不 过 这 里 自然 仅 指 通过 推理 去 判断 对 方 观点 的 错误 、 解 释 我 方 
观点 正确 的 这 样 一 个 过 程 . 


二 、 思 维 规律 〈 四 律 ) 认识 


1.“ 四 律 ” 中 前 三 律 一 -同一 律 、 排 中 律 、 矛 盾 律 ， 是 不 独立 的 


比如 ， 如 果 同 一 律 不 成 立 ， 则 可 能 产生 违背 排 中 律 或 矛盾 律 的 情形 .此 时 只 
要 在 推理 途中 把 条 件 或 概念 作 适 当 改变 ， 哪 怕 是 “偷梁换柱 ”地 隐蔽 进行 ， 都 可 
能 做 到 这 点 .又 如 不 满足 排 中 律 ， 则 可 能 违背 矛盾 律 . 例如 ， 由 于 受害 者 向 警察 
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诉说 的 罪犯 形象 模棱两可 ， 和 警察 可 能 抓 来 一 个 嫌疑 者 就 是 该 受害 人 的 自家 人 (了 矛 
盾 )， 如 此 等 等 ,不 一 而 足 . 

2. 前 三 律 仅 界定 出 了 一 个 “正常 思维 ” 

这 也 是 早 为 亚 里 士 多 德 认识 到 了 的 . 三 律 并 非 形式 逻辑 的 本 质 性 揭示 ， 它 仅 
仅 是 从 直观 上 、 经 验 上 表明 一 个 “正常 思维 ”所 应 满足 的 几 个 条 件 而 已 . 

3. 第 四 律 (充足 理由 律 ) 揭示 了 形式 逻辑 特征 

此 即 有 了 确切 的 初始 条 件 就 必 能 推出 确切 的 结论 . 这 就 好 像 在 一 个 具体 动力 
系统 的 相 空间 内 〈 见 “四 ) ， 只 要 确定 了 初始 点 ， 就 必然 对 应 着 一 条 轨 线 ， 沿 着 
它 就 可 以 得 到 (结论 表 出 的 ) 相应 的 后 继 点 : 

总 之 ,“ 四 律 ” 指 出 ， 在 “正常 思维 ”下 ， 从 准确 条 件 必 能 推出 准确 结论 . 


三 、 形 式 示 辑 的 一 个 根本 规律 是 因果 律 


从 一 、 二 段 可 直接 得 到 一 个 共同 的 结论 ， 它 可 归结 为 这 样 两 条 : 

(1) 形式 逻辑 是 “推理 ”这 样 一 个 运动 过 程 . 

(2) 推理 过 程 是 沿 着 一 定 轨道 进行 的 ， 且 这 一 轨道 曲线 是 “ 若 尔 当 曲线 ”( 无 
自 交 、 无 循环 ). 

归 总 这 两 条 ， 可 认为 形式 逻辑 的 根本 特征 是 “因果 ” ,或 说 形式 逻辑 的 根本 
规律 是 “因果 律 ". 亦 即 因果 律 的 涵义 在 于 ， 它 既 表 明了 人 逻辑 推理 中 条 件 ( 因 )、 
结论 ( 果 ) 的 先后 顺序 , 也 表明 了 因果 间 序 关系 是 沿 着 一 定 轨道 (途径 ) 来 实现 的 . 


四 、 物 质 宇宙 的 根本 特征 是 运动 


这 已 是 狭义 相对 论 和 字 宙 学 的 成 熟 结论 ， 不 必 多 说 . 正 是 它 的 运动 产生 了 时 
空 . 下 面 还 将 看 到 ， 也 因为 宇宙 的 运动 是 个 严格 的 动力 系统 ， 所 以 产生 了 严格 的 
“因果 律 "， 且 这 一 属性 成 为 整个 完全 宇宙 的 特征 (参见 《大 自然 复杂 性 原理 》). 


五 、 物 质 宇 宙 是 个 动力 系统 


1. 先 谈 动 力 系 统 
定义 5.1 映射 9:XxT 一 X， 当 gg 满足 如 下 公理 : 
(1) =X, tf ET, xEX; 
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(2) 9 (x)=x,, t=h+r, teT, reR (实数 ); 

(3) Gs) =9,0%), 
则 称 @(X,7) 为 一 个 自治 动力 系统 或 一 个 流 ， 简 称 自治 系统 或 动力 系统 . 称 X 为 
其 相 空 间 ， 称 g(x)e B(X,T) 为 一 条 (过 x 点 的 ) 轨道 . 

称 不 满足 上 述 定 义 的 运动 系统 为 动态 系统 ， 或 运动 系统 . 

动力 系统 有 如 下 特点 : 

(1) G(X, 门 对 了 是 个 “二 ”运算 下 的 “ 半 群 ”( 即 这 时 的 群 运算 “十 ”不 可 逆 ， 
或 说 映射 是 单方 向 的 ) ， 且 是 个 连续 半 群 ， 也 叫 Lie 半 群 . 

(2) g(x) 表明 映射 9 的 结构 式 中 不 显 含 1 变量 , 亦 即 轨道 仅 由 初始 点 (x,40) 决 
定 . 初始 点 又 叫 初始 条 件 ， 初 始 条 件 改变 将 意味 着 轨道 的 改变 . 

例 4 微分 方程 

X= f(x), XxeX 

即 是 个 自治 动力 系统 ， 注 意 到 这 里 f 与 上 述 g 的 区 别 ，g 只 是 积分 方程 
x() = 斤 ft 所 决定 的 积分 曲线 族 投影 到 相 空 间 X 上 的 流 〔 轨 道 族 ) ， 其 中 一 条 
轨道 可 参见 图 5.1 例 示 情形 ,而 f 则 是 9 的 所 谓 “ 切 映射 ”一 一 向 量 场 . 


图 5.1( 对 =xxx,( 相 空间 )) 


2. 物质 宇宙 ( 记 为 了 ) 是 个 本 原 性 动力 系统 

所 谓 物 质 宇宙 即 通 常 说 的 宇宙 , 这 里 只 用 于 强调 它 的 物质 性 (也 叫 “ 粒 性 ”) . 

现在 来 考察 “也 是 个 本 原 性 动力 系统 ， 这 里 只 要 注意 到 基 的 如 下 四 大 特征 
即 可 . 

(1) 是 个 运动 体系 ， 因 已 公认 运动 是 宇宙 的 根本 特征 . 

(2) 公认 作为 X 级 的 运动 体系 是 由 当初 的 “大 爆炸 ”一 次 生成 的 ， 因 此 它 其 
有 自身 的 固有 规律 ， 不 受 任何 人 为 意志 和 “其 他 ”物质 宇宙 的 干扰 ， 所 以 说 苑 是 
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个 “本 原 性 ”运动 体系 ， 

(3) 是 元 的 本 原 性 运动 产生 了 时 间 (已 概念 ， 且 时 间 概 念 仅 由 半 的 本 原 性 运 
动产 生 . 这 是 已 被 公认 的 狭义 相对 论 的 结论 ， 亦 即 t 是 X 的 运动 属性 "， 因 而 是 
与 站 的 运动 同 生 同 灭 的 一 种 现象 . 同时 上 具有 单 向 性 ， 它 是 与 〈 大 爆炸 决定 的 且 
在 缓 变 着 的 ) 宇 宕 速度 成 反比 的 单调 函数 . 

(4) 于 的 运动 轨道 特征 〈 即 映射 法 则 2 )， 或 说 轨道 结构 不 随时 间 1 而 变 . 这 
是 天 体 运动 的 观察 规律 ， 也 是 天 体 运动 方程 中 传统 的 假设 条 件 〔 研 究 天 体 运动 正 
是 “动力 系统 ”学 科 之 发 祥 地 ). 

总 之 , 根据 (3)、(4), 半 是 个 动力 系统 ， 再 据 (1)、(2)， 可 说 头 是 个 本 原 
性 的 动力 系统 ,不 受 任何 其 他 因素 的 左右 和 干扰 . 


六 、 因 果 律 正 合 物质 宇宙 义 的 动力 系统 特征 


关于 这 一 部 分 请 读者 自行 检验 . 

同时 由 外 运动 的 本 原 性 知 ， 因 果 律 也 是 本 原 性 的 , 属于 XX 的 运动 属性 . 因而 
逻辑 思维 属于 XX 的 运动 属性 . 亦 即 ， 思 维 规律 是 由 物质 宇宙 决定 的 . 

注 : 应 区 别 的 是 ， 世 间 上 一 切 人 为 运动 及 其 动力 系统 仅仅 是 隶属 于 大 的 运动 
属性 (或 叫 动态 属性 )， 抑 或 说 仅 是 迭 加 在 和 的 (本 原 性 ) 运动 上 的 又 一 动力 下 
的 运动 ， 而 不 是 这 里 作为 动力 系统 的 本 原 性 运动 本 身 . 


七 、 猜 测 


清 测 
逻辑 思维 的 背景 空间 = 完全 字 宙 (概念 见 后 ) = 光 辑 思维 对 和 象 集 
把 (形式) 逻辑 思维 所 反映 的 客观 世界 的 “完全 空间 ”叫做 逻辑 思维 的 背景 空间 ， 
又 叫做 人 类 逻辑 思维 范畴 集 或 叫做 形式 逻辑 背景 空间 . 显然 它 也 包括 “逻辑 思维 ” 
这 一 精神 机 能 本 身 ?， 现在 我 们 要 说 明 : 
形式 逻辑 背景 空间 = 完全 字 宙 

按 第 四 章 (第 三 节 ) 有 关 定 义 : 

@@ 事实 上 天 所 在 的 时 、 空 臂 由 此 本 原 性 运动 生成 ， 这 里 只 需要 强调 ! 这 一 面 ， 

@ 自然 这 一 来 就 容易 隐 含 “集合 悖 论 "， 给 问题 带 来 复杂 性 ， 这 正 是 探索 思维 的 本 原 所 不 可 回避 的 轩 
难 ， 下 面 还 将 多 次 遇 到 这 样 的 思维 . 
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完全 字 宙 = (物质 宇 宙 空 间 ， 物 质 字 宙 对 偶 空间 ) 

这 样 一 个 二 象 构成 的 完全 系统 . 同时 根据 第 四 章 中 “对 偶 ” 概 念 ， 宇 宙 〈 即 物质 
宇宙 加 的 对 偶 空 间 ( 记 为 ) 应 该 是 天 中 元 素 产 生 的 以 及 元 素 间 产生 的 所 有 事 
物 和 属性 的 总 体 〈 集 合 ) . 

那么 显然 ， 除 了 观测 到 的 物质 宇宙 XX 的 运行 规律 这 一 属性 是 属于 XX 外 ， 还 
有 自然 科学 理论 和 实验 成 果 等 抽象 事物 都 属于 X" ， 同 时 社会 生活 中 除去 诸如 宗教 
思维 (精神 现象 )、 艺 术 创 造 和 科技 发 明 思 维 ( 灵 感 火花 ) 等 (属于 非 形式 逻辑 的 
对 象 ) 外 ， 一 切 事物 或 事务 (包括 逻辑 思维 ) 也 都 属于 X*. 

由 此 容易 凭借 逻辑 思维 来 判断 ， 人 类 逻辑 思维 的 一 切 对 象 和 过 程 皆 属于 

于 x 针 " 完全 宇宙 =(X,XY') 


从 而 说 明了 为 什么 人 类 会 共同 遵从 一 个 逻辑 思维 规律 .不 过 由 于 没有 严格 论证 或 
验证 ， 作 为 科学 我 们 仍然 只 能 说 这 是 一 个 猜测 . 

进一步 ， 若 记 人 类 远 辑 思维 (形式 逻辑 ) 的 背景 空间 为 2 ， 则 车 已 经 说 明 
人 2c(X,X )， 那 么 是 否 能 说 明 (X,X')c 人 2? 亦 即 是 否 能 说 明 .0Q2=(X,X')? 这 倒 
是 难以 严格 判定 的 . 困难 在 于 实际 上 (X,X ) 和 4 和 皆 属 无 穷 集 , 尚 处 复杂 状态 ( 因 
“集合 悖 论 ”"), 难以 确定 它们 间 严 格 的 同 构 关系 . 但 仅 就 可 观测 部 分 来 看 , 可 以 说 
02=(X,X ) 是 正确 的 ， 所 以 我 们 仍 作为 一 个 猜想 来 提出 ， 

最 后 注意 到 , 形式 逻辑 的 背景 空间 2 并 非 只 是 决定 形式 逻辑 . 形式 逻辑 仅仅 
是 X 的 运动 属性 ， 或 仅 是 其 “因果 律 ” 属 性 ， 因 此 形式 逻辑 即使 对 于 X 也 仅 属 
于 它 的 一 个 真子 集 . 


八 、 推 论 


1. 推论 1: 完全 宇宙 (X,X)=42 是 个 最 大 的 动力 系统 


这 是 因为 2 包含 了 作为 本 原 性 动力 系统 的 闭 以 及 由 针 决 定 的 一 切 本 原 性 运 
动 属性 ， 因 而 2 以 外 不 可 能 再 有 时 间 :意义 下 的 ， 或 说 “因果 律 ”意义 下 的 运动 
对 象 及 其 运动 属性 了 ， 因 而 对 于 的 运动 或 2 的 运动 属性 来 说 ， 不 可 能 有 上 意义 
下 的 干扰 (包括 1 规律 的 干扰 和 4 随机 的 干扰 ), 这 是 合理 的 结论 . 车 这 样 ，Q2 即 
是 一 个 最 大 的 自治 系统 或 叫 最 大 的 动力 系统 了 . 

注意 到 在 此 动力 系统 中 的 轨道 ， 当 其 条 件 受 到 人 为 的 改变 时 (成 为 新 的 初始 
条 件 ), 将 改变 运动 轨道 . 此 “人 为 改变 ” 即 对 应 着 发 明 创 造 、 改变 自然 环境 等 (好 
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或 坏 ) 的 改变 . 

*， 一 个 注 记 . 

显然 ,在 站 上 甚至 吕 上 是 符合 爱 因 斯 坦 的 “上 帝 不 搓 朋 子 ”观点 的 ,但 S. 堆 
金 的 “量子 引力 论 ”( 见 《 时 间 简 史 》) 说 “上 帝 专 门 据 明子 "， 怎 样 认识 这 一 矛盾 ? 
我 们 认为 这 是 因为 两 者 的 前 提 条 件 不 同 所 致 . 换 名 话说， 它们 在 各 自 的 意义 下 分 
别 都 是 对 的 ， 堆 金 理 论 是 在 所 谓 “ 大 宇宙 ( 这 里 免 作 进一步 解释 ) ”前 提 下 说 的 ， 
而 爱民 理论 最 多 仅 是 在 完全 宇宙 02 前 提 下 说 的 爱 氏 的 正 是 本 章 所 谈 范畴 .从 另 
一 方面 来 说 ， 如 今 堆 金 的 量子 引力 论 尚未 建成 .但 可 以 理解 ， 即 使 量子 引力 论 建 
成 了 ， 那 时 它 的 “ 拨 贷 子 ” 概 念 已 不 完全 满足 时 或 2 的 前 提 了 ,届时 还 得 重新 界 
定 其 “ 捕 朋 子 ” 的 概念 . 

2. 推论 2: 完全 宇宙 是 个 高 维 空间 

已 经 知道 ， 即 使 在 数学 严格 的 线性 空间 意义 下 ， 其 对 偶 空 间 也 可 能 与 原 空间 
不 同 维 . 一 般 说 ， 比 如 在 滋 函 意义 下 的 “对 偶 空 间 ” 则 比 原 空间 复杂 得 多 ， 其 维 
数 也 可 以 更 高 . 因此 鉴于 对 思维 范畴 集 2 的 观察 ， 我 们 说 .Q=(X,X') 是 高 维 的 
( 0 维 数 >2 售 励 维 数 ) 空间 ， 且 说 其 中 运动 轨道 族 是 致密 的 、 对 初始 点 具有 连 
续 依 赖 性 的 等 ， 都 是 可 以 接受 的 猜测 . 


九 、 附 注 


“显然 我 们 这 里 已 进入 了 思维 世界 的 沙漠 、 逻 辑 范畴 的 边缘 ， 进 入 了 模糊 
区 .“ 任 何 科学 的 前 沿 都 是 哲学 ”， 所 以 这 里 我 们 不 能 不 任 借 人 类 最 原始 的 ， 也 是 
至 今 最 基本 的 哲学 认识 方式 一 思辨、 直觉 与 猜测 .比如 我 们 还 可 能 猜测 到 : 

人 类 逻辑 思维 空间 一 人 类 精神 世界 
这 是 因为 人 对 客观 世界 的 反映 (逻辑 思维 ) 具有 “能 动 性 *、 预 测 (超前 ) 性 等 ， 
说 明 精 神 空间 不 小 于 思维 空间 . 同时， 思维 可 能 产生 错误 ， 特 别 还 有 精神 病 现象 
等 . 这 些 都 说 明 , 人 类 精神 世界 不 可 能 完全 略 于 (X,X') , 否则 他 只 能 按 (X,X") 赋 
予 的 规律 作 逻 辑 运动 ， 因 而 不 可 能 有 供 其 “越轨 ”的 “ 余 维 空间 ”了 . 

又 ， 还 可 猜测 到 : 人 类 的 形式 逻辑 范畴 在 缓 变 着 ， 这 是 因为 物质 字 宙 无 的 运 
行 速度 在 缓 变 . 

总 之 ， 这 里 还 有 更 多 、 更 深 的 遗留 问题 有 待 探 讨 ， 但 它 超出 了 本 书 任务 ( 参 
见 《 大 自然 复杂 性 原理 》). 
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第 五 节 辩证 逻辑 认识 


前 四 节 全 是 关于 当前 逻辑 学 的 主流 学 科 “ 形 式 逻 辑 ” 的 认识 ， 本 节 谈 谈 “ 辩 
证 逻辑 ” 


一 、 辩 证 逻辑 产生 的 客观 基础 


已 经 知道 ， 形 式 逻 辑 所 反映 的 只 是 “完全 宇宙 ”中 事物 间 的 因果 关系 ， 它 是 
由 “大 爆炸 ”产生 物质 宇宙 元 时 形成 的 ， 因 而 是 才 内 在 的 运动 规律 (自治 动力 系 
统 ) 在 其 完全 空间 (X,X') 上 的 表征 ， 特 别 在 其 对 偶 空间 X 上 表现 很 抽象 . 这 些 
都 是 形式 逻辑 的 内 容 , 统 归 于 一 个 “因果 律 ” 或 叫 因 果 关 系 . 比如 数学 中 序 关系 、 
运算 关系 、 函数 关系 皆 属 因果 关系 . 按照 因果 关系 既 可 考察 区 中 天 体 的 运动 规律 ， 
也 可 预测 未 来 的 气候 、 地 震 、 经 济 消 胀 等 “ 隐 讳 ”事务 …… 

可 是 ， 人 类 面临 的 客观 世界 ， 仅 仅 是 (X,X ) 吗 ?即使 只 是 (X,X")， 它 的 存 
在 规律 仅仅 是 形式 逻辑 吗 ? 显 然 不 只 ， 比 如 入 类 社会 即 不 仅仅 是 一 个 形式 逻辑 对 
象 ， 同 时，(X,X ) 中 除了 “因果 律 ”这 样 的 由 “本 原 性 自治 系统 ”决定 的 动态 规 
律 外 ， 比 如 还 应 该 有 相对 来 说 )“ 静 态 ” 的 结构 特征 ， 需 要 去 探讨 ， 的 确 如 此 ， 
辩证 逻辑 正 是 在 这 样 的 客观 基础 上 产生 的 . 同时 ， 辩 证 逻辑 的 本 质 是 什么 ? 范畴 
是 什么 ? 都 有 待 探讨 . 


二 、 辩 证 逻辑 简 顾 


一 般 认 为 闫 证 逻辑 学 启蒙 于 康德 ， 是 他 在 其 《宇宙 发 展 史 简 论 >》(1755) 中 
提出 了 字 宙 的 “对 立 统 一 ”结构 , 与 《纯粹 理性 批判 >(1781) 中 提出 “二 律 背 反 ” 
概念 一 样 ， 黄 定 了 后 来 “辩证 逻辑 学 ”中 重要 的 “对 立 统一 ” 律 . 

接着 是 黑 格 尔 发 展 了 康德 的 这 一 辩证 思想 ， 其 特点 是 把 认识 的 世界 范畴 大 大 
推广 了 . 用 今天 的 话 来 说 ， 是 黑 格 尔 第 一 个 把 整个 自然 、 社 会 、 精 神 、 历 史 描述 
成 一 个 大 系统 ， 可 叫做 大 自然 . 他 认识 到 大 自然 的 结构 不 是 静态 的 ， 而 是 不 断 演 
变 、 涨 落 着 的 ， 并 主张 用 这 种 方法 去 认识 大 自然 的 规律 . 

辩证 逻辑 作为 一 门 学 科 的 真正 形成 ， 是 马克 思 、 恩 格 斯 的 功劳 . 是 他 们 在 黑 
格 尔 思想 基础 上 创立 了 唯物 辩证 法 ， 并 发 展 成 辩证 唯物 主义 ， 才 算 产 生 了 “辩证 
逻辑 ”这 门 学 科 . 

总 之 ， 关 证 逻辑 就 是 用 辩证 观点 去 认识 客观 世界 结构 规律 的 学 科 . 所 谓 “ 辩 
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证 观点 ”就 是 辩证 法 ; 所 谓 “辩证 法 ”就 是 用 非 静止 的 、 动 态 的 、 灵 活 的 观点 作 
具体 问题 具体 分 析 的 方法 .抑或 说 就 是 用 “二 象 论 ”的 观点 去 认识 客观 对 象 . 这 
里 “动态 ”概念 是 指 一 种 思想 方法 ， 不 一 定 总 是 指 物质 宇宙 内 的 本 原 性 运动 ， 但 
也 有 其 运动 属性 下 的 、 附 加 动力 下 的 因果 运动 等 . 


三 、 辩 证 逻辑 规律 


今天 说 来 ， 辩 证 逻辑 可 归 为 “三 律 ": 对 立 统 一 律 、 景 变质 变 律 、 相 似 律 . 

对 立 统一 律 久 叫做 矛盾 统一 律 ， 属 于 “二 象 性 原理 ”. 根据 第 四 章 中 “二 象 
性 ”理论 ， 任 何事 物 内 和 事物 间 都 存在 对 立 统一 关系 ， 可 见 该 定律 是 深刻 、 广 泛 
地 反映 了 客观 世界 的 一 大 结构 特征 ， 因 此 它 被 认为 是 辩证 逻辑 的 一 项 根本 性 定 
律 . 不 过 需要 看 到 ， 这 里 “矛盾 统一 律 ” 中 的 “矛盾 ”概念 与 “形式 逻辑 ”中 “了 矛 
盾 律 ”的 “矛盾 ”概念 是 完全 不 同 的 . 这 里 “矛盾 ”表示 “对 立 ”， 系 客观 世界 通 
有 的 一 种 结构 特征 ， 是 客观 规律 ， 是 应 该 遵从 的 . 形式 逻辑 中 的 “矛盾 ”是 推理 
中 产生 的 一 种 错误 ,是 主观 造成 的 ， 应 该 防止 的 . 称 前 者 为 “自然 矛盾 ”", 或 “ 客 
观 矛 盾 . 称 后 者 为 “逻辑 矛盾 ”或 “语言 矛盾 ”. “矛盾 论 ” 即 是 在 “自然 矛盾 ” 
(矛盾 统一 律 ) 观点 下 发 展 起 来 的 一 个 研究 “一 分 为 二 ”的 辩证 逻辑 分 支 . 

量变 质变 律 ， 此 即 “ 量 的 累积 能 够 产生 质 的 突变 ”这 一 定律 ， 也 就 是 世界 上 
存在 的 一 种 “突变 ”现象 . 按 突 变 论 的 说 法 〈 第 四 章 第 一 节 ),“ 突 变 ”是 表现 事 
物 形态 的 “参数 ”达到 某 种 临界 值 时 所 产生 的 事物 形态 急剧 改变 的 现象 .从 逻辑 
学 观点 来 看 , 则 说 构成 事物 的 “因素 ”产生 了 变化 ， 当 这 种 变化 随 着 时 间 而 积累 ， 
达到 一 定 “ 阐 值 ” 时 ， 事 物 便 产生 一 种 跃迁 ， 形 成 了 质 的 改变 . 这 也 是 客观 世界 
广 为 存 在 的 一 种 自然 (实则 大 自然 现象 ， 从 自然 中 的 地 裂 山崩 到 社会 中 的 矛盾 
突 发 ， 以 及 人 与 人 之 间 的 情感 破裂 等 ， 缘 属于 “量变 到 质变 ”的 现象 发 生 . 又 如 
物理 学 向 微观 世界 进发 过 程 中 ， 仪 仅 到 了 量子 阶段 即 产 生 了 如 此 多 的 不 同 于 直观 
世界 的 本 质 特征 ， 这 也 是 一 种 量变 到 质变 的 范例 . 那么 顺便 问 问 物质 细 分 到 终极 
又 将 产生 什么 质变 呢 ? 

不 过 ， 如 果 把 事物 因素 的 量变 累积 统一 作为 “ 因 ， 把 突然 的 质变 现象 作为 
“ 果 ” 来 看 ,量变 质变 规律 也 可 说 是 属于 形式 逻辑 的 . 尽管 这 里 “ 因 ” 与 “ 果 ” 间 
”的 过 程 十 分 短暂 ,但 它 在 我 们 思维 中 ， 其 推理 过 程 仍然 存在 . 但 是 ， 人 毕竟 这 一 现 
象 不 仪 只 表现 在 形式 逻辑 的 背景 空间 内 ， 比 如 也 有 灵感 、 创 造 等 属于 精神 领域 的 
“突变 ”现象 . 所 以 综合 各 种 思考 还 是 认为 ,量变 质变 律 属于 辩证 逻辑 规律 ,仅仅 
不 是 辩证 逻辑 的 典型 规律 而 已 . 
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此 外 ， 我 们 认为 黑 格 尔 的 “否定 之 否定 ” 律 (螺旋 式 上 升 ) 也 属于 量变 质变 
律 的 . 

相似 律 . 相似 也 是 客观 世界 (大 自然 ) 中 广 为 存 在 的 一 种 结构 规律 ， 不 仅 有 
横向 结构 上 的 相似 ， 也 有 纵深 层次 上 的 相似 ; 不 仅 有 有 形 事物 上 的 相似 ， 而 且 有 
无 形 事务 上 的 相似 , 甚至 现象 与 本 质 之 间 也 有 相似 . 具体 比如 , 初等 几何 上 的 “ 相 
似 ” 系 指 几何 空间 的 (横向 的 或 纵深 的 ) 相似 ; 语言 上 的 “比喻 ” 系 指 事物 或 事 
务 间 的 相似 . 特别 地 ， 分 形 理论 (法 ， 曼 德 坡 ，1975 年 ， 见 第 二 章 第 二 忆 ) 所 揭 
示 的 也 是 事物 或 事务 向 纵深 层次 的 相似 〈 自 相似 ) 特征 ， 且 是 一 种 普遍 规律 . 更 
由 张 颖 清 (中 国 ，20 世纪 70 年 代 ) 的 生物 “全 息 胚 ” 学 说 表明 ， 这 种 分 形 结构 
( 亦 即 相似 律 ) 已 超越 了 形式 逻辑 的 背景 空间 

总 之 ， 相 似 律 是 包括 分 形 律 和 全 息 胚 在 内 的 ， 这 更 为 广泛 的 、 大 自然 的 一 种 
结构 规律 . 但 过 去 未 能 视 之 为 辩证 逻辑 的 典型 定律 是 一 个 缺陷 ， 我 们 应 该 认为 它 
是 与 对 立 统一 律 媲美 的 一 种 典型 的 辩证 逻辑 规律 . 


四 、 辩 证 逻辑 的 本 质 与 特征 


(1) 上 述 现象 亦 表明 ， 体 现 辩证 逻辑 本 质 的 背景 空间 是 包含 或 说 超出 了 形式 
逻辑 背景 空间 〈 物 质 宇宙 ) 的 . 遗憾 的 只 是 限于 任务 ， 这 里 不 容 对 辩证 逻辑 的 背 
景 空 间作 更 多 的 讨论 ， 轿 为 它 需 要 更 多 的 准备 知识 和 篇 幅 . 但 在 今天 的 科学 水 平 
上 ， 人 们 已 不 否认 ， 辩 证 逻辑 的 背景 “空间 ”是 大 于 形式 逻辑 背景 空间 的 ， 霍 金 
的 量子 引力 论 也 少不了 要 涉及 这 一 空间 (参见 《大 自然 复杂 性 原理 》). 

(2) 辩证 逻辑 是 高 于 形式 逻辑 、 指 导 形 式 逻 辑 的 . 形式 逻辑 是 一 般 的 思维 ， 
但 如 何 才能 使 思维 更 有 质量 、 更 能 符合 客观 规律 、 更 能 揭示 客观 世界 的 本 质 ? 那 
么 ， 接 受 辩证 法 的 指导 ， 树 立 辩证 观点 是 十 分 重要 的 . 换 句 话说 ， 思 维 推理 的 前 
提 条 件 和 概念 来 自 客观 世界 ， 这 时 “概念 ”作为 一 种 信息 ， 它 来 自 事物 却 是 脱离 
了 事物 的 ， 因 此 可 能 失真 甚至 产生 牌 曲 ， 也 就 是 说 存在 概念 化 《升华 映 射 ) 的 质 
量 问 题 . 那么 ， 辩 证 逻辑 或 说 辩证 法 ， 则 在 这 方面 帮助 思维 或 指导 思维 ， 它 告 ; 
我 们 在 提 概 念 、 给 条 件 乃 至 思维 过 程 时 ， 要 注意 客观 事物 的 结构 是 “ 活 ” 的 、 多 变 
的 、 二 象 的 ， 但 也 是 系统 的 ， 有 着 普遍 规律 的 . 

(3) 辩证 逻辑 发 展 甚 慢 . 辩证 逻辑 学 形成 以 来 ， 已 逾 百年 ， 但 一 直 未 能 成 为 
一 门 正式 的 基础 学 科 ， 更 谈 不 上 发 展 成 学 科 体 系 . 原因 自然 很 多 ， 但 归根 结 底 可 
能 是 辨证 逻辑 涉及 的 背景 空间 超过 了 形式 逻辑 背景 空间 所 引起 的 认识 差异 和 困 
难 . 亦 即 它 不 仅 超越 了 X， 也 超越 了 X ， 这 就 变 得 太 抽 象 . 特别 因为 这 件 事 产生 
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在 自然 科学 中 兴 时 期 , 自然 科学 在 整个 科学 中 占据 统治 地 位 , 甚至 可 说 形成 了 “ 自 
然 科 学 主义 ”. 而 当时 自然 科学 领域 主要 是 在 关内 ， 即 使 在 X' 内 的 部 分 也 往往 处 
于 不 自觉 的 状态 . 在 这 时 别 说 对 超 乎 (XX,X') 的 世界 进行 研究 , 就 连 承 认 它 也 是 很 
艰难 的 . 因此 ,在 这 种 状态 下 产生 了 两 大 特点 : @ 在 辩证 逻辑 研究 方向 上 , 仅 重 
于 (X,X') 上 的 研究 ， 此 即 自 然 辩 证 法 或 叫 自然 哲学 的 研究 ， 它 回避 了 对 超越 
(XX,X') 领 域 的 探讨 . @ 在 辩证 逻辑 学 概念 下 的 研究 中 ， 产 生 了 哲学 上 有 史 以 来 
最 为 厉害 的 争论 . 这 就 是 “唯心 论 ” 与 “唯物 论 ” 的 争论 ， 甚 至 上 升 成 世界 性 政 
体 上 两 大 阵营 的 斗争 ， 这 对 发 展 辩证 逻辑 学 来 说 无 疑 是 一 个 不 幸 事件 . 

正 因为 对 辩证 逻辑 的 基本 观点 、 概 念 范畴 等 基本 问题 难以 统一 ， 更 说 不 上 形 
成 自己 的 形式 化 系统 ， 因 而 难以 运用 现代 研究 手段 去 发 展 它 . 

总 之 ， 尽 管 今天 逻辑 学 分 支 已 发 展 出 了 不 少 ,但 人 类 至 今 的 逻辑 学 领域 和 主 
流 ， 仍 然 还 是 在 形式 轴 辑 上 ， 其 范畴 前 沿 仍 未 超过 辩证 逻辑 ; 人 类 对 逻辑 学 背景 
空间 的 认识 则 主要 的 还 是 在 (X,X') 上 . 至 于 超 乎 于 此 的 认识 , 在 20 世纪 70 年代 
以 来 进入 软 科学 时 代 的 今天 ， 只 能 说 已 有 了 一 定 的 解冻 迹象 . 


第 六 节 “数学 逻辑 ”及 其 认识 


一 、 问 题 的 引入 


尽管 在 数学 哲学 中 曾 有 过 “数学 与 数理 逻辑 间 隶 属 关系 ”的 争论 ,但 今天 已 
倾向 于 数理 逻辑 不 可 能 “ 秘 括 ”数学 ， 亦 即 数学 的 范畴 至 少 要 包含 数理 逻辑 . 但 
是 要 问 ， 数 学 是 否 完全 属于 形式 逻辑 ”再 问 ， 数 学 的 背景 空间 是 什么 ? 数学 与 所 
有 逻辑 学 科 的 关系 如 何 ? 这 些 都 是 本 节 要 认识 的 问题 . 

的 确 ， 数 学 中 存在 一 系列 的 哲学 问题 ， 数 学 从 来 都 与 哲学 特别 是 逻辑 学 最 为 
密切 . 不 仅 历史 上 如 此 ， 直 至 现代 ， 数 学 对 遇 辑 学 的 贡献 更 为 辉煌 ， 不 仅 有 作为 
主体 学 科 的 数理 逻辑 ， 而 且 还 推广 、 发 展 、 派 生出 了 一 系列 分 支 逻 辑 学 科 ， 诸 如 
“中 介 数 学 ”"、“ 制 约 逻 辑 "、“ 辩 证 数理 逻辑 ”以 及 “布尔 逻辑 ”"、“ 模 糊 逻 辑 ” 等 . 不 
过 仅 靠 这 些 分 支 还 完 不 成 本 节 的 任务 ， 因 为 它们 有 个 共同 的 特点 ， 即 各 自 都 有 一 
个 自己 的 有 限 目标 ， 并 以 此 建立 起 自己 的 有 限 系统 ， 所 解决 的 也 只 是 数学 范畴 某 
一 方面 的 问题 ， 所 显示 的 虽然 在 数学 范畴 内 但 只 是 某 一 方面 的 特色 . 

本 节 的 任务 有 别 于 它们 ， 我 们 希望 建立 一 个 逻辑 概念 以 总 挠 数学 (包括 应 用 
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数学 、 基 础 数学 ) . 但 我 们 没有 忘却 ， 这 里 曾经 是 希 尔 伯 特 马 失 前 蹄 的 地 方 ， 也 是 
罗素 为 之 望 洋 兴叹 之 处 ， 因 此 我 们 不 敢 妄想 建立 一 个 有 限 系统 去 实现 目标 〈 因 已 
共识 , 若 要 有 一 个 这 样 的 系统 ， 至 少 得 是 个 无 限 系统 ). 同时 ， 即 使 对 于 构建 一 个 
严格 的 无 限 系统 去 实现 它 ， 也 是 本 小 节 不 敢 奢 谈 的 ， 于 是 我 们 只 得 从 问题 的 另 一 
方面 作 起 . 

我 们 总 的 想法 是 : 整个 数学 体系 本 身 就 是 一 门 特 别 的 逻辑 科学 ， 它 是 一 门 特 
殊 的 无 限 逻 辑 系统 . 


二 、 数 学 具有 逻辑 学 的 基本 特征 


(1) 作为 思维 规律 的 逻辑 学 ， 包括 辨证 逻辑 ， 丝 以 “概念 化 ”作为 其 基本 特 
征 ， 即 使 说 现代 逻辑 已 在 概念 化 的 基础 上 发 展 到 了 “符号 化 ”乃至 “形式 化 ”， 那 
么 数学 各 个 分 支 也 完全 具备 概念 化 、 符 号 化 、 形 式 化 这 一 特征 . 

(2) 逻辑 学 可 理解 为 “对 客观 世界 进行 抽象 认识 ,然后 再 反 回 去 认识 “抽象 
的 客观 世界 ”这 样 的 学 科 ， 其 实 ， 数 学 正 是 这 样 的 . 

再 说 ， 逻 辑 学 可 理解 为 “狭义 的 ”和 “广义 的 ”两 种 . 前 者 骨 在 从 客观 世界 
中 提升 成 一 套 有 限 系统 ， 进 行 封闭 运 算 ， 比 如 向 世界 纵深 发 据 的 经 典 的 逻辑 学 学 
科 一 般 都 属于 这 一 类 型 ; 后 者 则 是 一 种 无 限 系统 (无限 多 公理 、 概念), 既然 无 限 ， 
即 不 能 呈 列 出 来 ， 却 也 是 有 效 的 . 可 以 说 “数理 逻辑 ”已 沿 着 这 条 路 走 ， 但 本 节 
执行 的 却 是 另 一 个 思 


三 、 数 学 还 具备 独 有 特征 


1. 针对 逻辑 学 的 有 限 形式 ， 数 学 本 身 即 是 个 无 限 形式 系统 

我 们 抽象 地 〈 即 不 必 实 际 去 作 地 ) 把 数学 各 个 分 支 ( 包 括 过 去 、 今 天 和 将 来 
可 能 产生 ) 的 所 有 概念 集 、 符 号 集 、 公 式 集 、 运 算 推理 规则 集 ， 一 并 归 成 一 个 大 
的 形式 系统 ， 则 它 具 有 两 个 特点 : 

(1) 几乎 每 一 门 学 科 的 概念 、 符 号 、 运 算 等 缘 遍 布 于 学 科 整 个 内 容 ， 难 以 统 
一 地 罗列 出 来 ， 只 有 已 经 “公理 系统 化 ”了 的 诸如 几何 学 、 数 理 逻 辑 学 某 些 分 支 
等 少数 学 科 容 易 罗 列 出 来 . 特别 因为 一 般 学 科 尚 未 最 后 成 熟 ， 随 着 它 的 发 展 ， 还 
在 不 断 产 生 着 新 的 概念 、 符 号 、 公 式 等 ， 所 以 从 这 一 意义 讲 ， 它 们 都 是 “无 限 形 
式 系统 . 

(2) 数学 学 科 还 在 不 断 增多 ， 因 此 其 学 科 集 也 难以 罗列 出 来 (包括 尚未 创立 
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的 学 科 )， 因 为 尚未 创立 的 学 科 , 也 将 有 它 独立 于 已 有 学 科 的 系统 ,仍然 是 表征 整 
个 数学 世界 的 成 分 ， 从 这 一 角度 说 数学 也 是 “无 限 形式 系统 ” 

20 世纪 30 年 代 ， 数 理 逻 辑 学 家 已 经 认识 到 ， 要 表征 数学 至 少 需要 无 限 的 形 
式 系统 才 行为 此 ， 数 理 逻 辑 〈 比 如 递归 论 ) 学 家 已 创造 了 无 限 着 归 、 超 穷 归 纳 
法 等 , 但 人 们 并 不 认为 仅 此 可 以 达到 它 的 初衷 . 那么 , 我 们 这 里 则 把 数学 的 过 去 、 
现在 与 “未 来 ”的 一 切 形式 作 抽象 地 汇总 ， 无 须 自己 作 任何 加 工 设计 ， 顺 其 自然 
地 用 数学 的 原样 来 “描述 ” 它 这样 一 个 “无 限 形式 系统 ”， 自 然 应 该 是 最 准确 的 、 
最 简便 的 ， 当 然 也 是 不 可 罗列 出 来 的 ， 不 可 操作 的 ， 不 过 用 以 表明 本 节 的 意图 ， 
足够 了 . 

2. 数学 不 只 合 有 现代 形式 光 蜀 的 特征 ， 也 含有 普通 形式 让 辑 和 辩证 认 加 
的 特征 

数学 广 合 “ 现 代 形式 逻辑 ”特征 已 属 无 疑 ， 往 往 还 因此 被 误 认为 数学 仅仅 必 
于 现代 形式 逻辑 ， 因此 ,这 里 将 着 重 表明 ， 它 不 止 于 此 ， 比 如 还 含有 传统 普通 ) 
形式 逻辑 的 特征 和 辩证 逻辑 的 特征 ， 为 此 只 需 例证 即 可 . 

(1) 数学 推理 中 的 普通 形式 逻辑 例 . 

比如 世界 著名 数学 教育 家 波 利 亚 推崇 的 “ 合 情 推理 ”( 第 一 章 第 一 节 ) 中 即 
包含 自 话语 言 的 直观 理解 .显然 它 属于 普通 形式 逻辑 ， 即 使 考虑 到 它 有 时 也 有 
“ 半 定 量 ”性 ， 最 多 只 能 算是 一 类 符号 逻辑 ， 而 非 数 理 馆 辑 的 

其 实 ， 在 许多 数学 定理 的 证 明 中 作 思想 转折 和 语言 简化 时 ， 也 不 乏 这 种 出 自 
直观 、 思 办 的 、 普 通 形式 逻辑 的 推理 ， 许 多 论文 的 潜伏 错误 也 往往 出 在 这 些 地 方 

(2) 数学 中 的 辩证 逻辑 特征 表现 . 

例 5 极限 概念 . 比如 “ve>0，36>0, 3|x- 驯 <5 时， 必 |f(x)-4<e ， 则 
称 /CD 当 x -为 时 的 极限 为 4， 把 这 一 过 程 记 为 yn /Co) = 4”， 这 里 充分 体现 了 
量变 到 质变 的 规律 ， 是 辩证 逻辑 的 ， 

同 理 , 当 y= /CO 在 加 处 光滑 时 ， 显 然 增 量 Ay 与 Ar 将 同时 缩小 至 0， 却 可 能 
有 j 亿 = 忆 =0 . 类 似 这 样 凡 有 极限 的 地 方 都 体现 出 量变 质变 的 辩证 逻辑 特征 . 

例 6 拙 文 “ 一 类 交通 安全 与 经 济 效益 模型 ”( 载 《系统 工程 》91 增刊 ) 中 
有 这 样 一 个 模型 : 
(+e) 人 人 


aAt 让 
(半身 (6+ 


F(X,0)= CC GD)- 
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其 中 @ =| Cdts[o， gi(X'(t) 为 第 i 个 不 安全 因子 ; 于 = 天 + 和 = 生产 ， 
投入 十 安全 投入 ; 其 他 符号 自明 . 显然 G 在 [0,1] 上 量变 到 1 时 将 使 下 产生 质变 . 

又 如 ， 我 们 在 Ecological Modelling，84 (1996)，11~27 上 描述 “大 熊猫 与 
稍 竹 ” 这 一 生态 系统 的 数学 模型 中 ， 也 体现 了 这 类 量变 到 质变 的 辩证 逻辑 特征 . 

例 7 第 四 章 中 谈 到 ,“ 对 偶 空间 ”六 与 原 空 间 上 所 构成 的 完全 空间 (, 广 ) 即 
是 一 个 对 立 统一 系统 ， 特 别 在 其 “第 三 节 、 三 ”提出 的 “二 象 互动 ”模型 更 是 数 
学 表征 客观 事物 “对 立 统一 律 ” 的 典型 一 例 . 

至 于 相似 律 ， 在 数学 中 从 古典 到 现代 ， 从 初等 到 高 等 ， 都 广 为 存 在 的 “相似 
性 ”研究 内 容 ， 即 属 此 . 比如 ， 从 傅 里 叶 级 数 到 调和 分 析 、 小 波 分 析 都 广 为 存 在 
波 的 大 小 嵌 套 和 相似 性 . 特别 地 ， 已 谈 到 的 “分 形 几 何 学 ”这 一 创 自 20 世纪 70 
年 代 的 数学 分 支 ， 更 是 专门 揭示 客观 世界 中 一 种 “ 自 相似 ”结构 的 . 

总 之 ， 不 可 和 否认， 数学 中 特别 是 现代 数学 中 也 有 丰富 的 辩证 逻辑 特征 ， 只 是 
由 于 辩证 逻辑 的 范畴 和 背景 空间 尚未 明晰 ， 而 数学 的 边际 也 未 清楚 〈 不 可 能 清楚 ) 
所 以 辩证 逻辑 与 数学 间 的 包含 关系 目前 尚 无 法 得 知 . 


? 


四 、“ 数 学 逻辑 ”的 概念 界定 


根据 上 面 分 析 , 也 许可 以 把 整个 数学 叫做 一 门 新 的 逻辑 学 了 , 我 们 称 其 为 数 
学 逻辑 ". 于 是 我 们 可 以 这 样 来 界定 数学 逻辑 . 

数学 逻辑 : 以 数学 现 有 的 和 将 有 的 各 分 支 学 科 中 已 有 和 将 有 的 概念 集 、 符 号 
集 、 公 式 集 、 规 则 集 、 运 算 集 ， 这 样 每 一 集 都 是 无 限 集 的 总 体 无 限 集 ， 所 形成 的 
一 个 无 限 的 形式 系统 叫做 数学 逻辑 ， 它 针对 其 背景 空间 ， 经 概念 化 抽象 成 模型 和 
问题 ， 然 后 用 广义 的 数理 逻辑 或 说 “类 ”数理 逻辑 的 手段 ， 探 索 更 为 广泛 的 客观 
世界 规律 ， 而 不 是 像 数理 逻辑 那样 ， 探 索 的 只 是 数学 的 内 在 基础 〈 即 纯 数理 逻辑 
推出 的 数学 内 容 部 分 ) . 

注 : 这 个 “界定 ”中 既 体现 了 与 一 般 还 辑 学 ， 特 别 是 与 数理 逻辑 的 基本 相似 
点 ， 又 体现 了 与 数理 逻辑 的 根本 不 同 点 .这 点 主要 表现 在 ， 数 学 的 背景 空间 更 为 
广泛 ， 所 用 方法 也 更 为 广泛 ， 不 只 拘泥 于 命题 演算 、 谓 词 演算 〈 例 见 三 、 例 2 )， 
从 而 它 探索 的 世界 也 更 为 广泛 .但 “数理 远 辑 ”主要 目标 在 于 为 数学 寻找 逻辑 基 
础 一 一 首先 希望 由 数理 逻辑 推出 数学 ,目前 已 经 推出 算术 系统 ,正在 推出 代数 系 
统 ， 当然 ， 如 果 数 理 远 辑 真能 完全 地 推出 数学 ， 那 么 数学 远 辑 也 就 可 以 团 于 数理 
逻辑 了 . 反之， 如 “数学 远 辑 ” 真 的 包含 了 数理 逻辑 ， 则 数理 还 辑 不 可 能 完全 地 
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推出 数学 ， 我 们 猜测 ， 后 一 结论 是 成 立 的 . 如 果 这 样 ， 给 出 “数学 逻辑 ”概念 不 
会 毫 无 意义 . 

总 之 ,“ 数 学 逻辑 ”就 是 数学 本 身 ， 一 点 也 没 变 . 其 意义 仅 在 于 ， 有 了 数学 
逻辑 的 概念 以 及 它 与 形式 逻辑 、 辩 证 逻辑 的 关系 认识 ， 以 后 就 不 必 再 为 找 “ 数 学 
的 逻辑 范畴 ”而 犯难 了 . 


五 、 几 种 主要 逻辑 范畴 间 的 关系 认识 


至 此 , 已 就 主要 的 逻辑 体系 作 了 简 述 , 现在 综合 起 来 看 看 其 概念 之 间 的 “ 序 
关系 或 说 其 范畴 之 间 的 包含 关系 ， 特 此 用 图 5.2 和 图 5.3 分 别 表 出 . 

图 5.2 相当 于 它们 间 的 俯视 图 ， 可 见 除数 理 逻 辑 范畴 具有 分 明 边界 外 ， 其 他 
范畴 的 边界 都 是 模糊 的 . 这 是 因为 数理 逻辑 是 公理 化 系统 ， 它 具有 完备 性 ， 而 其 
他 逻辑 学 领域 都 不 具 此 特征 ， 所 以 如 此 作 图 以 示 区 别 . 

从 图 5.2 中 还 可 看 到 ， 数 学 具有 横断 性 ， 除 包含 数理 逻辑 外 ， 还 横 跨 了 其 他 
各 逻辑 范畴 ， 此外， 其 他 四 种 逻辑 都 具有 依 秩 的 包含 关系 . 


ey NN ~ 人 WW、\、 
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入 入 和 相信 人 信和 入 八 入 
了 . 
辩证 逻辑 范畴 ( 模 线 域 ); 形式 逻辑 范畴 ( 正 斜 线 域 )， 数学 还 辑 范 哮 
( 抽 斜 纺 域 ); 现代 形式 弛 辑 范畴 〔 坚 线 域 ) 数理 座 辑 范畴 ( 密 模 线 域 ) 
图 5.2 ( 外线 为 下 图 所 用 ) 
图 5.3 是 对 图 5.2 沿 “IE” 线 的 前 视图 ， 以 此 可 以 更 明确 地 看 出 它们 之 间 的 
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包含 关系 ， 但 对 各 个 范畴 边界 的 开 闭 性 却 不 便 表 现 ， 其 中 数学 逻辑 与 辩证 逻辑 的 
上 下 底 边 互相 交织 ， 表 明 这 两 个 逻辑 范畴 间 的 包含 关系 尚 不 完全 清晰 . 


第 七 节 关于 多 值 逻辑 的 认识 


本 节 讨 论 现代 “数理 逻辑 学 ”的 一 类 重要 的 分 支 理 论 . 


1. 从 多 值 逻 辑 到 模糊 钦 辑 

多 值 逻辑 又 叫 多 秩 逻 辑 ， 它 是 (经 典 的) 二 值 逻 辑 的 推广 和 派生 . 因此 ， 其 
思想 肇 源 于 19 世纪 布尔 逻辑 的 产生 ， 最 初 是 三 值 逻辑 或 一 般 的 n 值 逻辑 ， 总 之 
是 有 限 值 歇 辑 (2<n<+w%). 其 特点 是 除了 所 谓 “ 真 值 、“ 假 值 ” 外 还 有 介 于 其 
间 的 值 (第 三 值 ; 第 四 值 等 等 ), 但 缘 因 其 应 用 领域 不 宽 , 致使 其 发 展 较为 缓慢 . 比 
如 它 虽 然 在 电路 分 析 上 有 所 应 用 ， 但 显然 不 及 布尔 逻辑 有 力 ; 即使 在 量子 理论 上 
也 有 应 用 ， 仍 并 不 得 力 . 直至 20 世纪 中 后 期 以 来 ， 科 学 进入 所 谓 “ 不 确定 性 ”时 
期 和 不 确定 性 数学 得 到 很 好 发 展 之 后 ， 多 值 逻辑 发 展 到 了 无 穷 值 多 辑 ， 这 才 得 到 
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了 真正 的 发 展 . 无 穷 值 远 辑 又 叫 模糊 逻辑 ， 如 今 “ 模 糊 逻 辑 ” 已 成 了 多 值 逻辑 的 
代名词 ， 因 此 本 节 着 重围 绕 模糊 逻辑 来 认识 . 

产生 “模糊 逻辑 ”的 基础 是 不 确定 性 问题 ， 为 此 先 来 看 看 : 

2. 不 确定 性 问题 的 基本 特征 

(1) 这 时 形式 逻辑 的 四 大 定律 不 能 得 到 完全 满足 ， 具 体 说 是 “ 排 中 律 ”不 能 
得 到 满足 ， 或 是 “充足 理由 律 ” 不 能 得 到 满足 . 

(2) 它们 的 数量 特征 表现 为 [0,1] 区 间 上 的 任 一 值 . 

显然 ， 据 (1) 多 值 逻 辑 应 属 形式 逻辑 的 派生 ， 据 (2) 多 值 逻辑 应 属 布尔 好 
辑 的 推广 ， 总之， 多 值 逻 辑 仍 属 形式 逻辑 范畴 ， 它 的 特点 是 既 吸 取 了 现代 形式 罗 
辑 的 表述 优点 , 又 注意 到 贴近 人 类 思维 的 本 来 特征 (模糊 性 ). 下 面 进一步 叙述 多 
值 逻辑 产生 的 机 理 和 学 科 特 征 . 


二 、 不 确定 性 的 存在 机 理 


1. 形式 逻辑 的 古典 部 分 和 近代 部 分 

从 形式 逻辑 的 历史 发 展 过 程 看 到 , 今天 的 形式 逻辑 是 由 两 部 分 构成 的 , 此 即 : 

(1) 古典 部 分 . 

已 知 这 是 当初 亚 里 士 多 德 时 期 形成 的 部 分 ， 它 仅 由 三 律 : 同一 律 、 排 中 律 、 
矛盾 律 来 界定 ， 主 要 是 描述 思维 的 概念 、 推 理 、 判 断 等 过 程 . 由 于 它 历史 悠久 ， 
又 被 称 为 “古典 部 分 

(2) 近代 部 分 . 

这 是 17 世纪 莱 布 尼 茨 提出 的 ， 它 主要 刻画 证 明 、 辩 论 等 思维 过 程 . 为 此 ， 
它 需 要 在 原 有 “三 律 ” 基 础 上 再 加 一 个 “充足 理由 律 ”才能 完成 .把 这 样 在 近代 
才 扩 展 成 的 部 分 叫做 形式 逻辑 的 “近代 部 分 ” 

显然 ， 形 式 逻 辑 的 近代 部 分 是 古典 部 分 的 推广 与 扩充 ,但 还 不 止 于 此 . 这 就 
是 我 们 所 关心 的 如 下 特征 区 别 . 

2. 形式 逻辑 近代 部 分 的 人 为 特征 

容易 看 到 ， 一 个 证 明 或 辩论 问题 都 有 个 “目标 .不 针对 一 个 具体 的 “目标 ” 
就 谈 不 上 证 明 ， 也 谈 不 上 辩论 . 自然 ， 这 个 “目标 ”应 当 产 生 在 证 明 或 辩论 过 程 
之 前 ， 那 么 它 是 怎样 产生 的 呢 ? 它 可 能 由 别人 提出 ， 或 者 由 证 明 〈 辩 论 ) 者 自己 
提出 . 但 不 管 怎 样 它 本 质 上 不 应 该 来 自 形式 逻辑 ， 或 说 不 是 来 自 完全 的 形式 逻辑 
思维 ， 它 可 能 来 自 灵 感 、 直 觉 、 联 想 ， 或 在 很 少 的 信息 基础 上 经 过 思维 的 跳跃 而 
产生 . 我 们 总 体 上 把 它 叫 做 〈 科 学 ) 猜测 . 稍 作 思 索 即 可 注意 到 ， 在 生活 和 科研 
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活动 中 ， 这 种 科学 猜测 性 思维 现象 十 分 普遍 ， 可 说 一 切 理论 成 果 和 创造 发 明 都 首 
先 产生 自 “ 猜 测 ”. 数学 也 是 这 样 . 

现在 要 说 的 是 ， 相 对 于 形式 逻辑 本 身 的 内 容 ， 这 种 “猜测 ”具有 外 来 特征 ， 
也 是 人 为 特征 . 也 就 是 说 ， 它 是 在 人 为 设 定 的 外 在 目标 之 下 ， 才 进行 形式 逻辑 思 
维 的 . 但 形式 逻辑 的 古典 部 分 没有 这 一 特征 ， 原 则 上 古典 形式 逻辑 只 要 在 现 有 的 
条 件 〈“ 因 ”) 之 下 和 赁 着 “三 律 ”推理 ， 得 到 的 结论 (“ 果 ”) 是 什么 就 是 什么 ， 而 
不 存在 那个 需要 判定 其 结论 是 否 达到 了 的 “目标 ”. 所 以 这 种 具有 “猜测 ”的 人 为 
部 分 的 思维 ， 是 有 别 于 形式 逻辑 的 古典 部 分 的 . 

“古典 逻辑 ”好 似 推 铅球 , 只 要 在 一 定 规范 下 推出 去 , 落 到 哪里 即 是 哪里 ;“ 近 
代 逻 辑 ” 则 好 似 射箭 ， 不 仅 需 要 在 一 定 规范 下 射出 去 ， 还 要 求 结果 与 “目标 ”的 
相合 性 .作为 一 种 本 质 的 解释 可 回 到 爱 因 斯 坦 空 间 去 . 

3. 人 为 特征 产生 的 不 确定 性 

如 图 5.4 所 示 ， 其 中 空间 为 完全 宇 军 空间 (X,YX") ， 亦 即 相对 论 完 全 空间 ( 虚 
实 “ 二 象 ” 合成 的 ). 因 其 为 “ 弯 空 间 ”( 属 
一 般 流 形 )， 作 为 示意 特别 取 7 轴 为 弯 轴 
来 表示 . 

设 当 前 时 刻 为 4， 这 时 从 现 有 条 件 开 
始 作 逻 辑 推理 ; 再 设 现 有 条 件 对 应 于 ( 完 
全 ) 空间 中 的 (抽象 ) 位 置 在 4 点 ， 则 因 
(4 大) 是 个 自治 系统 , 由 它 决 定 的 形式 逻 
辑 ， 自 4 (充分 条 件 ) 沿 其 固有 轨道 可 推 
至 + 的 结论 4' ,这 就 是 形式 逻辑 古典 部 分 
的 直观 解释 . 

至 于 形式 逻辑 的 近代 部 分 特征 ， 可 解 
释 为 “B 及 其 邻 域 ”与 “ B' 及 其 邻 域 ” 间 的 关系 ,这 时 不 是 事先 有 了 8B 去 推出 B' 
的 问题 . 恰好 相反 ， 是 事先 人 为 地 猜测 到 ， 可 能 有 8' 成 立 (自然 是 在 未 来 时 刻 ， 
记 为 :)， 需 要 在 现 有 时 刻 4 找 出 一 个 初始 点 (充足 理由 ) 以 沿 着 它 的 一 条 人 逻辑 
轨道 能 达到 (推出 ) 8', 或 已 知 理由 (8) 和 猜测 的 结论 8', 要 我 们 去 找 出 (X,X') 
空间 中 是 否 有 连接 88' 的 逻辑 轨道 ， 比 如， 一 般 定理 的 证 明 即 属 此 情形 ， 现 在 我 
们 关心 的 问题 是 在 两 种 情形 下 都 可 能 有 这 样 的 问题 : 或 者 已 知 8' 但 找 不 出 准确 的 
8 点 (充足 的 理由 ) 而 只 能 找到 其 邻 域 中 近似 的 5 点 (近似 于 充足 理由 ); 或 者 给 
出 的 条 件 (对 于 8) 本 身 就 不 确切 ， 只 落 在 B 的 邻 域内 某 点 ( 仍 记 为 5)， 所 有 这 
些 情形 ， 沿 着 过 b 的 轨道 推 下 去 都 只 能 得 出 8' 邻 域内 的 点 6 (近似 于 B8' 的 结 
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图 5.4 


论 ). 当然 严格 说 来 这 种 “从 邻 域 推 到 邻 域 ”是 有 条 件 的 ， 只 是 这 一 条 件 比 较 弱 喷 
了 . 此 即 要 求 动力 系统 对 初始 点 具有 连续 依赖 性 , 这 对 于 一 般 拓扑 空间 内 (拓扑) 
的 动力 系统 都 能 满足 . 

显然 , 对 于 同一 个 8B” (或 8)， 其 邻 域 中 点 b” (或 5) 的 有 关 量 相 对 于 B (或 
B) 的 典型 量 ( 取 为 1) 来 ， 则 只 能 是 属于 [0,1] 的 值 ， 所 以 叫 这 种 推理 是 多 值 的 ， 
或 叫 不 确定 的 . 这 就 是 对 形式 逻辑 近代 部 分 中 的 人 为 性 所 产生 的 不 确定 性 的 直观 
理解 . 


三 、 不 确定 性 问题 的 分 类 
我 们 把 不 确定 性 问题 分 为 三 类 : 
. 超 逻 辑 不 确定 性 问题 
我 们 定义 ， 在 形式 逻辑 甚至 辩证 逻辑 范畴 内 不 可 能 得 到 确定 结论 的 问题 都 叫 
做 ， 和 站 着 超 逻 辑 问 题 具有 本 质 的 不 确定 性 . 比如 量子 场 中 的 “ 测 不 准 ” 性 ， 
经 济 学 中 的 阿 罗 悖 论 和 阿 莱 怪 圈 (参见 拙 著 《 数 量 经 济 学 导论 》) ， 物 质 可 分 性 之 


条 乃至 罗素 停 论 问题 等 等 ， 至 少 从 目前 人 类 对 它们 的 认识 状态 来 看 ， 可 以 猜想 它 
们 中 至 少 存在 “ 超 逻 辑 ” 问 题 . 当然 还 有 待 进一步 的 “逻辑 ”判定 . 

2 . 人 

一 种 非 本 质 的 不 确定 性 问题 . 也 就 是 说 ， 从 本 质 (逻辑 ) 上 看 来 ， 问 题 

rt nb 包括 技术 设备 、 对 因素 
的 掌握 和 有 关 信 息 的 收集 等 ， 定 能 做 到 使 间 题 成 为 确定 的 . 显然 ， 这 类 
问题 很 多 ”比如 工程 测量 问题 即 属 此 类 (参见 抽 革 “社会 记 几 学 原理 》). 

例 8 某 单位 今年 职称 评定 中 使 用 过 去 的 “科研 和 教学 记分 规则 ”, 得 到 某 两 
人 同 分 数 ， 但 定额 只 允许 上 一 人 ， 从 而 产生 了 【技术 性 ) 不 确定 问题 .为 此 ， 学 
科 组 又 增加 了 一 个 “社会 工作 成 绩 记 分 ”项 目 ， 从 而 使 问题 变 成 确定 的 了 . 

例 9 知识 竞赛 , 常常 以 10 分 为 基本 单位 记分 ,因此 容易 造成 多 组 得 分 相同 
的 结局 . 比如 ， 某 次 竞赛 结果 只 需 取 一 个 第 二 名 ， 却 有 3 组 成 绩 同属 第 二 名 ， 显 
然 这 种 不 确定 性 也 是 技术 性 的 . 因为 只 要 再 就 这 三 组 继续 竞赛 之 ， 即 可 逐步 得 
到 确定 . 

总 之 ， 技 术 性 不 确定 问题 是 可 以 通过 技术 处 理 ， 或 经 技术 水 平 发 展 而 得 到 解 
决 的 不 确定 性 问题 . 

3. 人 为 性 不 确定 问题 

比如 ， 一 个 人 的 头发 有 多 少 是 客观 事实 ， 但 若 人 们 设 定 一 个 “最 ”化 概念 ， 
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记 满 发 为 1， 秀 头 为 0， 则 绝 大 多 数 人 的 满 发 “ 度 ” 只 能 属 (0,1) 了 ， 从 而 借鉴 
布尔 二 值 《确定 ) 逻辑 ， 问 题 即 成 为 非 二 值 的 或 不 确定 问题 了 . 显然， 这 种 不 确 
定性 是 相对 于 人 为 给 出 的 概念 而 发 生 的 . 

又 如 ， 人 的 年 龄 分 布 是 个 连续 整数 ， 是 客观 事实 ， 但 一 个 50 岁 男 士 对 于 一 
个 小 孩 来 说 该 叫 他 和 爷爷 还 是 伯伯 ， 则 成 了 不 确定 问题 . 显然 ， 这 是 因为 人 定 概 念 
{ 爷 、 伯 } 的 0,1 性 引起 的 ， 因 而 是 人 为 性 的 不 确定 问题 . 

特别 地 ， 人 为 的 不 确定 性 还 包括 人 类 自然 的 思维 形式 《和 凭 白话 表述 ) 中 存在 
的 不 确定 性 . 这 已 是 人 们 熟知 的 生活 现象 ， 它 常常 是 生活 中 造成 误解 和 无 益 争辩 
的 一 个 重要 原因 . 


四 、 模 糊 逻 辑 及 其 特征 


从 “三 ”中 所 述 的 内 容 可 见 ， 对 于 本 质 性 不 确定 问题 “1”， 原则 上 不 是 形式 
逻辑 所 能 解决 的 ， 属 超 形式 逻辑 甚至 超 辩证 逻辑 范畴 的 问题 ， 超 出 了 这 里 的 讨论 
范围 

至 于 技术 性 不 确定 问题 “2” 与 人 为 性 不 确定 问题 “3”， 正 是 形式 逻辑 范畴 
内 的 不 确定 性 问题 . 它们 或 因 人 的 能 力 暂 时 不 可 达 ( 情 形 2， 如 随机 问题 ), 或 因 
人 为 新 引入 的 概念 而 成 ， 抑 或 因 人 的 思维 特征 与 科学 的 要 求 不 符 所 致 ( 情 形 3) . 
总 之 这 些 都 需要 且 能 够 作出 正面 研究 、 探 讨 其 规律 ， 特 别 在 现代 科学 形势 下 更 需 
要 这 样 做 ， 更 有 能 力 这 样 做 ， 于 是 多 值 逻辑 便 应 运 而 生 了 . 

模糊 逻辑 主要 是 在 计算 机 科学 和 模糊 数学 (第 九 童 第 五 节 ) 的 刺激 下 活跃 起 
来 的 无 穷 值 远 辑 .模糊 逻辑 还 是 一 门 十 分 年 轻 的 逻辑 学 科 ， 不 过 目前 它 的 内 容 除 
了 引入 模糊 概念 外 ， 主 要 思想 还 是 借鉴 或 移植 经 典 数 理 逻 辑 或 数学 逻辑 而 来 ( 当 
然 模糊 逻辑 本 身 也 属于 “数理 逻辑 "一 个 现代 分 支 ). 这 点 类 似 于 模糊 数学 的 特点 ， 
不 过 这 也 正 说 明 它 的 年 轻 性 和 需要 作 深 入 突破 以 从 方法 上 形成 独立 学 科 特 色 的 困 
难 性 .但 也 不 能 不 看 到 ， 从 实际 背景 和 逻辑 领域 来 看 ， 多 值 逻 辑 和 模糊 逻辑 的 确 
有 着 它 独立 的 一 块 疆域 . 

具体 说 模糊 逻辑 可 描述 为 : 由 取 值 于 [0,1] 的 模糊 变量 集 ; [0 本 [0.1] 的 
模糊 公式 集 ; 算 符 集 、 关 系 符 集 , 如 V〔( 合 取 )、A( 析 取 )、 一 (蕴含 )、<> (等 
价 )、[,] 括 弧 等 ,以 及 模糊 恒 真 、 恒 假 与 文字 、 语 句 、 单 项 、 补 项 等 条 件 所 形成 
的 公理 化 系统 ， 叫 做 模糊 逻辑 ， 它 是 二 值 远 辑 的 推广 . 此 外 ， 它 还 在 “模糊 推理 ” 
上 表现 出 “一 方面 借用 数理 逻辑 的 表现 手法 ; 另 一 方面 更 加 贴近 人 类 思维 ”的 特 
征 . 诸如 其 “模糊 假 言 推理 ”等 即 如 此 . 
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第 六 章 “实数 再 认识 


石头 抛 起 来 会 落下 ， 果 子 成 熟 了 会 下 落 ， 自 古 以 来 见 惯 不 惊 ， 习 以 为 常 . 原 
来 “习惯 ”也 有 麻 兽 人 的 作用 ， 致 使 对 它 发 间 的 人 不 多 ， 作 解答 的 人 则 更 少 ， 所 
以 牛顿 伟大 .- 

实数 在 人 类 生活 中 接触 最 频繁 ， 从 开始 记事 的 孩子 到 尖端 科学 的 研究 人 员 都 
离 不 开 它 。 那么 我 们 问 ， 实 数 是 什么 ”人 类 已 经 认识 透 了 实数 吗 ? 如 果 说 人 类 至 
今 尚 未 认识 透 实数 ， 且 将 永远 认识 不 透 实 数 ， 你 相信 吗 ? 

面 对 这 样 的 发 问 可 有 多 种 不 同 的 反映 ， 一 种 是 不 假 思 索 者 ， 本 着 它 脑子 里 存 
在 的 一 种 模 模糊 糊 的 认识 回答 “实数 不 就 是 连 小 孩子 都 懂得 的 东西 吗 ? ; 另 一 种 
是 大 吃 一 惊 者 ,不 问 不 知道 ,一 问 吓 一 跳 ,，“ 蛙 ， 医 学 发 展 至 今 还 治 不 了 感冒 ， 数 
学 发 展 至 今 还 认 不 透 实 数 ， 真 奇怪 啊 ! ; 第 三 种 人 则 是 大 多 数 知识 分 子 ， 他 们 知 
道 要 真正 认识 实数 不 容易 ， 但 究竟 是 怎么 回 事 ， 无 暇 问津 ， 最 后 一 种 人 则 是 数学 
家 ， 他 们 对 实数 的 “深度 ”最 有 感受 ， 对 实数 理论 最 有 撼 量 

通过 本 章 的 讨论 将 使 大 家 认识 到 ， 对 实数 的 认识 从 来 都 是 数学 的 中 心 任 务 之 
一 ， 从 古代 、 近 代 到 现代 都 十 这 样 ， 相 信 将 来 也 是 这 样 . 可 以 说 整个 数学 完全 可 
以 从 实数 理论 出 发 ， 辐射 ”得 到 ， 且 实数 理论 不 仅 是 数学 的 核心 ， 也 是 一 切 科 
学 ， 特 别 是 自然 科学 的 根基 . 不 过 对 实数 的 认识 却 不 只 是 现在 的 水 平 . 

那么 ， 实 数 为 什么 会 有 如 此 深刻 的 奥妙 ? 也 将 在 本 章 中 回答 . 不 过 正 因为 实 
数 联 系 着 整个 数学 ， 所 以 不 可 能 全 部 内 容 都 在 本 章 叙 述 ， 有 些 已 在 其 他 章节 重点 
述 出 的 内 容 ， 在 此 只 需 点 到 为 止 . 

流行 的 实数 理论 多 注重 严 亲 的 数学 论述 ， 但 容易 使 人 感到 枯燥 ， 为 此 本 章 在 
介绍 既 有 实数 理论 重要 成 果 的 同时 ， 也 尝试 着 从 认识 论 和 生活 观察 、 思 维 欣赏 的 
角度 去 写 ， 希 望 这 样 更 能 服务 于 本 书 的 宗旨 . 


第 一 节 ”实数 认识 的 几 个 重要 成 果 回 顾 


一 、 算 术 一 一 实数 的 运算 性 质 


已 知 实数 集 上 的 直接 演算 叫做 算术 . 算术 起 自 加 法 ， 同 数 连 加 得 乘法 ， 同 数 
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连 乘 得 方 宕 .“ 加 ”与 其 逆 ( 减 ) 运算 一 起 称 为 “二 则 ”算术 ,连同 “ 乘 ”与 其 逆 
( 除 ) 运算 则 得 “四 则 ”算术 ， 再 连同 “ 方 宕 ”与 其 逆 《 开 方 ) 运算 则 得 “六 则 ” 
算术 ， 这 就 是 最 基本 的 也 是 初等 的 算术 . 

此 外 ， 随 着 实数 理论 的 发 展 ， 还 产生 了 本 质 上 是 作为 函数 式 的 “指数 ”运算 
及 其 逆 (对 数 ) 运算 ， 从 而 发 展 为 “ 八 则 ”算术 . 再 后 ， 人 们 进一步 在 函数 的 意 
义 下 把 “微分 ”及 其 逆 《 积 分 ) 运算 也 归 入 算术 运算 而 成 为 “十 则 ”算术 ， 这 主 
要 是 为 了 “表彰 ” 微 积分 方法 的 简便 易学 和 普 适 有 效 性 ， 

那么 , 算术 还 有 没有 可 公认 的 “十 二 则 ”算术 、“ 十 四 则 ”算术 …… 呢 ?至 少 
今天 还 没有 出 现成 熟 的 可 与 微 积分 方法 媲美 的 数学 方法 ， 因 而 还 没有 “十 二 则 ” 


下 一 章 还 将 看 到 ， 对 于 一 切 集合 来 讲 ， 实 数 集 上 的 运算 功能 是 最 强 的 ， 也 是 
最 为 丰富 的 ， 因 此 科学 一 旦 把 客观 事物 “映射 ”到 数 域 上 来 ， 便 可 以 运用 其 上 下 
富 的 运算 功能 ， 寻 找 客观 事物 间 的 关系 和 规律 了 . 

“作为 一 种 训练 ,请 考虑 一 下 ,是 否 可 借鉴 虚数 的 表示 方式 来 推广 第 八 则 (对 
数 ) 运算 ， 建 立 负数 的 对 数 In(-|a) 运算 ? 若 能 建立 ， 是 否 有 意义 ? 


二 、 数 论 一 一 整数 的 组 合 特征 


数论 几乎 与 算术 同样 古老 ， 数 论 的 古称 也 叫 算术 (arithmetic) ， 的 确 ， 比 如 
其 “初等 数论 ”就 是 (整数 的 )“ 六 则 ”算术 . 但 数论 同样 有 它 的 现代 化 ， 因 而 被 
誉 为 是 既 古 又 新 的 学 科 之 一 ， 由 此 足 可 略 知 ， 仅 仅 一 个 整数 集 ， 就 存在 着 多 么 丰 
富 的 组 合 规律 ,何止 是 个 “万 花 简 ”? 它 让 人 类 世 世 代 代 扑 朔 迷离 ， 永 无 终极 . 

数论 是 “容易 进而 不 容易 出 (出 成 果 )” 的 学 科 ， 表 现 为 技巧 性 特别 强 . 仅 就 
世人 共 知 的 数论 三 大 世界 难题 而 论 ， 三 百年 来 不 知 有 多 少 “ 业 余 ” 学 者 ， 包 括 一 
些 中 学 生 ， 误 入 其 中 浪费 了 不 少 青春 ， 沙 得 个 空手 而 回 ， 这些 都 间接 地 表明 了 整 
数 的 组 合 规律 是 何等 的 奥妙 复杂 ， 

如 今 三 大 难题 的 状况 是 : 

华 林 问题 任 一 正 整 数 n 必 为 4 个 数 ( 正 实数 ， 下 同 ) 之 平方 和 或 9 个 数 之 
立方 和 或 19 个 数 之 四 方 和 .1770 年 提出 ，19 世纪 末 为 〈 数 学 无 冕 之 王 ) 希 尔 伯 
特 解决 . 

费 马 问题 : 是 否 存 在 整数 x,y,z(xyz 关 0) 及 n(>2) 使 得 x*+y”=z”. 1637 年 提 
出 ，1994 年 为 A: 怀 尔 斯 否定 地 解决 ， 由 此 他 不 仅 获 得 1996 年 沃 尔 夫 奖 等 多 项 
大 奖 ， 更 获得 1908 年 悬赏 的 专项 奖 10 万 马克 . 

哥 德 巴赫 问题 : 每 个 不 小 于 6 的 偶数 必 为 两 个 奇 素数 之 和 ( 即 “1+1” 问题 ); 
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每 个 不 小 于 9 的 奇数 必 为 3 个 奇 素数 之 和 . 1742 年 所 出, 至今 未 完全 解决 . 对 此 ， 
称 景 润 解决 的 “1 十 2” 问题 (20 世纪 70 年 代 ) 仍 保持 着 世界 冠军 地 位 . 

由 此 可 见 认识 整数 的 组 合 规律 之 难 . 还 要 说 明 ， 随 着 数论 的 发 展 ， 它 的 世界 
性 难题 似乎 变 得 越 来 越 多 ,只 是 因为 现代 科学 的 时 代 特 征 才 使 得 它们 不 再 那么 震 
撼 世界 ”了 . 

数论 的 现代 研究 除了 老 而 新 的 “初等 数论 ”和 以 哥 德 巴 赫 问 题 为 核心 的 “ 解 
析 数 论 ” 外 ， 就 是 与 代数 学 结合 的 “代数 数论 人、“ 数 的 几何 “结合 代数 数论 ” 
等 ， 以 及 “组 合 数论 ”之 类 应 用 基础 分 支 . 


三 、 数 系 的 扩展 


数 系 的 扩展 可 分 为 “实数 系 ” 的 扩展 和 “多 元 数 系 ”的 扩展 两 大 支 系 . 后 者 
主要 指 一 元 数 〈( 即 实数 )、 二 元 数 ( 即 复 数 ) 和 四 元 数 . 据 Frobenius 定理 ， 只 有 
一 元 、 二 元 、 四 元 数 能 构成 数 域 ， 这 是 有 意义 的 〈 它 暗示 了 “ 数 ” 的 “二 象 ” 人 性 ， 
待 述 ) ， 其 中 又 以 一 元 数 系 和 二 元 数 系 最 为 丰富 、 最 为 有 用 . 关于 二 元 数 系 留待 第 
七 章 中 补 说 ， 本 章 仅 谈 一 元 数 (二 象 “ 数 ” 之 实 象 ) 的 扩展 ， 或 即 实数 系 的 扩展 . 

实数 系 的 扩展 可 分 为 两 个 途径 : 

1. 代数 途径 
在 这 一 意义 下 


实数 集 = 实 代 数 数 集 吕 实 超越 数 集 
代数 数 集 即 一 切 有 理 系数 代数 方程 P(x)=0 在 复数 域 上 所 有 根 的 集合 (n 为 
任意 自然 数 ).“ 实 代数 数 集 ” 则 为 其 实 根 (不 是 实 部 ) 这 一 子 集 . 
实 超越 数 集 = 实 数 集 \ 实 代数 数 集 (“\” 表 远 辑 减 ). 
人 类 对 代数 数 、 超 越 数 的 认识 较 晚 ， 系 1740 年 代 由 欧 拉 等 人 提出 . 容易 看 出 
“ 实 代 数 数 集 ” 包 括 全 部 有 理 数 ， 即 ar+p=0 的 根 (ob 为 整数 ) ， 也 叫 一 次 代数 
数 . 同时 还 包含 无 穷 多 无 理 数 ， 比 如 ，7 次 方程 的 一 类 根 Ya (a 为 素数 ，n 为 自 
然 数 ) 即 是 . 此外， 还 知道 代数 数 是 可 数 集 ， 且 测度 (概念 见 第 四 节 ) 为 0， 但 
并 非 任 给 一 个 实数 都 能 判定 它 是 否 为 代数 数 ， 至 今 亦 不 能 完全 判定 . 换 名 话说， 
对 于 超越 数 只 能 一 个 个 地 去 证 明 ， 但 这 是 很 难 的 . 第 一 批 (1750 年 代 ) 被 猜测 为 


超越 数 的 实数 是 x，e 和 .2082 ( a,b>1， 有 理 数 )， 但 第 一 个 被 证 明 的 超越 数 是 


loga 


2,2”， 或 更 一 般 的 a,10”， 其 中 e {0,1,…,g} (1844 年 ， 刘 维尔 )，1870 年 
n=0 n=] 
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代 证 明 e 是 超越 数 (法 、 埃 尔 米 特 ); 1880 年 代 证 明 是 超越 数 ( 德 、 林 德 曼 ). 至 
今 虽 容易 证 明 (比如 笔者 ) 诸如 sinm cosn (nn 为 自然 数 ) 等 无 穷 多 个 数 皆 为 超越 
数 ， 但 比 起 超越 数 集 的 不 可 数 性 和 完全 测度 来 ， 实 属 仓 海 一 票 . 

总 之 ， 这 就 是 从 代数 角度 对 实数 系 认识 的 基本 状态 . 

2. 几何 途径 

在 这 一 意义 下 

实数 集 = 有 理 数 集 吕 无 理 数 集 

自然 ， 对 有 理 数 集 已 较 熟 悉 ， 知 道 它 是 可 数 集 ， 测 度 为 0. 换 句 话说 ， 也 知 
道 了 无 理 数 集 不 可 数 、 具 有 完全 测度 (概念 见 第 四 节 ). 但 对 无 理 数 的 进一步 认识 
亦 如 对 超越 数 的 认识 一 样 难 . 事实 上 ， 两 者 都 是 对 实数 集 认识 困难 性 的 (同一 个 
本 质 的 ) 不 同 侧 面 反映 . 

人 们 很 早 就 提出 无 理 数 概念 ， 至 少 应 从 网 几 里 得 在 其 《几何 原本 中 证 明 
\2 < 有理 数 ) 算 起 . 但 也 已 知道 ,并 非 所 有 无 理 数 箔 根 式 形式 ， 这 预示 着 认 


识 无 理 数 之 难 . 实际 上 从 无 理 数 集 的 不 可 数 和 “全 测度 性 ” 亦 知 ， 对 无 理 数 的 认 
识 难 度 应 等 价 于 对 实数 集 整 体 认 识 的 难度 . 所 以 这 一 桩 事业 一 直 拖 延 到 19 世纪 
后 半 叶 才 得 以 展开 . 如 今 这 方面 已 有 很 丰富 的 内 容 ， 下 面 先 就 人 类 对 实数 集 的 整 
体 认识 略 谈 几 点 . 


四 、 实 数 的 序 性 、 稠 密 性 和 完备 性 考察 


自从 笛 卡 儿 坐 标 概念 诞生 (1619 年 )， 实 数 集 就 几何 地 等 价 于 它 的 坐标 系 一 一 
一 维 实 轴 . 因此 对 实数 集 的 考察 就 是 对 实 轴 的 考察 . 

关于 实 轴 的 序 性 ( 良 序 性 ) 和 稠密 性 , 无 须 多 说 , 现 考察 一 下 实 轴 的 完备 性 . 

1. 完备 性 定理 

所 谓 实数 集 的 完备 性 ， 即 实 轴 上 不 存在 任何 间断 点 ( 非 实 数 点 ). 所 请 完备 性 
定理 ， 大 致 可 叙述 为 : 如 图 6.1 所 示 ， 在 实 轴 及 上 任 给 一 个 实数 @ 将 及 分 成 左右 
两 集 ， 则 分 割 点 a 必 同 时 是 左 集 的 上 确 界 和 右 集 的 下 确 界 . 
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作为 完备 性 定理 的 证 明 思 想 ， 一 个 是 戴 德 金 分 割 法 ， 另 一 个 是 康 托 尔 的 “用 
有 理 序列 可 表 出 所 有 实数 ”的 方法 . 后 者 即 设 有 无 穷 位 小 数 :aas …a …， 其 中 
4a =0,1,2,…,9,ie N (自然 数 集 )，a 为 有 限 整数 ， 则 


a a, a, a 
QQ 0 二 一 十 一 和 十 十 一 一 十 … 二 一 一 (*) 
”7 ”10 10 10" 气 10: 


已 熟知 ， 当 其 为 循环 小 数 或 有 限 小 数 ( 3meN3i>m 时 a,=0 者 ) 时 ，(*) 式 表 
有 理 数 ; 否则 ， 当 其 为 无 限 不 循环 小 数 时 ， 由 达 朗 贝尔 比值 判别 法 知 ， 级 数 〔*) 
总 是 收敛 的 ， 其 收敛 值 即 是 非 有 理 数 一 一 无 理 数 . 由 i 的 无 穷 性 和 {a} 的 组 合 性 
知 ，(*) 式 可 表 出 所 有 实数 ， 这 就 是 完备 性 定理 的 一 个 证 明 思 路 . 事实 上 ， 比 如 
即使 a 仅 取 0 或 1 (ieN， 二进制 ) 仍 能 表 出 实数 ,此 外 有 : 

2. 戴 德 金 分 割 法 

关于 R 的 完备 性 定理 也 可 由 戴 德 金 分 割 法 获得 . 该 法 的 直接 动机 是 证 明 无 理 
数 的 存在 ， 但 却 同时 获得 

(1) R\R，( 有 理 数 集 ) = R，( 无 理 数 集 ); 

(2) R, 与 R, 使 实 轴 完备 . 

戴 德 金 分 割 的 基本 思想 是 ， 从 R, 出 发 ， 任 将 R, 分 割 成 且 只 分 割 成 两 个 非 空 
子 集 ( 记 为 4,4 )， 则 据 R, 的 “ 序 ” 性 , 着 3ae 4,a'e 4 3a<a’, 则 必 VYVaeA4 及 
va'e 4 ， 丝 满足 a<a', 记 为 4<4 , 称 4 为 下 集 ，4 为 上 集 . 这 时 只 有 如 下 几 
种 可 能 的 分 界 情形 : 

(1) 4 有 最 大 数 ，4 无 最 小 数 . 

(2) 4 有 最 大 数 ，A' 有 最 小 数 . 

(3) 4 无 最 大 数 ，4' 无 最 小 数 . 

(4) 4 无 最 大 数 ，4' 有 最 小 数 . 

但 一 一 检验 知 ，(2) 不 合理 ， 因 这 里 是 仅 就 有 理 数 而 言 ， 若 这 时 设 4 有 最 大 
数 4，4 有 最 小 数 a'， 则 据 R, 的 稠密 性 和 序 性 ,比如 即 有 4z 民 <R,， 却 4 全 不 
属于 4 和 A ， 矛盾 . 

显然 (1), (4) 决定 的 分 割 点 绰 有理数, 但 (3) 决定 的 分 割 点 不 属于 有 理 数 ， 
因而 “ 非 有 理 数 ” 是 存在 的 ， 沿 用 历史 称呼 ， 叫 它 做 无 理 数 . 

换 旬 话说， 从 有 理 数 角度 看 ,无 理 数 就 “不 是 数 “, 因此 无 理 数 不 可 能 像 有 理 
数 那样 能 写 出 来 ， 即 使 像 V2 这 么 简单 的 也 只 能 用 符号 来 表 出 . 其 实 从 二 象 论 意 
义 更 能 猜测 到 ， 无 理 数 应 该 是 数 的 “二 象 结构 ” 中 的 虚 象 . 因此 说 “二 象 观 ”使 
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得 戴 德 金 分 割 的 思想 更 为 深刻 了 . 
此 外 ， 戴 德 金 分 割 法 也 同时 证 明了 的 完备 性 ， 即 R=R,UR,. 


五 、 实 数 的 集合 论 认识 


第 三 章 第 一 节 谈 到 集合 概念 在 数学 中 的 基本 性 和 广泛 性 ， 但 集合 概念 产生 
的 初 吏 (1873 年 、 康 托 尔 ) 却 不 在 于 此 ， 而 是 为 了 认识 实数 集结 构 的 本 质 特 征 
这 就 是 康 托 尔 创立 的 “集合 论 ” 和 后 来 的 “公理 集合 论 ” 的 任务 . 


1. 集合 论 的 诞生 引起 的 两 件 震 揣 数 学 基础 的 大 事 


(1) 连续 统 猜测 . 

康 托 尔 为 了 认识 实数 集 的 本 质 , 首先 把 目标 指向 “无 穷 集 ”的 结构 特征 认识 ， 
由 此 提出 了 三 个 概念 : 

Q@ 可 数 无 穷 集 ， 即 与 自然 数 集 同 构 的 无 穷 集 ， 并 指出 这 是 “最 小 的 ”无 穷 集 . 

@ 不 可 数 无 穷 集 ， 又 叫 超 穷 集 . 

图 “ 势 (potency)” 又 叫 基数 (cardinal) .这 是 推广 “有 限 集合 的 元 素 总 数 ” 
概念 而 提出 的 ， 并 以 “ 势 ”来 将 无 穷 集 分 类 ， 把 一 切 可 数 无 穷 集 归 为 一 类 ， 记 其 
势 为 No ( 阿 列 夫 0). 由 此 得 出 “ 任 一 无 穷 集 必 存 在 与 其 无 穷 子 集 同 势 ” 的 性 质 
比如 一 切 可 数 无 穷 集 皆 与 自然 数 集 同 势 ， 对 于 超 穷 集 则 更 为 复杂 ， 假 设 它 有 若干 
类 ， 依 秩 记 为 只, 只，… 

那么 有 这 样 的 问题 ， 只 ,, 的 … 是 否 存在 ? 但 最 要 紧 的 问题 是 : 

So 与 只 ,之 间 是 否 还 有 势 ” 换 句 话 说， 类 与 失 类 之 间 是 否 还 有 别 的 超 穷 
集 类 ? 

对 此 ， 康 托 尔 证 明了 失 o< 2 〈 寡 集 势 ) ， 并 提出 猜 则 : 兴 ! 二 2 ， 即 是 说 ， 
So 与 从 ,之 间 没 有 别 的 势 了 ， 可 数 集 到 超 穷 集 是 一 下 子 变 到 所 谓 “ 连 续 统 ”的 ， 
这 就 是 有 名 的 康 托 尔 “连续 统 猜测 ”. 

(2) 集合 论 引 出 了 系列 悖 论 . 

康 托 尔 在 其 集合 论 中 提出 了 一 个 “一 切 集合 的 集合 ”概念 ， 其 实 这 本 身 就 是 
个 悖 论 ， 由 此 还 产生 了 系列 悖 论 ， 其 中 最 有 名 的 是 “罗素 悖 论 ”. 后 来 被 编 成 所 谓 
“理发 师 悖 论 "`“ 克 里 特 岛 人 都 撒谎 ”等 易于 理解 的 故事 . 比如 , 理发 师 悖 论 : 一 
理发 师 说 他 给 且 仅 给 一 切 不 给 自己 理发 的 人 理发 . 由 于 他 不 能 给 自己 理发 ， 悖 论 
就 发 生 了 . 关于 集合 论 还 有 诸如 布 拉 里 - 弗 蒂 〈 关 于 “序数 ” 集 的 ) 悖 论 ，Banach 
分 球 悖 论 等 . 
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要 强调 的 是 ， 这 些 悖 论 的 发 生 并 非 集合 论 的 过 错 ， 恰 好 是 由 此 揭露 了 数学 的 
隐患 ， 从 而 使 人 们 发 现 ， 数 学 的 “空间 ”并 不 完备 ， 对 数学 的 根基 也 有 待 认识 ， 
由 此 引发 了 数学 的 “寻根 ” 热 ， 引 起 了 人 们 对 “基础 数学 ”之 格外 重视 . 这 些 都 
是 “集合 论 悖 论 ” 的 功劳 .但 康 托 尔 一 度 曾 为 此 忧心 仲 仲 ， 加 上 受到 集合 论 反 对 
派 诸如 克 洛 列 克 等 的 压制 ， 以 致 醉 成 他 的 忧郁 症 ， 成 为 数学 史上 又 一 幕 翡 剧 . 

不 过 集合 论 的 支持 者 是 大 多 数 ， 诸 如 希 尔 伯 特 、 柯 尔 莫 哥 洛 夫 、 哥 德尔 等 名 
家 都 是 为 集合 论 呐喊 开路 的 人 . 这 里 谈 谈 集合 论 为 克服 “ 悖 论 ” 所 做 的 努力 . 


2. 公理 集合 论 及 其 新 的 矛盾 


我 们 知道 (第 二 章 ) 公理 化 方法 在 数学 模式 严格 化 上 有 着 奇特 的 作用 . 因此 
在 集合 论 遇 到 麻烦 的 时 候 ， 人 们 自然 会 想到 公理 化 这 一 “如 意 法 宝 ”. 由 此 , 集合 
论 进 入 到 了 它 的 公理 集合 论 时 期 . 

(1) ZFC 公理 系统 

集合 论 的 “公理 系统 ”“ 主 要 有 两 套 : 一 套 是 贝尔 内 斯 - 冯 : 诺 依 曼 - 哥 德尔 给 
出 的 ， 简 记 为 BNG 系统 ; 男 一 套 是 策 梅 洛 -弗兰克 尔 - 柯 恩 给 出 的 ， 简 记 为 ZFC 
系统 . 目前 多 采用 ZFC 系统 . 

ZFC 公理 系统 最 初 产生 于 策 梅 洛 为 回避 集合 论 悖 论 ， 并 力图 回答 康 托 尔 猪 测 
而 提出 的 公理 条 例 ， 后 为 弗兰克 尔 修改 ， 形 成 所 谓 ZF 系统 . 但 它 仍 实现 不 了 初 
衷 ( 因 1940 年 哥 德 尔 证 明 ZF 系统 不 能 判定 康 托 尔 猜测 ) ， 直 到 1963 年 更 由 一 个 
年 轻 人 柯 恩 证 明 ，ZF 系统 与 康 托 尔 猜测 是 彼此 独立 的 . 由 此 对 ZF 系统 做 了 进 一 
步 的 修改 ， 成 为 ZFC 系统 . 

ZFC 系统 由 九 个 公理 组 成 ，( 注 意 到 作为 公理 往往 都 是 些 简单 事实 ， 这 里 就 
不 一 一 作 解 释 了 ) 它们 是 外 延 公 理 、 空 集 公 理 、 无 序 对 公理 、 正 则 公理 以 及 替换 
公理 、 方 蜘 公理 、 集 公理 、 无 限 公 理 、 选 择 公理 等 . 

虽然 ZFC 系统 有 所 进步 ， 比 如 对 集合 形式 的 表述 更 为 清晰 了 , 但 仍 实现 不 了 
策 梅 洛 的 初衷 . 主要 问题 在 于 : 

(D ZFC 系统 自身 的 完备 性 不 可 证 明 ; 

(2 ZFC 仍然 判定 不 了 康 托 尔 猜测 的 正确 性 ; 

曲 ZFC 系统 中 ， 前 八 个 公理 与 第 九 公理 

(2) 选择 公理 之 迹 . 

选择 公理 : 在 一 个 集合 族 中 ， 可 以 从 每 一 集合 中 选取 一 个 元 素 构成 一 个 新 的 


选择 公理 的 关系 仍然 是 个 谜 . 


OD 严格 说 来 ,这 里 的 还 不 应 该 叫做 公理 系统 . 因为 (第 二 章 ) 公 理 系统 应 满足 公理 条 例 间 的 无 矛盾 性 、 
独立 性 和 完备 性 ， 但 这 里 还 没有 严格 证 明 满足 这 “三 性 ”"， 不 过 我 们 仍然 形式 上 把 它 叫 做 公理 化 系统 ， 特 
此 约定 . 
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无 穷 集合 . 

这 一 公理 看 起 来 似乎 十 真实 的 ， 特 别 对 于 有 限 集 族 或 可 数 集 族 ， 简直 就 是 直 
观 的 了 , 事实 上 却 形 成 了 明显 的 两 派 观点 . 反对 者 说 , 对 于 无 穷 集 族 实现 不 了 “ 选 
择 ”, 但 为 喻 硬 要 实现 呢 , 用 求 无 穷 极 限 、 无 穷 归纳 法 的 思想 不 就 可 以 了 吗 ? 不 过 ， 
承认 了 选择 公理 的 确 也 会 产生 诸如 Banach 分 球 悖 论 等 矛盾 ,只 是 承认 了 选择 公理 
所 得 到 的 “合理 ”结果 要 多 一 些 轴 了 . 但 不 管 怎样 ， 至 今 还 没有 一 种 方法 能 确切 
地 判定 出 “选择 公理 ”是 对 还 是 错 . 

总 之 ， 选 择 公理 的 特点 是 : 

也 选择 公理 既 有 “ 功 ” 又 有 过 ， 即 更 多 时 候 正确 〈《 功 ) ,但 也 有 矛盾 (过 ) . 

@ 选择 公理 与 连续 统 假设 互相 独立 ， 因 此 它 对 于 解决 连续 统 假设 起 不 了 作用 . 

@@ 公理 集合 论 既 不 能 证 明 选 择 公 理 对 ， 也 不 能 证 明 选 择 公理 错 . 

ZFC 系统 中 前 八 个 公理 与 选择 公理 的 关系 类 似 于 《几何 原本 》 的 五 个 公理 ( 实 
为 公设 ) 中 前 四 个 公理 与 第 五 公理 一 一 平行 线 公 理 的 关系 ， 因 此 公理 集合 论 可 以 
从 承认 选择 公理 与 不 承认 选择 公理 两 个 方向 去 发 展 . 

事实 上 ,我 们 认为 一 切 事物 一 旦 进入 到 无 穷 (大 或 小 ) ， 都 将 少不了 有 一 个 本 
质 ， 那 就 是 “二 象 ”结构 中 二 象 间 的 “互动 ”关系 ， 因 而 必须 同时 考虑 到 二 象 才 
是 , 这 里 也 许 因为 只 强调 了 ( 介 观 物质 式 的 )“ 静 态 ” 结 构 特征 ,而 忽视 了 它 的 对 
偶 面 ， 诸 如 非 点 式 、 非 静态 等 特征 ， 才 导致 既是 又 非 、 亦 真 亦 假 的 奇妙 结局 . 


3.“ 集 合 论 侵 论 ”与 现实 生活 


其 实 ， 上述“ 集合 论 悖 论 ” 在 我 们 的 生活 中 也 可 看 到 ， 比 如 人 类 社会 普遍 实 
行 的 行政 领导 形式 . 从 根本 上 说 , 至 今 人 的 自私 性 还 占 强 , 因此 社会 尚 存 这 种 “ 集 
合 论 悖 论 ” 机 制 . 具体 说 从 “ 官 ”的 制 能 来 讲 ， 他 代表 着 所 管 范 围 内 全 体 公 民 的 
整体 利益 ,但 从 人 员 对 象 来 讲 ， 他 〈 官 ) 又 是 集合 中 的 一 元 . 尽管 可 以 从 集合 外 
派 人 去 领导 ,但 本 质 上 仍 改变 不 了 他 是 所 辖 集合 中 一 元 的 实质 .因此 说 这 时 难免 
产生 “集合 整体 属于 该 集合 中 一 元 ”这 一 实质 ， 从 而 产生 了 元 素 大 于 集合 的 “ 迟 
论 ”. 

这 就 是 任何 一 个 社会 ， 任 何 一 种 制度 下 ， 为 官 者 中 总 有 徇私 舞 干 、 贪 峙 枉法 
现象 〈 即 所 谓 “ 政 府 腐败 ， 古 今 中 外 ， 概 莫 能 外 ”) ， 且 屡 打 不 绝 的 机 理 所 在 . 

但 从 习 一 方面 ， 官 职 总 是 需要 的 ， 怎 么 办 ? 为 回避 这 一 “ 悖 论 ” 机 制 ， 那 就 
是 监督 、 防 范 . 人 类 为 此 花费 的 各 类 “成 本 ”已 不 少 ， 还 将 继续 如 此 . 简单 说 来 
至 今世 上 已 有 了 许多 种 防范 腐败 的 制度 、 法 规 和 组 织 形式 ， 归 结 起 来 可 分 为 伦理 
道德 类 和 法 律 监督 类 这 样 两 大 类 〈 "二 象 ”结构 ) ， 至 于 诸如 选举 制 、 问 责 制 、 透 
明 制 、 任 期 制 、 下 院 制 、 换 防 制 、 弹 核 制 等 种 种 方式 ， 那 就 太 多 了 ， 可 见 人 类 为 
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回避 这 一 “ 悖 论 ” 付 出 了 多 少 艰辛 . 

事实 上 ， 只 要 稍 作 留意 还 可 发 现 ， 类 似 这 种 “ 悖 论 ” 在 经 济 社会 中 、 心 理学 
上 乃至 平常 生活 中 都 有 它 的 表现 ， 因 此 有 必要 把 这 种 思想 上 升 到 意识 上 来 ， 将 更 
有 利于 社会 治理 、 通 用 管理 和 科研 活动 . 


第 二 节 ”实数 集 的 宏观 欣赏 


一 、 实 数 认识 的 四 大 阶段 


粗略 地 说 ， 实 数 认识 可 分 为 初级 、 高 级 、 深 入 和 抽象 四 大 阶段 ， 它 们 的 分 界 
点 分 别 是 “ 负 卡 儿 坐 标 ” 下 实 轴 的 诞生 、 集 合 论 的 诞生 和 “ 非 标准 分 析 ” 下 的 模 
型 "R 诞 生 等 ,不妨 称 后 者 为 “ 鲁 轴 ”的 诞生 . 


1. 1619 年 前 : 初级 阶段 


此 阶段 内 ， 人 类 对 实数 集 的 认识 有 如 下 特点 : 

(1) 对 于 实数 集 还 没有 一 个 较 好 的 模型 ， 除 了 扳 拇 指 和 一 堆 堆 实物 概念 外 ， 
对 于 数量 还 没有 个 较 好 的 帮助 思维 的 形象 表述 ， 因 而 显得 更 为 抽象 ， 难 以 深入 ， 

(2) 此 期 内 仅 对 有 理 数 有 较 多 认识 ， 表 现在 度量 实践 、 算 术 运 算 和 数论 研究 
上 . 当然 这 只 是 相对 的 说 法 ， 比 如 要 是 从 现代 观点 看 ， 当 时 即使 在 这 些 方面 的 认 
识 仍然 也 是 初等 的 . 

此 外 ， 在 此 期 内 也 认识 到 了 “无 理 数 ” 的 存在 (指出 它 无 理 )， 表 现在 证 明 


遇 x* 《有 理 数 ) 和 用 根 式 表 出 1~4 阶 ) 代数 方程 的 解 等 ， 但 毕 竞 没有 能 力 


直接 去 研究 无 理 数 . 

(3) 此 期 内 对 实数 的 认识 仅 限 于 有 穷 形式 ,表现 为 使 用 的 是 “穷竭 法 ”, 针对 
的 是 直接 来 自 实际 的 数学 问题 ， 诸 如 鸡 免 同 笼 、 廿 树 梅花 之 类 . 即使 产生 自古 希 
腊 的 几何 学 三 大 世界 难题 〈 倍 立方 体 、 三 等 分 角 和 化 圆 为 方 等 问题 )， 也 是 直接 来 
自 实际 的 、 直 观 的 问题 ， 这 些 问题 本 身 并 没有 更 高 的 观点 和 抽象 . 


2. 1619 年 后 : 高 级 阶段 


1619 年 11 月 10 日 是 笛 卡 儿 坐 标的 “生日 ， 自 此 以 后 实数 认识 产生 了 如 下 
转折 . 
(1) 是 笛 卡 儿 坐 标 使 实数 有 了 十 分 形象 的 一 个 几何 模型 一 一 实数 轴 ， 极 大 地 
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帮助 了 人 们 的 思维 ， 促 进 了 对 实数 集 的 认识 深入 .因此 必须 承认 笛 卡 儿 坐 标 系 概 
念 的 建立 ， 它 既是 数学 进入 高 级 阶段 的 开始 ， 也 是 人 类 对 实数 集 认 识 进入 高 级 阶 
段 的 一 大 里 程 碑 . 

(2) 伴随 着 17 世纪 数学 进入 高 等 数学 时 期 ， 对 实 轴 认 识 也 引入 了 “无 穷 ” 概 
念 ， 比 如 对 数列 、 级 数 的 研究 等 即 是 . 

(3) 此 期 内 ， 人 们 有 能 力 直接 研究 无 理 数 ， 运 用 的 是 无 穷 不 循环 小 数 、 戴 德 
. 金 分 割 法 、 测 度 论 等 方法 . 另外 ， 人 们 更 能 从 超越 数 角度 研究 实数 ， 不 过 这 一 方 
向 还 有 待 进一步 突破 . 

3. 1873 年 后 : 深入 阶段 

1873 年 康 托 尔 针对 实数 集 的 认识 提出 了 “集合 ”概念 ， 随 之 在 集合 观点 下 ， 
认识 实数 及 的 各 种 集合 结构 和 集合 的 无 穷 特 征 ， 并 形成 了 以 解决 “连续 统 猜测 ” 
等 为 中 心 的 、 关 于 实数 认识 的 “集合 论 ” 分支, 并 于 20 世纪 初 (由 于 悖 论 的 刺激 ) 
被 数理 逻辑 学 家 发 展 为 “公理 集合 论 ”. 

虽然 “公理 集合 论 ” 至 今 还 困惑 在 “连续 统 猜测 ”与 ZFC 公理 系统 以 及 选择 
公理 间 的 扑朔迷离 中 ， 但 这 正 说 明了 “公理 集合 论 ” 已 深入 到 问题 的 实质 和 核心 
领域 ， 是 好 事 . 


4. 1965 年 以 后 : 抽象 阶段 


1965 年 鲁 滨 逊 创立 了 非 标准 分 析 ， 这 是 对 实 轴 认 识 的 又 一 突破 . 这 里 只 要 强 
调 , 是 非 标 准 分 析 中 建立 的 实数 模型 "R (和 鲁 轴 ) 使 得 人 类 对 实 轴 的 认识 达到 了 又 
一 个 抽象 的 地 步 . 

当然 ， 这 一 说 法 还 有 待 公认 ， 目 前 包括 非 标准 分 析 的 意义 和 地 位 、 作 用 ， 都 
还 处 于 逐步 被 承认 的 艰苦 过 程 中 . 因此 这 一 “抽象 阶段 ”的 路 子 还 很 长 ， 很 艰难 . 
为 避免 重复 ， 具 体 介绍 放 在 第 十 一 章 . 


1. 打油诗 一 首 
实 轴 RR= 一 支 科 全 一 个 “0” 国 一 个 “1”( 见 图 6.2)， 如 此 而 已 ? 
0 1 R 
6.2 


实 轴 (了 既 = 又 去 ) 一 根 棒 、 一 条 线 、 一 维 物质 空间 ? 
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那么 实 珊 究 竞 是 什么 ? 

原来 实 轴 是 一 个 抽象 的 一 维 世界 ，; 

实 轴 是 一 维 的 笛 卡 儿 坐 标 系 ; 

实 轴 是 实数 集 的 一 个 几何 模型 

因此 

实数 集 同 构 于 (或 说 等 价 于 ， 一 一 对 应 于 ) 实 轴 
所 以 

实 轴 心 实数 集 . 

但 必须 看 到 

从 实数 集 到 等 价 的 实 轴 是 一 个 伟大 的 突破 . 

是 实 轴 使 实数 集 进 入 了 直观 世界 ， 历 历 在 目 ; 

是 实 轴 使 我 们 “看 到 ”了 ，R 应 该 有 完备 性 ， 不 应 该 缺损 一 个 “点 ”; 
是 实 轴 使 我 们 “看 到 ”了 更 多 、 更 多 ， 

可 也 应 该 看 到 

实 轴 毕竟 只 是 “ 实 轴 ”. 

实 轴 给 我 们 的 只 是 一 个 直观 世界 ， 

若 要 真正 看 “ 透 ” 它 ， 尚 待 新 的 “伟大 突破 ”. 
也 许 这 个 突破 不 只 是 鲁 滨 逊 的 “ 尽 ? 


相信 “二 象 观 ”能 在 这 里 起 点 作用 

2. 一 个 小 故事 

一 个 数学 专业 学 生 ， 当 年 曾 幻想 把 实 轴 的 连续 统 结构 ， 像 苹果 一 样 摆 在 人 们 
面前 来 ;甚至 幻想 ， 也 许 人 们 所 走 的 数 系 发 展 道路 走 错 了 ， 才 使 得 如 今 对 无 穷 小 
结构 、 无 理 数 表述 、 连 续 统 认识 等 如 此 艰难 ; 幻想 找到 一 个 新 的 数 系 表述 法 ， 使 
得 上 述 困难 迎刃而解 …… 为 此 ， 他 经 常 想 得 头发 尝 ， 但 晕 过 之 后 又 想 ， 最 后 幻想 
虽 未 实现 ， 但 也 得 到 了 一 些 “ 收 获 ”， 最 大 的 收获 是 ， 他 对 诸如 极限 、 微 观 世 界 、 
稠密 集合 之 类 对 象 的 有 关 知 识 ， 接 受 起 来 比较 容易 ， 而 且 对 数学 的 兴趣 也 更 浓 
了 .下 面 列 出 他 对 R 的 两 个 “认识 法 *， 欣 赏 取乐 耶 . 

(1) 多 层 放 大 法 : 实 轴 在 一 点 处 邻 域 结构 的 认识 . 

如 图 6.3 所 示 ， 在 实 轴 上 点 a 处 取 一 邻 域 区 间 (al,a?)c R, ae (al,a?) ， 再 取 


点 “的 邻 域 (ol,a)c (al,ai) ,其 长 为 (al,a) 长 的 二 (m 为 正 整数 ). 现 将 (aa?) 放 
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大 m 倍 , 如 图 6.3 (1) 所 示 , 这 时 再 取 a 的 邻 域 (a!,a?)， 其 长 度 为 (ol,a?) 长 的 二 ， 
再 将 其 放大 m 倍 成 为 图 中 (2)， 如 法 炮制 ， 继续 步 可 得 图 6.3 中 (n). 这 时 的 
(oo) 即 是 Cola) 的 二 显然 步骤 还 可 任意 进行 下 去 ， 亦 即 n 可 以 任意 大 ， 可 


见 点 4 的 邻 域 自 (ai,a2) 缩 小 至 - n 任意 大 后 仍然 存在 ,实在 是 达 不 到 “点 a”. 


m" 
~ ~ ~ 
WN | LT | [TE WN | 
i 1 2 1 2 
ao a ao a a Q1 02 a a 
~ 
。 ， ， 
Cn a an 
图 6.3 


换个 角度 说 ， 如 图 6.4 所 示 ， 我 们 把 自己 一 层 一 层 地 缩小 m 倍 ,，“ 进 去 ”看 a 
处 的 微观 世界 ， 当 缩小 任意 级 后 所 得 到 的 点 a 邻 域 按 照 上 述 意 义 仍 与 (aa2) 一 
样 ， 并 且 始 终 达 不 到 “点 a”， 这 是 怎么 回 事 ? 


----| 8 
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这 些 事 实 不 能 不 使 我 们 反省 ， 是 否 我 们 的 数学 方法 有 问题 ? 如 果 是 抽象 的 几 
何 空间 也 许 还 可 作 上 述 考虑 ， 但 若是 物质 世界 还 能 这 样 吗 ? 若 不 能 这 样 ， 我 们 的 
方法 还 有 意义 吗 ? 这 些 都 是 不 能 不 考虑 的 问题 ， 后 面 的 确 还 将 遇 到 这 样 的 问题 ， 
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因为 这 是 数学 的 根本 性 问题 之 一 啊 ! 

(2) 漫画 “ 实 轴 ”. 

为 了 理解 实 轴 在 一 点 邻近 的 结构 和 实 轴 的 “连续 统 ” 性 ， 久 思 不 得 其 解 ， 只 
好 以 一 幅 漫 画 自 碌 . 

如 图 6.5 所 示 ， 如 果 把 实 轴 上 任 一 点 a 比 作 一 个 人 的 头 部 ， 那 么 与 其 左右 相 
邻 最 近 的 人 只 能 与 之 分 别 合 用 半边 脸 和 一 只 眼睛 才 可 能 使 我 们 无 法 从 实 轴 上 区 分 
出 任 一 点 a 来. 这 就 是 “ 实 轴 ”， 这 就 是 将 此 漫画 〈 见 图 6.5) 取 名 为 “ 实 轴 ”的 
缘由 . 


图 6.5 ( 实 轴 ) 


注 : 近年 来 笔者 还 多 次 收 到 不 同 专业 人 士 的 试图 重建 实数 系 的 “成 果 ”， 可 异 
都 存在 明显 错误 ， 借 此 想 告诉 后 来 者 ， 怀 疑 、 思 考 是 好 事 ， 它 有 利于 增进 思维 习 
惯 ， 但 最 好 是 多 从 探索 本 原 的 角度 去 思考 ， 应 致力 于 先 从 未 质 上 去 回答 了 你 的 怀 
疑 ， 再 说 重建 、 创 新 闻 题 ， 否 则 容易 犯 概念 性 (也 就 是 根本 性 ) 错误 . 


三 、 实 数 集 与 数学 的 发 展 史 


实际 上 我 们 已 先后 涉及 这 样 一 个 结论 : 

数学 发 展 史 可 以 说 就 是 人 类 对 实数 集 的 认识 史 ; 数学 的 每 次 大 突破 几乎 都 带 
来 实数 认识 的 突破 或 本 来 就 起 自 实数 认识 的 突破 . 

这 里 仅 以 一 例 来 说 明 上 述 问 题 : 

例 1 数学 三 大 危机 对 实数 认识 的 促进 . 
丝 知 ， 数学 的 三 次 大 危机 一 次 次 推进 了 数学 的 发 展 ， 同时 也 一 次 次 推进 了 对 实数 
认识 的 发 展 . 这 就 是 : 第 一 次 : 毕 达 可 拉 斯 的 “有 理 数 悖 论 ”. 它 使 人 们 对 实数 的 
认识 从 有 理 数 进 展 到 了 无 理 数 . 第 二 次 :“ 芝 诺 悖 论 ”. 它 产 生 于 公元 前 5 世纪 ， 
重 提 于 17 世纪 ， 初 步 回 答 于 19 世纪 ， 从 而 产生 了 极限 论 ， 使 人 们 对 实 轴 的 微观 
结构 认识 达到 了 一 个 新 的 深度 . 进一步 回答 则 在 20 世纪 ( 续 见 十 一 章 ). 第 三 次 : 
因为 “罗素 悖 论 ” 而 产生 了 “公理 集合 论 ”， 对 实 轴 的 “连续 统 ” 结 构 进行 了 直接 
认识 . 虽然 未 成 ， 但 这 是 至 今 数 学 对 实 轴 认 识 的 一 个 重要 的 前 沿 阵地 . 

历史 上 ， 数 学 的 突破 直接 联系 着 对 实数 集 认识 的 深化 . 例子 还 多 ， 除 了 上 述 
数学 三 大 危机 外 ,还 有 数学 三 大 突破 (极限 论 、 集 合 论 、 非 标准 分 析 )、 数 论 三 大 
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难题 (第 一 节 、 二 )， 以 及 数学 进展 三 大 阶段 (点 式 数 学 、 邻 域 数学 、 泛 函数 学 ， 
见 第 十 章 ) 等 都 体现 了 这 一 特征 . 这 些 都 将 在 不 同 地 方 分 别 谈 及 ， 为 免 重 复 兹 不 

至 此 ， 我 们 更 有 理由 相信 ， 人 类 对 实 轴 认识 的 进一步 深入 必 将 联系 着 更 为 深 
刻 的 数学 突破 ， 愿 这 样 的 事 天 天 发 生 . 


四 、 方 寸 腐 宇宙、 滴水 含 太 阳 
1878 年 康 托 尔 证 明了 ， 任 二 有 限 维 光滑 流 形 M,N 间 总 是 同 “ 势 ”的 ， 即 它 
们 能 建立 一 一 映射 关系 . 据 此 设 M=(0,1) ， 取 
N=R’xTAR' (宇宙 ) 
则 M,N 和 皆 满 足 有 限 光 滑 流 形 条 件 ， 所 以 应 有 
f:NSM 


/为 一 一 映射 ， “人 表 满 射 . 自然 ， 这 就 是 方寸 髓 宇宙 . 
又 ， 设 给 定 一 滴水 为 球形 ， 并 设 其 为 单位 球 的 天 倍 (显然 很 小 )， 又 据 太 
阳 半 径 尺 =69.5 万 千 米 ， 为 简便 计 ， 取 太阳 和 水 滴 共 同 的 中 心 为 原点 ， 建 立 坐 标 
系 (x,y,z) ， 并 取 映 身 
9=K=， r=Vx +y +2’, (x,y,z)e( 太 阳 空 间 ) 
于 是 得 到 滴水 含 太 阳 
2 : 太阳 二 水 滴 
“滴水 含 太阳 ”说 法 来 自 莱 布 尼 世 当年 发 出 的 感慨 . 
现在 我 们 还 是 回 到 实 轴 (一 维 ) 的 情形 . 显然 ， 据 康 托 尔 上 述 定理 也 完全 有 
F:[0,1] > [0,17 
其 中 天 为 一 一 映射 . 这 说 明 单 位 长 实 轴 上 几何 点 集 可 与 任意 有 限 维 立方 体 上 几何 
所 集 一 一 对 应 ， 似 乎 不 可 思议 .但 至 少 对 于 它们 的 有 理 点 集 间 的 一 一 对 应 关系 可 
做 如 下 理解 : 将 [0,17 每 边 作 有 理 等 分 (比如 丝 取 10 等 分 )， 相 应 地 对 [0,1] ( 原 
象 ) 作 10" 等 分 , 显然 前 后 者 的 每 一 分 格 点 皆 为 有 理 点 , 且 [0,1] 的 分 点 集 与 [0,1 


的 格 点 集 之 闻 可 一 一 对 应 . 又， 对 [0,1] 中 每 一 分 段 单位 长 ， 再 作 10" 等 分 
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( 仍 为 有 理 分 点 ), 相应 地 对 [0.] 分 成 的 10" 个 立方 体 (Co 方 单位 )) 再 作 10" 个 


等 分 (有理 ) 格 点 ， 并 再 让 [0,1] 中 第 二 层次 的 各 个 分 段 与 [0,1" 中 第 二 层次 的 
各 个 分 格 点 一 一 对 应 ， 这 是 自然 的 ， 如 法 炮制 之 ， 监 于 有 理 数 的 稠密 性 ， 分 割 可 
任意 下 去 ， 完 全 不 必 担 心 [0,1] 上 的 分 段 缩小 得 太 快 . 

以 后 将 看 到 〈 见 图 11.2) ， 比 如 佩 亚 庶 曲 线 即 是 实现 


F: [0,1] 他 [0,17 


的 一 个 例子 . 
所 有 这 些 都 是 实数 集 的 无 穷 性 、 超 穷 性 所 显示 出 来 的 奥妙 .至 今 数学 对 它 还 
仅 只 能 作出 星 点 例 述 ， 远 谈 不 上 彻底 的 理解 . 


五 、 居 中 原理 


我 们 在 作 实 轴 时 为 取 它 的 “原点 ”, 只 要 在 带 箭 头 的 线段 内 任 取 一 点 , 记 为 “0” 
即 可 , 而 不 必 取 线段 的 中 点 . 这 是 为 什么 ?因为 这 里 “有 方向 的 线段 ”代表 实 轴 ， 
是 一 条 直线 ， 因 而 是 无 穷 长 的 . 原点 本 应 是 中 点 ， 但 无 穷 直线 的 中 点 是 哪 点 ? 原 
则 上 找 不 出 中 点 ， 因 而 说 没有 中 点 . 换 句 话说, “没有 中 点 就 点 点 都 是 中 点 ， 或 
说 任意 定义 一 个 中 点 即 可 . 这 就 是 上 述 任 取 一 点 “0” 的 原理 所 在 . 

事实 上 ,无 穷 长 加 减 任 一 有 限 长 还 是 无 穷 长 ， 且 加 后 的 无 穷 长 与 减 后 的 无 穷 
长 仍 是 对 等 的 〈 既 等 势 又 等 测度 ) ， 因 此 我 们 任 取 一 点 “0 ”不 会 亏 了 正 半 轴 或 负 
半 轴 . 正如 我 们 说 在 二 维 坐 标 系 中 任 取 一 条 有 限 位 置 上 的 直线 ( 见 图 6.6 中 工 线 ) 
都 能 把 坐标 平面 分 成 “对 等 ”的 两 半 和 平面， 或 说 三 维 坐标 系统 中 任 取 一 有 限 位 置 
上 的 平面 ， 丝 把 坐标 空间 分 成 “对 等 ”的 两 半空 间 等 等 ， 都 是 一 个 实质 . 

从 男 一 方面 说 ， 如 图 6.7 所 示 ， 可 把 圆周 一 一 映射 到 直线 上 去 . 
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设 坐标 如 图 6.7 所 示 ， 则 单位 圆 的 方程 为 
x+(27-D2 =1 
从 而 有 : 
y=1+Vi-x 
(如 图 6.7， 对 同一 着 当 》 取 请 时 式 中 取 “-”; 当 y 取 Bb 时, 式 中 取 “ 十 ”.) 例 
如 ， 对 于 图 6.7 中 的 ANOx s 人 Nyb ， 有 几何 式 


Or _ON 
yb ON-Oy 


换 成 代数 式 〔( 或 叫 坐 标 式 )， 有 
EE 2 
XX 1+M-X’ 
2xX 
以 有 直线 RR 上 的 x= 一 -一 ， 这 时 有 了 映射 
所 以 有 直线 x TV 
x:[0,1] — [0,2] 
2 
1-V1—X? 


x':[1,0] 一 [2,+oo) 


同 理 对 人 NOx' AN ， 可 得 x = .这 时 有 了 映射 


、 ， 2X 
这 里 用 到 了 极限 站 下 
对 应 于 PN ; x 映射 中 XX 的 [0,1] 段 对 应 于 06. 

至 此 ， 除 了 单位 圆 上 N 点 和 及 上 的 “w” 外 ， 两 者 已 能 一 一 对 应 . 进一步 ， 
正如 无 穷 小 的 极限 可 视 为 0 点 ， 在 极限 意义 下 无 穷 大 也 可 视 为 一 个 “o” 点 ， 由 
此 可 将 圆 中 和 点 与 R 的 “om” 点 对 应 ， 则 两 者 即 成 为 “完备 ”的 一 一 对 应 了 . 这 
是 合理 的 ， 是 在 射影 几何 意义 下 得 到 了 证 明 的 , 在 拓扑 学 上 叫做 “加 点 紧 化 ”. 这 
时 再 把 直线 R 看 做 实 轴 (严格 说 还 要 经 一 个 “ 疏 密 变换 ” 才能 与 具有 均匀 坐标 ( 度 
量 ) 点 的 实 轴 完 全 一 致 ) ， 则 我 们 总 可 以 说 实 轴 及 “完备 ”地 等 价 于 圆周 . 

那么 ， 圆 周 的 中 点 何在 ? 显然 既 可 说 无 中 点 ， 也 可 说 点 点 皆 可 作 中 点 . 这 就 
是 实 轴 上 任 一 点 丝 可 作 “ 原 点 ”的 另 一 种 解释 ，. 

问题 是 , 我 们 推广 实 轴 取 原点 的 这 一 “原理 ”， 立即 可 看 到 ， 世上 任何 处 于 无 
限 状态 中 的 有 限 事 物 都 有 这 种 特征 . 比如 当 人 类 不 知道 太阳 系 , 更 不 知 其 概貌 时 ， 
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=+% ( 洛 必 达 法 则 ). 注意 到 x 映射 中 半 的 [1,0] 段 


心理 对 天 宇 是 个 “无 穷 ” 概 念 ， 这 时 容易 认为 “地 ”“， 是 天 宇 的 中 心 〈 中 点 ). 一 且 
知道 太阳 系 ， 太 阳 系 便 在 人 类 认识 上 成 为 有 限 对 象 了 ， 这 才 解 除了 “地 心 说 “ 
可 是 当 不 知道 银河 系 的 概貌 时 ， 心 理 上 对 它 也 是 “无 穷 的 ， 这 时 又 会 认为 太阳 
系 是 其 中 心 . 后 来 银河 系 成 为 人 类 的 “俯视 ”对 象 《 有 限 对 象 )， 才 知道 太阳 系 原 
来 只 在 银河 系 “ 扣 盘 ” 形 状 的 靠边 位 置 . 可 如 今 人 类 尚 不 能 鸟 数 宇宙 ， 至 今 它 在 
我 们 心里 仍 是 无 穷 的 ， 因 此 我 们 总 觉得 银河 系 处 在 “中 点 ”位 置 . 

又 ， 当 我 们 对 一 项 事物 的 变 域 认识 处 于 模糊 状态 时 ， 常 常 承 认 这 种 事物 都 有 
两 个 极端 ， 可 见 我 们 自然 地 认为 这 时 事物 处 于 中 间 位 置 的 状态 . 

再 则 ， 我 们 常常 可 怜 昆 虫 寿命 太 短 、 身 躯 太 小 ， 这 说 明 我 们 认为 自己 在 生命 
的 “无 穷 ” 范 畴 中 是 最 适中 的 . 设想 我 们 自己 是 昆虫 又 会 怎么 想 呢 ? 也 许 会 认为 
昆虫 世界 〈 寿 命 、 大 小 ) 是 最 适中 的 ， 它 反 会 怜 帆 人 体 太 庞大 、 笨 重 ， 活 得 太 久 
了 . 这 一 说 法 也 不 无 根据 ， 因 为 大 自然 的 进化 是 按 最 优 方式 进行 的 〈 兹 免 论证 ， 
见 拙 著 《 社 会 度量 学 原理 为 ， 按 “极限 原理 ”所 进化 成 的 状态 自然 也 是 最 优 的 ， 
所 以 昆虫 的 寿命 与 其 身躯 、 生 活 等 应 该 是 适中 的 ， 否 则 它 就 会 迅速 进化 ， 改 变 那 
种 非 优 状 态 了 . 

此 外 ， 比 如 我 们 的 理论 中 总 要 有 基本 概念 、 基 本 定义 、 基 本 公理 作为 “基石 ” 
去 建立 ,为 什么 ?生活 上 用 到 的 数 为 何不 能 得 到 严格 值 ? 等 等 这 些 现象 都 在 于 一 
个 “居中 原理 ”. 

亦 即 ， 归 总 上 述 观 察 ， 我 们 容易 看 出 ， 大 自然 中 存在 一 种 居中 原理 一 一 有限 
实物 、 事 物 和 事务 在 相应 无 限 世界 来 讲 ， 都 可 被 看 做 是 居中 的 ， 或 适中 的 . 这 不 
仅 只 是 一 种 心理 感受 ， 应 该 说 这 本 来 就 是 “无 穷 ”世界 中 有 限 事物 的 一 种 表现 特 
征 ， 也 是 “无 穷 ” 的 一 个 性 质 . 


第 三 节 ” 实 轴 上 一 点 处 的 欣赏 


本 节 将 从 几 个 不 同 的 角度 提出 实 轴 在 一 “点 ”处 的 认识 问题 . 而 这 些 问 题 都 
归结 为 一 个 无 穷 小 认识 问题 ， 然 而 这 却 是 还 没有 最 终 解 决 的 问题 .我 们 深信 无 穷 
小 的 真正 认识 与 连续 统 猜 测 的 彻底 解决 是 紧密 相连 的 ， 具 有 同 质 性 困难 . 


一 、 分 杆 问 题 与 物质 结构 观 


战国 时 有 个 叫 惠 施 的 说 :“ 一 太 之 桂 ， 日 取 其 半 ， 万 世 不 竟 侨 ”. 那么 问 万 世 
后 ， 或 万 万 世 后 桂 是 什么 状态 ? 
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不 妨 设 一 世 为 100 年 ， 以 每 年 365 天 计 ， 则 万 世 后 棕 长 为 


1 1 
F365107 -10 36540 机 10'° 


〈 棕 ) 


万 万 世 后 棕 的 长 约 为 10-% 〈 杆 ) .再 计 
1 并 一 1 6 二 1 i0 
尺 之 枉 了 米 310 微米 310" 埃 


所 以 万 万 世 后 的 析 约 璋 10”” 埃 . 可 见 它 早已 超过 了 人 类 技术 达到 的 纳米 


(10”m) 级 别 、 费 米 (10™) 级 别 ， 甚 至 还 大 大 小 于 基本 粒子 尺寸 . 那么 这 时 的 
桂 是 和 否 已 成 为 无 穷 小 了 ? 否 ， 仍 只 能 说 非常 小 ， 不 能 说 无 穷 小 . 数学 上 说 只 要 是 
能 够 确切 表述 的 小 都 不 是 无 穷 小 ， 因 为 无 穷 小 是 一 种 变量 , 是 一 种 “状态 ”, 是 另 
一 种 概念 .对偶 地 看 ， 无 穷 大 是 以 无 穷 远 “点 ”为 中 心 的 一 个 无穷小) 开 “ 邻 
域 *"， 因 此 任何 有 限 数 都 不 能 进入 它 . 

显然 ， 上 述 分 法 还 可 任意 下 去 ， 但 都 是 “确定 的 ” 量 ， 且 是 有 理 数 ， 尽管 这 
时 的 有 理 数 从 技术 上 早已 无 法 得 到 ， 但 它 从 理论 上 表明 ， 这 一 分 法 只 有 达到 无 穷 
才 可 有 个 尽头 . 换 句 话说 ， 在 数学 意义 下 ， 析 是 不 可 能 分 完 而 成 为 “0” 长 的 . 

但 毕竟 这 是 物质 的 析 ， 因 此 不 能 不 考虑 它 的 物质 结构 和 对 物质 剖 分 的 可 能 性 
问题 . 这 一 来 便 可 知 , 远 未 到 万 世 时 , 已 不 可 能 “日 取 其 半 ”, 而 只 能 是 前 分 艰难 ， 
取 半 更 难 了 ， 到 那 时 每 取 一 半 都 应 该 获得 一 次 诺 贝尔 奖 了 . 因为 长 度 小 到 比如 氢 
原子 尺寸 (1 埃 ) 以 下 ， 早已 不 再 是 静态 物质 了 . 这 时 它 既 是 粒 又 非 粒 ， 既 是 波 
又 非 波 ， 既 在 此 又 不 在 此 . 换 各 话说， 这 时 的 物理 背景 已 产生 了 本 质变 化 ， 或 说 
进入 了 为 一 种 物理 空间 ， 这 时 还 要 按 介 观 尺寸 去 分 割 它 ， 岂 能 不 难 ? 

那么 物质 的 微观 结构 、 基 本 粒子 理论 与 实 轴 的 无 限 分 割 、 微 观 结构 理论 之 间 
是 否 有 它 的 共性 ， 是 否 值得 彼此 参照 、 互 相 启发 呢 ? 显然 是 应 该 的 ， 而 且 十 分 必 
要 ( 见 第 十 一 章 ). 


二 、 区 间 端 点 认识 


先 谈 谈 测度 概念 : 对 于 一 个 4 维 的 几何 对 象 4， 若 有 一 个 依 秩 嵌 套 的 、 皆 含 
于 4 的, 半 维 空间 的 、 且 能 一 一 度量 其 体积 的 所 谓 “ 内 序列 ”， 和 一 个 依 秩 嵌 套 的 、 
入 包含 4 的 、n 维 空间 的 、 能 一 一 度量 出 体积 的 所 谓 “ 外 序列 ”， 则 当 内 序列 的 度 
量 〈 单 增 ) 序列 与 外 序列 的 度量 〈 单 减 ) 序列 皆 有 极限 ， 且 极限 值 相等 时 ， 叫 此 
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， 力 系统 


公共 极限 值 为 4 的 测度 (measure) ， 记 为 m4. 特别 地 ， 比 如 对 于 一 个 几何 点 只 能 
取 “ 内 序列 ”为 0 序列 ， 因 此 几何 点 的 测度 只 能 为 0. 

注 : 请 注意 “测度 ”与 “ 势 ” 两 个 概念 是 有 本 质 区 别 的 ， 一旦 指明 ， 其 是 显 
然 . 但 若 不 指明 ， 有 时 甚至 容易 产生 混淆 .原来 它们 一 个 来 自 “度量 ”思想 推广 ， 
一 个 来 自 “ 点 数 ” 思 想 推 广 ， 又 如 ， 后 者 没有 空间 因素 ,前 者 有 空间 因素 . 比如 ， 
n 维 空间 对 象 在 m 维 空间 (m>n) 来 测度 总 是 为 0 ( 如 平面 面积 在 3 维 空间 来 测度 
(体积 ) 总 为 0). 

设 有 区 间 [a,5] , 定义 它 为 闭 区 间 . 相应 地 把 [a,b) 叫做 左 闭 右 开 区 间 . 两 者 的 
差异 仅 一 个 几何 点 56， 那么 问 [a, 如 在 失去 点 5 之 后 的 [a,b) ， 其 右 端 是 什么 状态 ? 
又 ，[a, 扣 是 个 连续 统 ,， 仅 失掉 一 个 测度 为 0 的 8 点 ,不 还 有 与 5 点 相连 的 点 作为 
右 端 点 吗 ， 怎 么 说 是 “ 开 ” 的 呢 ? 

是 的 ， 比 如 在 测度 意义 下 一 个 点 的 确 无 足 轻重 ， 例 如 有 


m[a,b] = m(a,b) = m[a,D) 


也 有 区 间 [0,1] 与 [1,2] 间 的 距离 
da(010.2D=a(0.D,(2D)= ado.D,IL27)=0 

还 有 | f(x)dx ， 当 Go s Cr[a,b] 时 (连续 函数 )， 在 [a,6] 上 的 积分 值 与 在 (a,b) 上 

的 积分 值 相等 ， 甚 至 这 时 /(x) 在 [a,8] 上 有 有 限 个 乃至 可 数 多 个 第 一 类 间断 点 时 ， 

该 积分 同样 有 意义 等 ， 都 说 明 个 别 几何 点 似乎 无 足 轻重 . 

可 是 也 有 连 一 个 几何 点 都 不 可 忽视 的 情形 ， 且 这 种 情形 还 多 呐 ， 比 如 一 个 动 


| = f(x,y) 
y= g(x,y) 
只 要 f,g 满足 适当 条 件 即 可 产生 如 图 6.8 所 示 
的 轨 线 结构 . 其 中 奇 点 M 是 不 稳定 结 点 ,点 入 
是 高 次 奇 点 , 在 2 区 域内 轨 线 都 流入 N， 而 过 
点 NW 的 非 2 内 轨 线 皆 往 外 跑 ， 所 以 整个 看 起 
来 ， 就 好 像 2 内 的 所 有 轨 线 都 通过 N 一 个 几 
何 点 “逃逸 ”了 . 可 见 这 时 一 个 区 区 几何 点 也 
有 何等 重要 了 . 

现在 回 到 区 间 [a, 己 的 端点 认识 时 似乎 觉得 还 容易 理解 ,可 是 拿 掉 一 个 点 如 成 
为 [a,b) 后 , 说 这 时 右 端 没 有 了 端点 就 很 难 想象 了 . 这 是 个 关于 点 4b 的 无 穷 小 邻 域 
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结构 问题 ， 是 个 静态 与 动态 的 观念 转变 问题 ， 我 们 归结 到 下 一 问题 中 去 回答 . 


三 、 与 任 一 实数 最 贴近 的 实数 认识 : 稠密 ( 粒 ) 观 与 连续 〈 流 ) 观 
对 此 ， 我 们 先 考 虑 一 个 “弱化 ”了 的 问题 . 


1. 任 给 一 个 有 理 数 ， 了 寻找 它 最 靠近 的 有 理 数 


当然 ， 我 们 已 经 知道 根据 有 理 数 的 稠密 性 ， 即 容易 给 出 “证 明 ” 式 地 回答 ， 
但 证 明 不 能 代替 认识 〈 亦 即 理解 ). 比如 什么 是 稠密 性 , 即 需要 理解 . 只 有 去 理解 、 
认识 它 了 才 有 利于 培养 思维 . 为 此 ， 先 来 看 一 个 特殊 的 有 理 数 分 布 图 . 

我 们 看 到 ， 若 用 整数 将 实数 轴 作 出 “等 分 ， 则 每 一 个 〈 单 位 ) 区间 都 有 着 相 
同 的 结构 , 这 就 是 所 谓 “ 上 帝 只 造 了 整数 ,其 他 的 就 是 人 的 工作 了 ”( 克 罗 内 克 ) . 现 


取 [0,1] 区 间作 讨论 ， 如 图 69 所 示 ， 对 [0,1] 之 “ 杆 ” 先 取 志 分 点 ， 再 就 每 个 


了 长 再 取 记分 点 ， 如 此 下 去 ， 并 将 图 中 每 个 分 割 层次 标 以 相同 高 度 的 分 割 线 ， 显 
然 从 理论 上 还 可 任意 次 地 进行 下 去 ， 这 就 构成 一 种 有 理 数 的 分 布 图 . 


3 lL 5 3 2 了 1 
8 2 8 4 8 

图 6.9 

这 时 我 们 看 到 ， 第 一 层 分 割 得 到 1 位 有 限 小 数 的 有 理 数 ; 第 二 次 分 割 得 到 2 
位 有 限 小 数 ; 第 三 次 分 割 得 到 3 位 有 限 小 数 ， 由 此 猜 到 ， 可 能 任意 “第 n 层 ”分 
割 下 的 有 理 分 点 即 # 位 有 限 小 数 . 为 此 ， 用 归纳 法 证 明之 : 已 有 了 第 一 层 试 分 ， 
现 设 第 次 分 割 可 得 到 位 有 限 小 数 ， 即 序 (k <2" 1， 自然 数 ) 为 # 位 有 限 小 
数 ， 记 为 a， 则 第 n+1 次 分 割 得 
EE 

2 


2 2 
当 妃 和 2" -1 时 即 为 上 这 时 


] 人生 2” -1， 自 然 数 ) 
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使 a 增加 一 位 小 数 ， 为 n+1 位 小 数 , 合理 ; 当 2 < 大 和 2.2 -1 时 , 表 K'=2"+k， 


则 有 
下)=0 2 +k|_0s+0.5a 
2\7 27 


仍 为 n+1 位 小 数 ， 由 此 可 得 出 两 个 结论 ( 见 定理 6.1、 定 理 6.2). 

定理 6.1 如 图 6.9, 用 2 分 法 所 得 序列 层次 下 的 任意 第 层 有 理 数 皆 为 位 
有 限 小 数 . 

显然 ， 这 一 规律 在 实 轴 上 任 一 单位 区 间 内 丝 如 此 ， 仅 表现 为 其 整数 位 的 不 同 
而 已 . 

此 外 ， 有 理 数 除了 整数 、 有 限 位 小 数 外 还 有 一 类 无 限 循环 小 数 ， 在 哪里 ? 显 
然 它 们 属 寺 型 和 -型 有 理 数 以 外 的 情形 ,比如 人 ,二 ,上 为 整 效 即 属 此 情形 (顺便 
指出 无 限 循环 小 数 是 一 种 分 形 的 自然 嵌 套 结构 ) 

定理 6.2 任意 给 定 一 个 二 型 有 理 数 ， 与 之 最 贴近 的 同型 有 理 数 不 可 能 有 限 
地 得 到 . 

同时 ， 定 理 6.2 可 以 推广 到 一 般 情 形 . 

定理 6.3 ” 任 给 出 一 个 有 理 数 ， 与 之 最 贴近 的 有 理 数 都 不 可 能 有 限 地 得 到 . 

作为 定理 6.3 的 证 明 (思想 ) ， 首 先 需要 证 明 对 单位 区 间 ， 比 如 [0,1]， 作 任 
意 地 7 分 割 (re {2,…,10} )， 按 图 6.9 的 分 割 方式 任意 下 去 ， 皆 得 系列 有 理 分 点 ， 
互相 不 是 “最 ”贴近 .同时 证 明 ， 将 所 有 这 些 分 割 中 的 有 理 分 点 无 穷 集 取 “ 并 ” 
集 ， 所 得 有 理 点 集 ， 相 互 仍 不 是 “最 ”贴近 ， 更 不 会 有 重合 ， 因 此 只 有 当 各 种 分 
法 都 无 限 进行 下 去 ， 才 有 可 能 “得 到 ”最 贴近 的 有 理 点 . 

由 此 进一步 有 : 

给 定 一 个 无 理 数 ， 对 其 “最 贴近 ”的 数 的 认识 

首先 看 看 任 一 无 理 数 是 无 穷 不 循环 小 数 的 实质 ， 原 来 它 就 是 一 个 无 穷 的 有 理 

数列 收敛 值 ， 比 如 x 即 为 有 理 数列 {a 的 收敛 值 ， 其 中 有 
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显然 va e fa} 都 是 用 有 限 小 数 表 出 的 有 理 数 ， 但 该 数列 是 无 穷 的 ， 且 没有 循环 
位 .1995 年 ,加拿大 的 两 兄弟 用 计算 机 算出 了 达 42.9 亿 位 ， 世 界 领 先 ， 但 仍 未 
到 底 ， 也 无 循环 . 报导 者 风趣 地 报告 了 它 的 最 后 一 位 是 “8”. 这 就 是 说 ，{a,} 有 
理 数列 中 任 一 可 指出 的 项 都 不 是 最 贴近 7 的 有 理 数 . 

那么 ,“ 实 轴 上 任 一 点 〈 数 ) 都 可 有 无 穷 多 个 点 列 〈 数 列 ) 收敛 于 它 ” 这 一 结 
论 对 于 zt 亦 然 . 但 须知 ， 任 一 个 非 平凡 的 无 穷 数 列 〈 任 一 位 后 都 有 非 0 数 者 ) 所 
收敛 的 数 都 与 该 数列 中 任 一 有 限 项 不 贴近 . 反之 ， 任 一 实数 不 管 是 有 理 数 还 是 无 
理 数 , 实际 上 都 只 能 经 有 理 数列 收敛 于 它 . 可 见 任 一 具体 有 理 数 或 无 理 数 (实数 ) 
不 与 任 一 确定 的 有 理 数 贴近 . 同时 一 个 无 理 数 c 车 与 男 一 无 理 数 贴近 ， 则 因 收 
鱼 数 列 收敛 值 唯一 ,收敛 于 a 的 数列 {a} 必 与 收敛 于 的 数列 2,} 不 同 ， 因 而 两 
收敛 数列 间 必 存在 一 序号 xn， 使 得 i,j >n 时 ，a,,b, 间 不 会 相等 ， 从 而 两 无 理 数 不 
可 能 贴近 . 

总 之 ,我 们 算是 对 “ 任 给 一 实数 ,不 可 能 找 出 与 其 最 贴近 的 实数 ” 作 了 理解 . 
原来 有 理 数 集 、 无 理 数 集 以 及 有 理 数 集 与 无 理 数 集 之 并 集 ( 实 数 集 )， 都 是 稠密 
集 . 换血 话说 ， 上 述 讨 论 只 是 在 “稠密 ”观点 下 来 说 的 . 

由 此 便 可 《直观 ) 理解 开 区 间 的 端点 是 什么 状态 了 ， 不 过 这 仅仅 是 一 种 “ 直 
观 ”. 
比如 [0,1) 的 右 端 点 没有 了 确定 的 实数 1， 那 么 剩 下 的 就 是 个 左 收敛 于 1 的 
无 穷 数 列 ， 也 是 无 穷 循环 小 数 0.9 ， 亦 即 我 们 看 到 的 【0,1) 的 右 端点 应 该 是 个 动 
态 的 ， 有 一 个 不 断 向 右 增长 着 小 数位 的 数 . 该 小 数 一 旦 收 伍 了 ， 即 成 为 闭 区 间 了 ， 
该 端点 也 就 成 为 稳定 的 静态 的 了 . 

注意 到 ， 至 此 稍 作 深入 地 看 ， 我 们 对 一 点 处 的 “直观 ”认识 ， 实 质 上 仅 是 在 
“稠密 ”的 意义 下 进行 的 . 

那么 下 面 即 从 “连续 ”意义 下 作 进 一 步 的 认识 . 

3. 任 一 实数 的 无 穷 小 邻 域 都 有 不 确定 性 : 连续 化 

上 述 可 见 ， 对 于 任 一 实数 ， 不 可 能 指出 它 的 无 穷 小 邻 域 ， 因 为 一 旦 指定 了 一 
个 认为 很 贴近 它 的 (认为 属于 其 无 穷 小 邻 域 的 ) 数 ， 此 两 数 立 即 都 成 为 相 异 的 确 
定数 ， 从 而 其 间 必 有 无 穷 多 个 实数 ， 因 而 不 可 能 “贴近 ”. 从 这 种 意义 上 说 , 这 也 
是 无 穷 小 邻 域内 的 一 种 “不 确定 性 ”， 让 人 联想 起 量子 世界 的 “ 测 不 准 性 ”， 同 时 
更 使 人 感到 和 鲁 滨 进 在 其 “ 非 标 准 分 析 ” 中 取 用 的 “单子 ”概念 ， 其 意义 是 何等 的 
深刻 . 


150 


“ 非 标准 分 析 ” 说 明 : 一 个 实数 点 的 无 穷 小 邻 域 是 不 可 能 用 数列 表 出 或 从 实 轴 
上 画 出 来 的 . 

正 是 鲁 氏 看 出 了 ， 数 的 “连续 性 ”问题 是 个 “深层 次 ”问题 ， 必 须 对 实 轴 的 
“直观 ”( 稠 密级 世界 观 ) 作 进一步 升华 、 突 破 才 有 可 能 得 到 认识 . 为 此 ， 和 鲁 氏 天 
才 地 (突破 性 地 ) 命定 了 一 个 “单子 ”世界 ， 一 下 子 显示 出 无 穷 小 邻 域 的 许多 性 
质 来 . 现在 看 来 很 明显 了 ， 实 质 上 这 就 是 数 的 “二 象 ”结构 观 的 突破 (进一步 的 
见 第 十 一 章 ). 

总 之 ， 我 们 认识 到 ， 任 一 实数 一 经 给 定 ， 最 贴近 它 的 实数 是 不 可 能 在 有 限 世 
界 〈 或 叫 直觉 世界 、 介 观 意义 ) 的 稠密 “点 ” 集 观 点 下 找 出 来 的 . 换 句 话说， 那 
是 个 新 层次 的 “无 穷 小 世界 ” (空间 ) 问题 因此 无 穷 小 空间 不 只 是 个 〈 实 象 的 ) 
“点 ”的 问题 〈 要 说 点 也 只 能 说 是 个 具有 “动态 ”本 质 的 点 ) ， 而 是 个 本 质 上 不 可 
忽视 其 “ 虚 象 ”的 “二 象 空间 

借鉴 物理 学 亦 知 ， 既 然 微观 物理 学 都 少不了 “二 象 ” 观 ， 那 么 “微观 数学 
(点 的 邻 域 ) 更 不 可 忽视 其 “二 象 ”实质 了 ， 


第 四 节 ” 实 轴 的 结构 欣 党 


一 、 人 类 仅 生 活 在 R, 的 子 集 上 


首先 我 们 问 ， 今 天 的 一 个 文 痛 会 不 会 重 犯 两 千 多 年 前 毕 达 哥 拉 斯 的 “有 理 数 
错误 ”? 我 们 说 是 完全 可 能 的 ， 而 且 这 个 人 还 算是 聪明 人 呢 ， 为 什么 ?因为 我 们 
生活 中 遇 到 的 数 从 来 都 是 有 理 数 . 其 实 ， 何 况 在 生活 中 ， 即 使 在 一 切 科 学 技术 中 
也 是 如 此 呢 . 

比如 ， 至 今 人 们 没有 真正 “得 到 ”过 一 个 无 理 数 ， 哪 怕 是 V2 ， 也 只 能 是 一 
种 符号 表示 . 理论 上 它 存在 ,但 就 是 写 不 出 来 . 今天 写 不 出 来 , 将 来 也 写 不 出 来 . 

其 实 何止 无 理 数 写 不 出 ， 即 使 诸如 ,3 等 分 数 (算式 ) 形式 定义 的 数 也 不 可 
能 真正 写 出 来 .原来 这 些 数 都 是 一 种 无 穷 位 的 小 数 ， 要 延伸 到 无 穷 世界 才 可 能 得 
到 啊 . 

那么 ， 是 否 除了 这 些 无 穷 形式 的 数 〈 无 理 数 ) 以 外 ， 人 类 生活 实践 (包括 科 
技 实践 ) 都 用 上 它们 了 吗 ? 远 非 如 此 ， 稍 作 回 顾 便 知 ， 实 际 上 人 类 实践 只 用 了 两 
类 有 理 数 ， 这 就 是 : 
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(1) 整数 〈 无 穷 ) 集中 的 以 0 为 中 心 的 一 个 有 限 子 集 . 

(2) 有 限 位 小 数 的 有 理 数 子 集 ， 其 小 数位 数 一 般 只 有 两 三 位 ， 科 技 中 也 只 用 
到 几 十 位 . 

因此 可 说 ， 人 类 生活 实践 中 用 到 的 实数 只 有 图 6.9 中 的 前 几 个 层次 ， 最 多 几 
十 个 层次 的 “有 理 数 "， 可 见 这 些 “ 有 用 ” 数 的 分 布 是 非常 稀 蔓 、 非 常 有 限 的 . 

注 ; 在 此 ， 以 数码 为 特征 的 信息 科学 送 勃 发 展 的 信息 化 时 代 ， 能 使 世界 偏 平 
化 、 管 理 偏 平 化 的 数码 、 数 字 、 数 据 “ 海 洋 ” 中 的 数 已 够 多 了 ， 可 它们 仍然 是 些 
有 理 数 ， 一 般 也 只 在 几 十 位 (十进制 ) 之 内 ， 仍 属 十 分 有 限 的 及 . 子 集 啊 . 

也 就 是 说 ， 人 类 对 实数 集 的 认识 ， 除 了 上 述 实践 中 “用 到 ”的 少 得 可 怜 的 一 
个 有 理子 集 外 ， 都 只 是 理论 上 的 问题 . 人 类 之 所 以 对 实数 集 认 识 很 困难 ， 也 许 与 
此 不 可 实际 实现 不 无 关系 . 

为 何人 类 只 用 到 那么 一 点 点 数 ? 为 什么 人 们 几 是 技术 实践 性 获得 的 数 都 是 有 
理 数 ， 却 推算 出 的 数 常常 出 现 无 理 数 ， 甚 至 超越 数 ， 包 括 很 多 “常数 ”都 是 无 理 
数 (如 黄金 分 割 数 、 自 然 对 数 底 、 费 根 堡 蒙 常数 乃至 宇宙 常数 、 普 朗 克 常 数 等 ) ? 
不 能 不 想到 ， 这 些 仅 仅 与 人 类 测量 活动 的 技术 性 〈 近 似 性 ) 有 关 . 


二 、R, 与 R, 的 比较 


在 第 一 节 谈 到 ， 理 论 上 已 经 得 知 R, 是 可 数 集 ， 实 数 集 R 是 不 可 数 集 ， 
R=R,UR,. 由 于 可 数 个 可 数 集 之 并 仍 为 可 数 集 , 可 见 R, 是 不 可 数 的 , 因此 R, 的 
势 为 ， 而 有 R, 的 势 为 从 ， 所 以 显然 R) 比 R, 多 得 多 ， 两 者 不 可 比拟 . 亦 即 这 个 
问题 在 理论 上 已 经 是 圆满 解决 了 的 . 

不 过 理论 上 解决 了 的 ， 不 一 定 都 能 理解 ， 所 谓 “ 证 明 容易 理解 难 ” 蚊 . 但 只 
有 理解 (从 心理 直觉 上 接受 ) 了 的 事实 才能 上 升 为 意识 ， 才 能 有 利于 发 展 、 创 新 . 
这 里 即 从 “理解 ”的 角度 作 一 些 认识 . 

事实 上 ， 粗 略 地 直观 反倒 使 我 们 狐疑 . 比如 我 们 生活 上 用 到 的 都 是 有 理 数 ; 
有 理 数 集 R, 在 实 轴 上 的 分 布 是 稠密 的 ,似乎 已 没有 无 理 数 的 余地 ， 以 及 人 们 已 知 
的 无 理 数 并 不 多 等 现象 ， 都 使 我 们 感到 对 上 述 理论 的 费解 . 好 在 理智 能 不 断 提醒 
我 们 ， 应 该 相信 理论 成 果 ， 这 才 使 我 们 致力 于 去 探索 更 多 的 理论 成 果 ， 以 逐渐 克 
服 我 们 的 心理 差异 . 这 里 再 举 几 例 . 

例 2 费 马 曲 线 族 上 没有 有 理 点 . 

我 们 知道 费 马 不 定 方程 x”+y"” =z"(n >2) 无 整数 解 ， 它 可 化 为 二 元 不 定 方程 
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X"+Y"=1 无 有 理 数 解 问题 ， 其 中 X=， 


Zz 


Y= 二 .因此 有 图 6.10 所 示 的 曲线 


[XP + 


或 如 图 上 阴影 区 中 的 实 线 ( 记 为 L), 把 它 叫 做 
费 马 曲 线 . 显然 费 马 曲线 族 充 满 了 图 中 阴影 部 
分 ， 它 是 一 个 开 集 ， 由 n=2 时 的 单位 圆 和 
1 一 o 时 的 正方 形 所 界定 . 

于 是 费 马 大 定理 可 叙述 成 “所 有 费 马 曲线 
上 没有 有 理 点 ”. 


Y=1 


这 里 有 理 点 ， 即 oO 生生 上， 4,P 红 为 整数 ， 当 其 中 任何 一 个 分 量 为 
无 理 数 时 ， 即 不 再 是 有 理 点 了 . 

这 点 容易 用 反 证 法 证 明 . 没 06w0 -| 各 ,和 | (pb59g0)=1 (pg)=1 ( 互 
素 )， 则 代入 费 马 方程 ， 有 


,le 
可 | |p,| 


9 
Pp 


,a 
Pp 


=1 


从 而 有 对 vneN 和 皆 
[zc +| 记 9 =|pips| 


则 比如 令 x= pq! ，y = p19; ，z = Pip;， 易 知 ， 它 们 都 是 整数 ， 此 即 与 费 马 大 定理 
矛盾 了 . 然而 实际 上 已 说 过 ， 费 马 大 定理 已 于 1993 年 宣布 得 证 ，1994 年 改正 一 
点 小 错误 后 正式 宣告 得 证 ， 所 以 这 里 的 假设 (X。,”)eL 是 错误 的 ， 证 毕 . 

由 此 可 见 二 维 实 平面 上 非 有 理 点 何其 多 ， 从 而 不 得 不 承认 ， 一 维 实 轴 上 无 理 
点 集 R, 比 R, 多 得 多 . 

例 3 . 实 轴 上 mR, =0， 而 mR, 为 全 测度 . 

首先 可 证 明 ， 实 轴 上 可 数 集 {a,} 的 测度 


mm{a = y ma =0 
i=l 
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这 是 因为 本 章 “ 第 三 节 、 二 ”中 已 述 及 , 任 一 点 (几何 点 ) 的 测度 为 0， 所 以 


注意 到 这 是 无 穷 多 个 “0” 的 和 ， 是 确定 的 ， 为 0〈 用 部 分 和 序列 〈 皆 常数 0) 的 
极限 (不 变 ) 的 结论 可 证 )， 但 应 与 无 穷 多 个 无 穷 小 的 和 六 es，( s, 皆 无 穷 小 量 ) 
i=] 


区 分 .后 者 是 个 未 定式 ， 究 竞 沁 6 = ? 条 件 还 不 充分 〈 尚 不 满足 充足 理由 律 )， 
还 要 根据 各 上 的 具体 条 件 而 定 ， 它 可 能 收敛 到 0 或 其 他 常数 ， 甚 至 可 能 发 散 ， 在 
高 等 数学 中 不 乏 其 例 . 
由 此 可 见 有 理 数 集 (可 数 集 ) R, 的 测度 为 0， 即 mR, =0. 
特别 地 , 设 为 单位 区 间 [ii+1l) 上 有 理 点 集 , 则 严 是 个 可 数 无 穷 集 ， 这 时 有 
R, =|jR (2Z 为 整数 集 ) 


可 见 R, 是 可 数 个 可 数 集 之 并 集 ， 而 这 时 有 
mR, =》 mR = 》0=0 
所 以 可 数 个 可 数 集 之 并 的 测度 仍然 为 0. 
为 方便 计 ， 现 仅 就 一 个 单位 长 来 讨论 ， 记 为 R? =[0,1] ， 则 


R=R°UR 
由 于 
mR" =mR’ + mR? =0+mR? =1 


称 mR 或 mR 为 R"Y 上 的 全 测度 , 则 易 知 mR' 与 mRi 抑或 mR 与 mR, 篆 系 R' 抽 或 R 
上 全 测度 . 由 此 再 次 体会 到 RR, 比 R, 多 得 多 . 

例 4 康 托 尔 三 分 集 的 测度 . 

上 面谈 到 , 可 数 集 的 测度 为 0, 不 可 数 集 的 测度 非 0, 这 是 不 是 确定 的 规律 ? 
又 ， 是 否 可 反 过 来 说 ， 测 度 为 0 者 缘 可 数 ， 测 度 非 0 者 皆 不 可 数 ? 回答 是 : 后 一 
问 的 后 半 问 是 肯定 的 , 但 其 前 半 问 的 答复 是 否定 的 . 因 已 述 及 , 比如 线段 测度 (一 
维 长 度 ) 在 平面 上 来 看 (二 维 面积 ) 则 为 0 测度 ， 却 它 是 不 可 数 的 . 

至 于 前 一 问 ， 其 后 半 部 的 答复 也 是 否定 的 ， 这 里 举 出 康 托 尔 三 分 集 作 为 一 个 
反例 (这 时 也 是 对 问题 的 全 部 回答 ). 
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所 谓 康 托 尔 三 分 集 ， 如 图 6.11 所 示 ， 
第 工 步 将 任 一 整 线段 三 等 分 ， 然 后 去 掉 其 
中 一 个 开 段 (为 醒目 , 设 去 其 中 段 ); 第 了 
步 对 剩 下 的 两 段 ( 闭 集 ) 如 法 炮制 . 如 此  -- -- _-  -- 
无 穷 下 去 , 剩 下 的 仍然 是 “ 闭 集合 ”, 叫 它 : : : 
做 康 托 尔 三 分 集 ， 去 掉 的 “ 开 集 合 ” 之 并 
集 叫做 康 托 尔 余 集 . ee 

康 托 尔 证 明 ， 康 托 尔 三 分 集 的 测度 为 图 6.11 
0， 但 它 是 不 可 数 的 . 可 以 这 样 来 理解 ， 每 次 分 割 后 剩 下 的 测度 ， 依 秩 构成 序列 


[Bi 当 n > 后， 自然 其 最 终 的 测度 为 0。 但 每 次 分 割 后 剩 下 的 集合 一 直 保 


持 为 不 可 数 集 ， 其 “ 势 ” 的 序列 则 是 个 { 鹤 } 常 序列 ， 所 以 其 极限 (不 变 ) 也 应 
为 器 ， 从 而 它 的 不 可 数 性 “在 极限 概念 下 〈 请 注意 这 一 前 提 )” 则 是 可 理解 的 . 


三 、 人 类 的 测量 活动 几乎 都 是 不 精确 的 


既然 从 可 数 性 和 可 测 性 上 都 看 到 ，R, 比 起 R, 来 少 得 多 ， 那 么 〈 哲 学 地 说 ， 
或 叫 “严格 ”地 说 ) 比如 随机 地 从 实 轴 上 取出 一 点 , 则 显然 得 到 有 理 数 的 概率 ( 几 
乎 ) 为 0， 而 得 到 无 理 数 的 概率 则 (几乎 ) 为 1. 

但 男 一 方面 ， 人 类 生活 中 用 到 的 数 仅 是 RR, 中 小 小 一 个 子 集 ， 由 此 可 见 ， 说 
“人 类 生活 中 用 到 的 数 几 乎 都 是 不 精确 的 "， 不 无 道理 . 原来 数学 精确 的 根基 却 在 
我 们 生活 的 空间 以 外 呐 ， 

比如 今天 买 回 1 斤 2 两 肉 ， 难 到 它 就 刚好 1.2 斤 ? 买 回 1 丈 布 ， 难 道 它 就 刚 
好 10 尺 ? 当然 就 更 下 说 珠穆朗玛 峰 高 8844.43 m ， 马 里 亚 纳 海沟 深 11022 m 等 数 
字 之 不 精确 性 和 说 全 国有 13 亿 人 口 的 不 精确 性 了 .甚至 说 今天 教室 里 有 50 位 学 
生 ， 难 道 精确 ?当然 这 些 已 属于 别 的 “不 精确 类 型 ”， 比如 应 该 是 50 位 “平均 学 
生 ” 才 精确 ， 但 “平均 学 生 ” 如 何 得 到 精确 也 是 问题 《参见 拙 车 《社会 度量 学 原 
理 》 中 “ 量 不 准 原理 ”) . 现在 还 是 回 到 实 轴 上 来 . 

既然 任 取 一 个 实 轴 上 的 点 ， 几 乎 皆 为 无 理 数 ， 那 么 可 说 理论 上 对 任 一 客观 对 
象 的 任何 一 种 量度 值 ， 也 应 该 几乎 都 是 无 理 数 ， 这 是 合理 的 思维 . 可 是 ,我们 实 
际 量 出 的 值 却 总 是 有 理 数 ， 这 不 能 不 说 明 ， 人 类 测量 活动 几乎 都 是 不 精确 的 . 

其 实 这 里 “几乎 ”二 字 也 只 是 就 理论 上 严格 意义 来 讲 的 ， 要 是 从 实际 意义 来 
讲 ， 则 可 以 说 完全 是 不 精确 的 . 因为 造成 人 类 生活 用 值 的 不 精确 性 ， 至 少 有 两 大 
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关键 因素 : 

(1) 客观 值 中 无 理 数 占 绝对 多 数 ， 这 是 已 谈 到 了 的 . 

(2) 测量 能 力 十 分 有 限 ， 致 使 测量 (映射 ) 到 的 数 无 法 绝对 精确 地 表述 其 客 
观 量 . 也 许 只 有 巴黎 存放 的 (被 ) 定义 成 的 标准 值 才 是 “精确 ”的 . 甚至 即使 一 
个 客观 量 是 个 有 理 数 ， 我 们 测量 到 的 有 理 数 也 往往 是 另 一 个 有 理 数 ， 仍 导致 不 精 
确 . 比如 说 目前 世界 上 存在 的 大 熊猫 数 是 个 确定 的 唯一 的 有 理 数 ， 这 是 合理 的 . 
但 车 说 我 们 测算 出 目前 世界 的 ， 亦 即 中 国 的 野生 大 熊猫 还 剩 752 只 ， 可 和 否 说 这 个 
数 只 是 另 一 个 有 理 数 呢 ? 根 据 一 个 真 值 (有 理 点 ) 邻 域内 有 “很 多 ”个 假 值 (有 
理 点 ) 的 理论 事实 及 概率 论 ， 可 说 这 时 几乎 一 定 是 另 一 个 有 理 数 ， 因 而 不 是 精确 的 . 

这 就 是 从 实数 的 结构 性 质 得 到 的 对 R 的 又 一 个 认识 . 


第 五 节 ” 实 轴 能 认识 透 吗 


在 这 个 问题 上 我 们 是 悲观 论 者 ， 但 也 是 实数 理论 的 积极 支持 者 、 呐 喊 者 . 我 
们 认为 即使 对 于 整数 的 组 合 性 质 (数论 ) 来 看 ， 也 永远 有 课题 可 供 探讨 ， 何 况 还 
有 更 多 谜底 有 待 揭示 @. 

本 着 “居中 原理 ”, 也 许 人 类 的 认识 只 能 永远 徘徊 于 实 轴 这 个 高 级 无 穷 的 世界 
之 中 . 因为 我 们 认为 : 

(1) 如 果实 轴 真 能 被 认识 透 ， 那 么 一 切 基础 学 科 包 括 数理 化 各 类 科学 ， 均 能 
使 一 切 技术 科学 很 快 达到 成 熟 和 完善 . 

换 句 话说 ,我 们 的 观点 是 ， 实 轴 认 识 、 实 数理 论 是 一 切 科学 的 基础 ， 这 在 今 
天 已 不 是 形容 词 ， 更 不 是 哗众取宠 . 如 果 讲 述 到 此 ， 读 者 还 不 能 接受 这 一 观点 ， 
想必 是 作者 的 失败 了 . 

(2) 对 无 穷 小 世界 的 认识 不 能 不 说 是 一 切 基础 学 科 共同 的 任务 .无穷小 认识 
在 实数 理论 中 同样 是 个 关键 性 难题 ， 其 难度 和 性 质 与 连续 统 认 识 是 同 级 别 的 、 是 
彼此 相关 的 ， 是 宏观 与 微观 的 “二 象 ”对 偶 问 题 ， 一 个 认识 透 了 ， 另 一 个 也 会 得 
到 解决 的 . 

(3) 当然 也 不 能 不 承认 ， 人 类 对 实 轴 的 认识 ,或 说 人 类 对 无 穷 小 的 认识 还 是 
在 逐步 前 进 的 ， 尽 管 说 它 步履 维 艰 也 罢 、 百 尺 竿 头 也 罢 . 不 过 得 承认 傅 往 后 的 每 
次 新 进步 ， 都 必须 建立 在 对 已 有 的 “证 明 ”成 果 的 充分 理解 和 直觉 认识 基础 上 ， 


名 当然 比如 至 少 已 没有 “无 理 数 数论 ”了 ， 这 个 问题 已 为 高 斯 于 1830 年 用 “代数 整数 论 ” 的 方式 考 
虑 过 了 . 
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但 这 会 是 愈 来 愈 难 的 ， 会 愈 来 愈 有 “证 明 容易 理解 难 ” 之 苗 . 比如 将 会 谈 到 的 佩 
亚 诺 曲线 、 和 田 曲线 或 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 “点 点 连续 、 点 点 不 可 导 例 ” 等 许多 漂亮 
的 数学 理论 成 果 ， 至 今 都 还 没有 一 个 很 好 地 理解 ， 未 被 “感情 ”接受 . 如 果 老 说 
“这 就 是 数学 的 玄妙 ”， 似 乎 谁 都 不 能 理解 属于 正常 ， 也 许 并 不 正常 ， 至 少 不 利 于 
据 此 继续 发 展 . 

特别 地 ， 在 实 轴 理论 上 还 存在 更 多 难于 理解 和 难于 认识 的 结论 ， 诸 如 已 经 多 
次 涉及 的 稠密 性 、 连 续 统 、 选 择 公 理 和 诸多 悖 论 现象 等 

(4) 看 来 现行 “ 实 轴 ” 概 念 将 成 为 人 们 认识 实数 集 的 一 个 过 去 了 的 里 程 碑 ， 
好 似 牛 顿 力学 对 于 宇宙 学 和 量子 力学 ， 已 成 为 历史 纪念 一 样 . 看 来 实 轴 之 “内 ” 
还 有 “ 轴 ”， 实 轴 仅 仅 算是 形象 地 “标识 ”出 了 “直观 ”意义 下 的 实数 集 ， 但 实数 
集 远 不 止 是 直观 世界 的 . 已 说 过 在 这 点 上 重 洲 逊 的 “ 角 轴 R”( 见 第 十 一 章 ) 是 
一 大 突破 . 看 来 是 鲁 氏 及 时 地 认识 到 了 实数 集 的 深层 〈 二 象 ) 本 质 ， 在 理解 实 轴 
上 比 我 们 领先 了 一 步 . 但 是 也 将 说 明 ， 似乎 "RR 也 还 不 能 完全 解决 问题 , 仍 有 待 继 
续 突破 . 

(5〉 我 们 主张 接受 量子 理论 的 启示 来 观察 实 轴 的 无 穷 小 结构 ， 至 少 彼 处 “二 
象 性 ”特征 在 此 处 应 有 所 借鉴 . 如 果 说 “有 理 ” 和 “无 理 ” 这 对 二 象 性 以 及 “ 实 
数 ” 与 “虚数 ”这 对 二 象 性 ， 共 两 个 层次 的 二 象 性 已 表明 了 实数 结构 中 的 二 象 性 ， 
那么 它 在 实 轴 上 《实数 内 在 ) 的 二 象 性 表征 在 哪里 ? 是 不 是 “ 秽 密 ”和 “连续 ”? 
是 否 需 要 改换 实 轴 模型 甚至 改进 “ 鲁 轴 模 型 ， 以 更 好 地 体现 其 “二 象 结构 ”? 如 
果 说 实 轴 结构 能 够 代表 一 维 客观 世界 结构 ， 它 对 我 们 认识 真正 客观 世界 有 何 启 
示 ? 看 来 ， 这 些 都 是 值得 思考 的 ， 留 待 后 面 继续 讨论 . 

又 ,是否 可 以 幻想 某 天 出 现 一 个 绝顶 天 才 ,， “推翻 天 地 重组 起 ”， 另 建 一 套数 
系 ， 一 改 上 述 天 歼 为 平 夷 ? 我 们 的 观点 是 决然 否定 的 . 因为 人 类 在 实数 认识 上 的 
困难 是 与 大 自然 的 结构 本 质 一 致 的 , 或 说 是 具有 逻辑 本 质 的 困难 , 不 是 技术 性 的 、 
不 是 表述 方式 上 的 、 不 是 技巧 上 的 困难 . 因而 只 要 不 脱离 这 个 宇宙 (改换 逻辑 规 
律 ) 就 不 可 能 有 异想天开 的 事 产生 . 

人 类 科学 已 经 走 过 来 的 脚步 就 是 实在 的 、 可 靠 的 〈 在 现 有 逻辑 前 提 下 ， 即 在 
- 现 有 宇宙 中 ) ， 我 们 的 任务 应 该 是 继续 沿 着 前 人 的 已 经 证 明 是 正确 的 路 子 走 下 去 ， 
理解 其 机 理 、 本 质 、 原 理 ， 但 不 必 轻 易 地 就 动手 作 技术 上 的 重建 . 若 这 样 往往 会 
浪费 时 光 . 
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第 七 章 ” 加 乘 数 学 : 代数 学 认识 


在 数学 中 ,“ 代 数学 ”与 “分 析 学 ”十 分 不 同 : 它们 分 属 “ 离 散 数学 ”和 “ 连 
续 数 学 ”两 个 “半边 天 ”; 分 别 都 是 其 “半边 天 ”的 基础 理论 ; 两 者 也 属于 不 同 的 
“思维 类 型 "， 即 代数 学 能 力 强 的 人 不 一 定 分析 学 也 强 ， 反 之 则 反 是 . 而 且 往 往 认 
为 代数 学 比分 析 学 更 难 ， 一 方面 是 因为 一 般 人 的 思维 属 连 续 型 ， 更 主要 的 是 离散 
型 更 “ 活 ”( 属 组 合 复杂 性 ) ， 相 应 维 数 更 高 . 同时 ， 从 队伍 规模 来 说 ， 搞 代数 的 
人 也 比 搞 分 析 的 人 少 , 笔者 认为 一 方面 是 具 “ 代 数 思 维 ”( 离 散 思 维 ) 特征 的 人 少 ， 
另 一 方面 是 目前 代数 成 果 的 应 用 还 不 如 分 析 学 的 漂亮 . 

本 章 将 表明 ， 加 、 乘 运算 是 整个 数学 中 最 基本 且 最 为 普遍 的 运算 方式 ， 同 时 
在 推广 意义 下 容易 看 到 ， 加 、 乘 关系 正 是 客观 世界 中 最 为 普遍 存在 的 关系 ; 亦 将 
表明 ,“ 代 数学 ”是 研究 “加 ”或 “ 乘 ”这 一 基本 运算 规律 的 数学 ， 由 加 乘 运算 的 
普通 存在 性 ， 不 难 知 道 代数 学 的 重要 性 和 代数 学 (方法 、 理 论 、 思 想 ) 在 数学 学 
科 分 支 中 存在 的 普遍 性 ， 以 及 代数 学 在 其 他 科学 领域 应 用 前 景 的 深远 性 . 

由 于 读者 对 代数 学 已 不 甚 生 疏 ， 我 们 不 再 取 一 般 教 材 的 顺序 来 认识 ， 而 是 改 
换 成 一 种 综合 的 叙述 方式 ， 


第 一 节 ”代数 学 基本 概念 及 其 评述 


这 里 所 说 “代数 学 ”也 叫做 “近世 代数 学 ”或 “抽象 代数 学 ”, 为 什么 可 以 统 
一 地 叫做 “代数 学 ” 呢 ? 读 完 本 章 自 会 明白 . 


一 、 群 、 李 群 


正如 第 三 章 第 一 节 介 绍 ,“ 群 ”是 这 样 一 种 集合 XX, 在 内 定义 了 一 种 运算 “.” 
( 表 加 或 乘 )， 也 就 是 针对 运算 “.” 封 闭 ( 自 然 地 ， XX 应 含 单位 元 和 逆 元 )， 简 记 
为 G(X，)， 这 里 封闭 、 单 位 元 、 逆 元 概念 见 第 三 章 第 一 节 . 若 针 不 存在 逆 元 ， 则 
G(XY,) 叫 做 半 群 ; 若 取 “: ”为 “加 "， 则 叫做 交换 群 (或 Abel 群 ); 若 取 “.” 
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为 天 的 置换 ， 则 G(CY,.) 叫 做 置换 群 ， 又 叫 伽 罗 瓦 群 (Calois 群 ) . 

当 集合 郑 是 连续 运动 轨迹 时 ， 产 生 的 群 叫做 李 群 ， 或 叫 连续 群 . 这 在 “动力 
系统 ”理论 中 形成 了 一 个 分 支 学 科 . 

“ 群 ” 概 念 源 自 19 世纪 30 年 代 伽 罗 瓦 (Calois， 法 ，1811 一 1832 年 ) 证 明 有 
理 系 数 多 项 式 P(x) (n> 5) 时 无 有 限 形式 的 根 表达 式 (简称 ”>5 次 多 项 式 无 一 般 
根 ?). 他 发 现 当 nn 分 别 为 2,3,4 时 P(x) 的 根 集合 (X) 对 “.” 取 置换 (位置 交换 ) 
时 具有 封闭 性 〈 每 个 置换 集 仍 是 原 方程 的 根 集合 ) ， 但 4a> 5S 时 不 再 保持 ， 后 者 正 
对 应 着 P(x) (n > 3) 无 一 般 解 的 结论 ， 前 者 即 置换 群 〈 伽 罗 瓦 群 ) . 

最 后 请 注意 到 XX 中 的 元 素 是 什么 ? 这 点 在 定义 中 并 未 作 任何 限制 ， 比 如 在 置 
换 群 中 工 的 元 素 即 可 以 是 一 般 集合 . 例如 ， 对 点 集 4， 取 针 =24， 则 显然 它 构 成 
置换 群 G(X,.)， 其 中 多 的 元 素 是 一 些 点 集 . 

例 1 比如 自然 数 集 N 是 半 群 ;整数 集 忆 是 加 群 ,去 0 后 是 乘 群 ; 有 理 数 集 R， 
去 0 后 是 乘 群 ， 实数 集 R 是 加 群 ， 去 0 后 也 是 乘 群 . 

例 2 求证 (特殊 的 n>>5 代数 方程 》x’ -1=0 的 解 集 (可 以 ) 是 伽 罗 瓦 群 ， 
并 给 出 简单 证 明 

证 明 ”首先 设 x = 及 是 其 解 ， 即 有 =1， 则 因 有 


RR =) =(2 $=1 


所 以 六 全 如 也 是 其 解 ; 
同 理 ，% 总 = =(R) =1 及 x 也 是 其 解 ; 特别 地 ，x; =1 也 是 其 解 . 
从 而 


1 2 3 4 0 
G={% =X0,% = ,Nh = mm = N,NX = N=} 


为 所 给 方程 的 一 个 解 集合 ,根据 代数 基本 定理 ，G 即 所 求 的 全 部 解 的 集合 . 进 一 
步 知 G 能 构成 一 个 置换 群 ( 即 伽 罗 瓦 群 ， 亦 即 对 G 的 元 素 给 出 任何 排序 (置换 映 
射 ) 后 仍 为 其 解 集 ) . 

注 : (1) 实际 上 G 也 是 一 个 所 谓 循 环 群 : 集合 中 元 素 可 由 一 个 “生成 元 ”的 
一 切 方 辕 来 表 出 . 

(2) 事 实 上 ， 直接 解 吕 _1-0 可 有 = (exe ， 取 主 根 , 即 取 大 =1,2,3,4,0 ， 
可 分 别 得 到 解 


和 ， 8 . 
一 Ti a] 


2 4. 
一 一 开 ! 2 
a5 a5 一 nm 一 a5 elm 
X=e , %=e ,X=e ,X=e ,X=e™"=l 


QD 严格 说 ,使 多 项 式 P(x) 为 0 的 x 值 叫做 多 项 式 P(x) 的 根 ,满足 方程 P(x) =0 的 x 值 叫做 方程 的 解 ， 
后 者 更 广义 .这 里 约定 在 代数 式 P(x) 的 意义 下 ， 根 和 解 同 义 . 
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已 能 感知 到 ， 群 概念 的 适用 面 必 然 是 很 广 的 . 的 确 如 此 ， 比 如 对 于 社会 、 市 
场 、 企 业 ， 都 不 乏 群 的 实质 (这 里 免 叙 ， 留 给 读者 思考 ). 不 过 ， 关 键 是 用 上 群 概 
念 来 描述 后 ， 要 能 有 更 多 更 为 深刻 的 结论 供应 用 ， 这 才 是 它 的 意义 ， 也 才 是 它 的 
生命 力 所 在 . 


二 、 环 与 理想 


“ 环 ” 是 这 样 的 集合 ， 其 上 同时 定义 加 “十 ”和 乘 “. ”两 种 运算 ， 而 且 
(1) 对 “二 ”构成 群 G(X,+) ， 自 然 也 是 Abel 群 ; 

(2) 对 “.” 构 成 半 群 GCC,.) ， 即 Yxze 瑟 ， 必 有 xz:E 天 ,或 说 xx EX， 
(3) 满足 分 配 律 : Vx,x,7%e 针 ， 有 


(K+ XR) Ny = 二 
XX th) = + 


记 环 为 H[,+,*] 或 H[x]. 
若 H[X] 中 关于 “-” 有 交换 律 ， 则 称 其 为 交换 环 . 
若 H[X] 中 关于 “.” 有 结合 律 ， 则 称 其 为 结合 环 . 
理想 , 在 H[X] 中 若 有 非 空 真子 集 X" cX, 满足 Vx , 鸡 ,x" eX 及 所 有 xeX， 
骨 有 
知 一 入 E 天 及 xx (或 zx)e 大 9 


则 称 X" 为 H[X] 的 左 ( 或 右 ) 理想 ， 同 时 满足 左 、 右 理想 者 叫做 “理想 ”. 

HELX] 的 理想 X" 必 是 其 子 环 ， 即 X" 也 是 H[X] 意 义 下 的 环 HIX"]. 

“理想 ”概念 是 戴 德 金 提 出 的 ， 它 是 建立 交换 环 理论 的 基础 . 

例 3 Z (整数 集 ) 是 一 个 H[Z] ,其 偶数 子 集 ( 记 为 Z/2) 是 HI[Z] 的 理想 . 进 
一 步 ，Z 的 双 侦 数 〈4 的 倍数 ) 子 集 (Z/2 )， 力 至 一 般 的 Z/2”(n 偶数 子 集 ) 
都 是 H[Z] 的 理想 . 

环 论 被 认为 是 “代数 学 ”的 发 祥 地 ， 它 在 数学 中 的 地 位 十 分 重要 . 但 “ 环 ” 
概念 被 认为 很 抽象 ， 在 应 用 上 较为 困难 . 不 过 ， 由 于 其 运算 及 其 满足 的 运算 性 质 
只 需 “ 赋 予 "， 因 而 可 以 是 近似 的 - 这 点 给 了 应 用 以 宽松 条 件 . 的 确 ， 比 如 一 个 现 
代 企 业 ， 可 否 赋予 它 “ 环 ”的 概念 ?特别 地 ， 企 业 的 管理 层 ( 子 集 ) 是 否 就 是 它 
的 一 个 “理想 ” 呢 ? 其 实 这 些 都 是 可 以 赋予 的 . 问题 还 在 于 ， 赋 予 企 业 这 一 概念 
后 能 有 多 少 既 成 理论 和 成 果 供 使 用 呢 ? 当前 来 说 ,这 才 是 关键 . 


了 60 


三 、 域 、 体 、 有 限 域 、 扩 张 域 及 Bool 代数 、 格 


对 于 交换 环 H[X,+,.] ， 若 满足 G(X \{0},…) 是 交换 群 ， 则 称 X 为 域 ， 记 为 
Y[X,+,*] 或 Y[X]. 

当 G(X \{0}),…) 是 非 交 换 的 ( 群 ) 时 ， 称 XX 为 体 . 

例 4 满足 四 则 运算 封闭 的 数 集 ， 如 R,,R,C (复数 集 ) 乃至 代数 数 集 等 缘 是 
域 ， 有 理 式 的 无 穷 集 合 也 是 域 ， 域 中 元 素 个 数 为 有 限 数 时 ， 称 为 有 限 域 . 

任 一 有 限 域 皆 存 在 一 个 p (特征 、 素 数 ) 和 nn， 使 它 与 一 个 有 p" 个 元 素 的 有 
限 域 同 构 (两 域 间 元 素 和 运算 存在 一 一 对 应 关系 ) ， 有 限 域 也 叫 伽 罗 瓦 域 . 

若 一 个 域 K 是 其 子 域 icK 经 过 某 种 方式 扩张 而 成 的 ， 则 称 天 为 的 扩张 
域 . 比如 代数 数 域 即 有 理 数 域 R, 的 (代数 ) 扩张 域 系数 取 自 及, 的 一 切 多 项 式 
的 根 集 所 成 的 域 ) . 

关于 “Bool 代数 ”和 “ 格 ”的 概念 ， 分 别 见 本 章 第 四 节 、 三 之 1 和 第 四 节 、 
三 之 2 的 例 . 


四 、 线 性 空间 、 模 与 代数 


设 有 交换 群 CGIX,+], 天 是 域 ， 数 乘 运算 。: 天 x 拒 一 天 满足 : 

(1) 结合 律 : a,p eK,apox=a(pox); 

(2) 分 配 律 : (a+B)o(% +%)=ao(m +x)+pBo(n +%)=(a+B)on+(a+p)on, ; 

(3) 3leK,，3VxeX 有 1ocx=x， 
则 称心 为 天 上 的 线性 空间 ， 记 为 L[X,K,。]. 

当 L[X,KK,o] 中 K 为 交换 环 时 ， 称 它 为 模 ， 记 为 M[X,K,s]. 当 LLX,K,o] 中 六 
为 环 ， 且 

QoXx, =(QoN)x, = Xx (oox,) 


则 称 X 为 域 K 上 的 代数 ， 记 为 DIX,K,o] . 

若 LLX,K,o] 中 六 为 结合 环 ( 即 Vx,xy,xs eXX， 有 (xs)= xz)xy)， 则 称 了 
为 K 上 的 结合 代数 . 

例 5 设 X 为 一 切 n 阶 方 阵 的 集合 ,KK 为数 域 ， 则 有 D[X,K,o] . 

设 X 为 实 系数 多 项 式 集 , K 为 数 域 ， 也 有 D[LX,K,o] ， 且 是 交换 环 时 ， 称 
D[-] 为 交换 代数 . 
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张 量 空间 (第 四 章 ) 可 构成 代数 ， 这 是 由 线性 空间 变 来 的 .” 


五 、 张 量 代数 

在 第 四 章 第 一 节 、 二 之 3 中 已 痰 到 张 量 、 张 量 空间 、 张 量 积 ， 现 在 简要 给 出 
张 量 代 数 概念 ， 为 此 引入 : 

1. 外 积 与 外 形式 

设 广 是 实 域 R 上 1 维 线性 空间 ， 并 设 映射 人 :VY 一 02"(V)( 概 念 见 下 面 )， 满 
足 VaeV (i=1,…,r ) 及 置换 算 子 coeG， (rx 阶 置换 群 )， 若 记 ol(a,…,a,)= 
(ao ,ao ao ) ? 则 

Ac(a aa)=(Ssna)A(a ,Ga ) =(sgno)a Aa, A:…Aa, (7.1) 

c 的 符号 函数 


sc- 全 oO 为 奇 序 
1，o 为 偶 序 


称 人 为 六 上 的 外 积 ， 或 称 为 > 重 多 线性 交错 映射 . 称 Q (为 > 阶 外 形式 空间 ， 
称 (7.1) 式 右 端 为 一 个 外 形式 . 

2. 外 代数 

对 于 上 述 站 和 人 纪 (7) ， 记 Q(V)=@ O20), 42"(V)=R . 车 再 在 人 2(V) 上 定义 
一 个 人 运算 ,满足 v6, 7, Ge 人 2(V)， 有 

(1) 交换 律 : nA 人 E=EAn,neR; 

(2) 结合 律 : (EADAG =EA(AO); 

(3) 分 配 律 : (E+7)AG =EAC+nAC ， (7.2) 

SA(W+O)=EAN+EAG ; 

(4) 反对 称 律 : EAn=(-D”nA6,se0 (Vn ed (y)， 

则 Q2(7) 称 为 对 于 入 构成 外 代数 ， 记 为 DC2(),A) ， 又 叫做 Grassmann 代数 . 


人 @@ 根据 第 四 章 对 倡 空间 思想 ， 对 这 里 的 天 可 以 在 一 定 的 条 件 下 赋予 它 对 偶 空 间 的 意义 ， 或 说 所 是 下 
的 对 偶 空间 在 R 上 的 投影 . 
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3. 反对 称 张 量 的 外 积 和 
(1) 设 4eGr(D, ceG ，, 若 中 =(sgnaj5 , 则 & 称 为 反对 称 张 量 (sgno 表 o 
的 符号 ). 
(2) 对 上 述 Vs 及 go ， 记 4( 扑 = 记忆 (sgno)os，4( 是 反对 称 张 量 ， 和 4 称 


‘oeG, 


为 反对 称 算 子 . 
(3) 记 人 (7)=4(42(V))， 则 人 2.(V) 称 为 反对 称 张 最 空间. 
(4) 设 be 02(V), ne 人 2.(V)， 定 义 


(r+s)! 
ris! 


则 式 (7.3) 称 为 反对 称 张 量 的 外 积 . 
4. 张 量 代数 


记 反 对 称 张 量 空间 名 (V)= @.Q.() ， 这 时 在 6(V) 上 定义 外 积 人 使 之 满足 
(7.2) 诸 式 和 式 〈7.3) ， 则 称 (VY) 对 人 构成 张 量 代数 ， 记 为 DCG(G) 和 人 ) . 


EAn= 


4,.(6®N EQ,.(V) (7.3) 


六 、 评 述 与 注释 


(1) 以 上 定义 用 的 是 “命题 式 ”叙述 方式 ， 即 属 “ 若 满足 x x 条 件 ， 则 称 为 
(叫做 ) x X” 型 语句 . 当 改 其 中 “ 称 ” 为 “有 ”， 则 成 为 命题 . 此 外 ， 这 些 定义 
还 可 以 改作 “公理 式 ”叙述 方式 ， 只 要 把 定义 中 的 前 提 条 件 叙述 成 条 例 式 (公理 
组 ) 即 可 . 

(2) 以 上 诸 定 义 中 我 们 致力 于 把 各 概念 令 述 成 “赋予 了 适当 机 制 的 集合 ”这 
种 格调 ， 显 然 还 可 叙述 成 “在 集合 上 赋予 了 适当 机 制 的 系统 ”这 样 的 格调 . 读者 
容易 判定 出 ， 两 者 是 等 价 的 . 

(3) 在 本 章 及 一 般 代数 学 著作 中 ,，“ 代 数 ” 的 用 语 较 为 频繁 ,也 较为 灵活 ， 有 
时 仪表 狭义 的 代数 (一 种 特殊 集合 ) ， 有 时 则 表 代数 科学 . 具体 所 指 , 根据 上 下 文 
即 能 分 明 ， 这 里 仅 此 说 明 . 

(4) 当 上 述 定 义 中 所 有 XX 丝 取 数 集 ( 特 例 ) 时 ， 所 有 内 容 则 一 下 子 变 得 简单 
多 了 . 这 时 可 分 别 叙 述 为 : 满足 加 减 “ 二 则 ”运算 封闭 或 乘除 “二 则 ”运算 封闭 
者 叫做 “ 群 ; 满足 加 减 乘 “ 三 则 ”运算 封闭 者 叫做 “ 环 "; 满足 加 减 乘除 “四 则 ” 
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运算 封闭 者 叫做 “ 域 " ;“ 满 足 加 减 运 算 且 与 数 域 K 有 数 乘 运算 的 向 量 集 蕊 为 线性 
空间 〈 实 则 特殊 成 “向 量 空间  )”; “满足 加 减 乘 运算 ， 且 与 数 域 乓 有 数 乘 运算 的 
向 量 集 基 叫做 “代数 . 

这 是 因为 当 才 特殊 到 数 集 时 ， 说 到 满足 算术 的 某 “ 则 ”运算 时 ， 相 应 各 个 运 
算 “ 定 律 ” 即 当 然 地 得 到 满足 了 . 但 作为 “抽象 代数 ”， 其 元 素 已 经 抽象 化 ,不 再 
只 是 “ 数 ” 了 ， 即 使 在 数学 内 ， 也 常常 用 于 诸如 逢 阵 集合 、 多 项 式 集合 、 方 程式 
解 集 等 的 讨论 . 这 时 ， 其 运算 定律 就 得 一 一 “赋予 、 界 定 才 行 了 ， 这 时 必然 增加 
叙述 的 繁琐 性 . 

(5) 特别 地 ， 在 “代数 学 〈 即 近世 代数 学 ) 中 ， 对 于 同一 个 基本 对 象 卫 ， 稍 
为 改变 一 条 “运算 规则 ”都 将 产生 一 门 新 的 学 科 分 支 ， 以 致 看 起 来 有 些 繁复 感 ， 
这 是 可 以 理解 的 . 比如 ， 只 要 对 加 或 乘 , 或 两 者 同 选 , 或 者 (一 个 或 两 个 ) 可 逆 ， 
抑或 〈 对 乘 的 ) 是 否 可 换 等 演算 规则 ， 任 其 一 种 都 有 其 相应 的 特有 性 质 ， 都 将 形 
成 自己 特有 的 一 套 内 容 ， 因 而 各 自 都 对 应 着 一 门 新 的 代数 学 科 分 支 ， 特 别 在 用 
时 还 要 加 上 一 些 对 天 的 《比如 取 天 为 环 或 域 的 ) 要 求 ， 这 就 是 “近世 代数 学 ” 显 
得 繁复 的 基本 原因 . 正如 所 说 ， 一 旦 特殊 到 “ 数 集 ” 上 来 ， 全 都 简便 了 . 

“(6) 尚 可 见 ， 群 、 环 、 域 、 体 概念 只 依赖 于 集合 无 自身 的 某 一 则 或 几 则 运算 ， 
而 线性 空间 和 模 、 代 数 的 定义 则 还 要 依赖 于 对 一般 说 是 数 ) 域 或 ( 数 ) 环 天 的 
数 乘 运算 ， 这 里 天 正好 像 才 的 一 个 “对 偶 空间 ”在 实 轴 上 的 投影 . 因此 从 这 种 意 
义 上 可 说 ， 线 性 空间 、 模 、 代 数 是 具有 “二 象 ” 结 构 的 集合 ， 而 群 、 环 、 域 、 体 
等 集合 则 只 具有 单 〈 实 ) 象 . 因此 说 ， 仅 具 单 象 者 ， 其 集合 范畴 不 具 生 发 性 ， 而 
具有 “二 象 ”结构 者 能 构成 更 广 、 更 丰富 的 空间 . 缘 因 二 象 与 单 象 的 差异 所 在 . 

(7) 有 一 个 现象 ， 由 于 “加 、 乘 ”是 客观 世界 中 基本 关系 ， 加 上 代数 学 中 基 
本 对 象 志 的 元 素 之 “广义 性 代数 学 ”在 客观 世界 的 应 用 理应 十 分 普遍 . 但 是 ， 
至 今 似乎 最 为 普及 的 只 是 计算 ， 最 为 管用 的 倒是 分 析 学 ， 而 代数 学 的 应 用 领域 主 
要 还 在 数学 内 〈 甚 至 代数 学 内 ) 的 其 他 分 支 学 科 . 代数 学 在 对 外 应 用 中 ， 面 最 广 
者 主要 还 是 “ 群 论 ", 但 也 因 其 “ 单 象 ”性 , 适应 面 哩 广 却 用 的 深度 似 不 如 分 析 学 
来 得 漂亮 。 其 次 是 “线性 代数 ”包括 线性 空间 、 和 矩阵 代数 等 ， 不 过 仍然 主要 是 在 
理论 上 的 应 用 . 这 些 都 是 为 什么 ? 在 第 三 节 末 将 有 一 些 理解 . 但 毕竟 说 明 , 一 门 
“应 用 代数 学 ”的 学 科 还 有 待 进一步 开发 . 

此 外 ， 亦 将 看 到 ， 除 了 上 述 种 种 “代数 ”概念 都 是 建立 在 加 、 乘 或 其 逆 运 算 
上 这 一 事实 外 ， 还 可 说 ,哪里 有 加 、 乘 哪里 就 可 以 建立 “代数 ”. 为 此 ,下 面 将 按 
加 、 乘 的 存在 形式 及 代数 学 的 发 展 途径 来 逐次 认识 代数 学 . 
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第 二 节 ”文字 代数 与 符号 代数 


作为 本 节 的 序 ， 先 回顾 一 下 数 的 概念 .“ 数 ”可 归 为 两 大 类 : 一 类 叫 “ 数 量 ”， 
一 类 叫 “ 函 数 ”.“ 数 量 ” 叉 可 分 为 两 类 ， 即 测度 量 和 运算 量 . 测度 量 一 般 带 单位 
或 单位 制 ; 运算 量 可 分 为 带 量 纲 (单位 制 运算 而 成 ) 和 无 量 纲 两 种 .“ 池 数 ”也 可 
分 为 两 类 ， 即 函数 式 和 一 般 由 涟 数 构成 的 数学 模型 . 

数量 与 函数 的 根本 区 别 在 于 函数 中 代数 符号 分 为 量变 、 因 变 、 参 变 三 种 名 称 ， 
而 数量 表达 式 中 即使 由 代数 符号 表示 也 不 具有 变数 实质 .本 节 第 一 段 的 数 即 数量 ， 
其 他 段 的 数 即 为 函数 . 


一 、 文 字 代数 


“文字 代数 ”可 作为 中 世纪 及 中 世纪 以 前 (16 世纪 以 前 ) ,代数 古典 时 期 的 特 
征 ， 也 可 把 它 叫做 “算术 代数 ”时 期 ， 因 为 那 时 的 代数 也 叫做 算术 .代数 本 来 就 
是 从 算术 发 展 来 的 .的确 ， 比 如 那 时 的 代数 只 相当 于 如 今 小 学 生 解 算术 应 用 题 时 
的 一 种 “代数 ”技巧 ， 无 非 在 算术 运算 式 中 引入 了 一 种 简单 的 未 知 数 表示 而 已 ， 
既 没有 函数 概念 ， 也 没有 自 变量 、 因 变量 、 参 变量 之 分 ， 比 如 ， 此 期 内 最 有 名 的 
代数 学 家 (也 叫 算术 或 数论 名 家 ) 丢 番 图 ( 约 公 元 3 世纪 左右 ) 的 墓志 铭 即 可 认 
为 是 当时 一 个 典型 的 代数 问题 ， 它 说 

“此 人 生命 的 三 为 少年 ， 字 为 青年 ， 二 为 成 年 单身 汉 ， 婚 后 5 年 生 一 了 于， 儿 


子 活 到 他 考 命 的 了 时 早 他 4 年 天 折 ” 


那么 丢 番 图 多 少 岁 ? 可 以 说 ， 这 既是 个 算术 题 也 是 个 代数 题 ， 或 说 是 个 可 用 代数 
方法 计算 的 算术 题 . 因此 只 要 设 其 寿命 为 x， 即 有 


X= 1 下 tj+5++4= 区 9 
12 7 2 28 


从 而 x 二 84( 岁 ). 但 若 不 用 代数 方法 (不 设 x) 而 直接 作为 算术 题 来 做 ， 就 要 困 
难得 多 ， 不 妨 试 试 . 

即使 一 个 不 定 方程 ( 丢 番 图 方程 ) 中 含有 多 个 文字 ,也 只 是 多 个 未 知 数 而 已 . 同 
时 其 解 概念 也 往往 限于 整数 解 . 

这 一 来 ， 似 乎 “文字 代数 ”告诉 我 们 ， 代 数 就 是 用 文字 来 代替 数 的 运算 ， 确 
是 如 此 吗 ? 其 实 这 种 解释 即使 在 今天 也 并 不 全 错 ， 可 以 看 到 文字 代数 也 是 合 符 第 
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一 节 四 中 的 “代数 ”本 质 概念 的 . 

文字 代数 时 期 的 又 一 特点 是 ， 当 时 还 谈 不 上 理论 ， 它 与 算术 一 样 就 是 为 了 计 
算 ， 寻 找 计算 技巧 . 正如 上 例 ， 代 数 运算 本 身 也 可 说 是 作为 算 林 运算 的 一 种 技巧 
而 产生 的 . 


二 、 符 号 代数 


符号 代数 时 期 系 指 16 世纪 到 19 世纪 末 的 近代 时 期 . 特别 在 19 世纪 , 符号 代 
数 还 进入 到 了 “高 等 代数 ”时 期 . 符号 代数 时 期 的 特点 是 正式 产生 了 代数 方程 理 
论 . 不 过 既然 是 方程 ( 含 未 知 数 的 等 式 ), 那么 不 管 是 它 的 理论 还 是 方法 都 应 围绕 
着 解 这 个 中 心 任务 ， 因 此 此 期 内 代数 的 一 大 特点 就 是 解 方 程 . 

据 此 也 可 把 这 一 时 期 叫做 “方程 代数 ”时 期 ， 这 里 方程 仅 指 代数 方程 ， 它 是 
一 种 只 含 多 项 式 或 多 项 式 分 式 〈 有 理 多 项 式 ) 的 等 式 . 其 特点 是 式 中 已 不 只 含 未 
知 数 ， 也 可 含 未 定 的 “已 知 数 ”( 叫 做 参数 ). 

当 看 到 , 一旦 代数 方程 里 含有 参数 ， 即 产生 了 “二 象 ” 系 统 的 完全 空间 (X,X*) 
实质 ， 比 如 4X = B8 中 作为 参数 的 系数 矩阵 4 所 决定 的 空间 即 为 所 在 空间 的 对 
偶 空间 ( 即 虚 象 XX*),， 这 是 数学 已 有 的 严格 意义 下 的 对 侦 空 间 概念 . 稍 作 推 广 也 


可 把 诸如 一 般 多 项 式 已 CD = 六 ax 的 系数 在 参数 意义 下 看 成 是 (x 局,…,x") 的 一 


种 “对 偶 变 量 ”， 这 里 仅 用 (对 偶 ) “变量 ”而 不 说 成 “空间 ”是 因为 毕竟 在 已 有 

的 严格 概念 下 它 还 不 构成 “对 偶 空间 . 于 是 在 “对 偶 ” 意 义 下 我 们 可 以 说 “方程 

代数 ”的 “ 解 ” 理 论 ， 其 实质 就 是 探索 解 空间 与 其 对 偶 空间 的 一 种 对 应 关系 . 
再 从 映射 的 意义 看 , 比如 对 于 多 项 式 (x)=0,xeR ,可 视 忆 为 一 个 映射 , 记 


为 BP:X 一 > Y， 则 所 谓 求解 ， 即 求 x=P-'(0) ( P: 表 尸 的 逆 映 射 ) 从 几何 意 
义 来 讲 , 即 求 像 值 为 0 的 原 像 集 , 一 般 叫 做 该 映射 的 “ 核 ”. 显然 由 解 的 “表达 式 ” 
x= 已 (0) 看 出 ， 核 虽 属 于 原 像 空间 R， 但 它 是 由 忆 的 对 侦 空 间 决定 的 , 具体 说 是 
由 来 自 对 偶 空间 的 参数 决定 了 的 . 

最 后 再 来 解释 一 下 , 乍 一 看 来 ,我 们 说 的 “方程 代数 ”、“ 符 号 代数 ”包括 “ 文 
字 代数 ”以 及 通常 说 的 “线性 代数 ”、“ 高 等 代数 ”( 统 称 经 典 代数 ) 中 的 代数 概念 ， 
似乎 与 第 一 节 、 四 中 定义 的 代数 ， 以 及 “近世 代数 学 ”中 的 代数 三 者 中 两 两 都 不 
一 致 ， 是 怎么 回 事 ? 

首先 ， 顾名思义 ， 所 谓 代数 系 指 用 符号 代表 数 的 研究 ， 从 这 一 意义 讲 ， 三 者 
自然 是 一 致 的 . 
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现在 看 看 “经 典 代数 ”与 “近世 代数 ”的 关系 . 原来 把 它们 叫做 代数 ， 只 是 
一 种 简称 ， 实 为 代数 学 . 水 即 两 者 丝 属 一 种 学 科 ， 且 都 是 在 一 定 的 系数 域 上 按 一 
定 的 运算 规则 在 某 种 “集合 ”上 作 加 、 乘 运算 讨论 ; 不 同 的 只 是 “经 典 ” 和 “ 现 
代 ” 的 差异 ， 即 研究 重点 、 研 究 任务 上 的 不 同 ， 前 者 在 于 运算 技巧 和 方程 “ 解 ” 
的 研究 ， 而 后 者 在 于 加 、 乘 运算 规则 和 集合 性 质 的 探索 ， 这 种 差别 是 因为 前 者 仅 
在 数 的 集合 上 进行 ， 而 后 者 是 在 “抽象 ”集合 上 进行 . 事实 上 容易 看 出 ， 比 如 ， 
近世 代数 中 的 线性 空间 和 “代数 ”分 别 是 在 经 典 代数 的 线性 方程 组 理论 和 代数 方 
程 (多 项 式 ) 理论 基础 上 推广 、 发 展 而 来 的 . 总 之 ， 经 典 代数 和 近世 代数 只 有 发 
展 层次 上 的 差异 ， 可 统一 在 一 个 “代数 学 ”名 称 下 ， 简 称 “代数 ”. 

至 于 第 一 节 、 四 中 定义 的 代数 ， 那 是 一 种 特 指 的 集合 . 我 们 的 狐疑 仅 在 于 为 
什么 近世 代数 学 在 当初 对 这 样 的 一 种 集合 要 取 名 代数 (algebra) . 须知 ， 从 英文 名 
称 上 它 既 可 译 成 代数 学 ， 又 可 译 成 代数 ， 因 此 最 容易 与 上 述 代数 学 简称 的 代数 名 
称 混 淆 ? 显然 这 不 是 定名 者 的 疏忽 ， 而 是 有 意识 的 作为 ， 实际 上 ， 仔 细 考 察 会 发 
现 这 里 “代数 ”( 在 数 域 K 上 有 数 乘 运算 的 环 X) 包含 了 代数 学 中 最 广 的 运算 特 
征 蕊 中 的 加 减 乘 及 其 对 天 的 〈 数 ) 乘 等 ) ， 至 今 如 此 . 换 句 话说 ， 近 世代 数 中 的 
群 、 环 、 域 、 体 、 线 性 空间 等 概念 都 可 以 作为 它 的 特例 来 给 出 ， 因 而 可 说 这 里 的 
“代数 ”研究 的 确 代 表 了 代数 学 的 基本 特征 . 在 下 节 也 可 看 出 ,代数 学 在 代数 〈 集 
合 ) 上 的 研究 是 最 具 代 数学 特征 的 ， 所 以 可 认为 当初 把 这 样 的 集合 取 名 “代数 ” 
是 为 了 强调 它 在 代数 学 中 的 典型 性 . 

好 在 代数 学 的 具体 内 容 中 ， 我 们 容易 根据 文 义 判 知 所 提 到 的 “代数 ”是 指 哪 
一 种 代数 含义 ,不 致 混淆 . 

下 面 就 符号 代数 学 中 方程 式 和 方程 组 的 多 种 类 型 做 具体 讨论 . 


三 、 方 程式 论 


此 即 对 马 (x)=0 的 讨论 ， 可 以 进一步 表 为 P(x,K)=0，K 叫做 参数 域 ， 是 其 
(广义 )“ 对 偶 空间 ”( 即 系数 向 量 空间 ) 在 实 轴 上 的 投影 ， 这 里 一 般 取 作 有 理 数 域 
R,. 

1. 数 系 的 产生 

(1) 当 n=1, KK=Z (整数 ) 时 ， 

P(x,z)= P(x,z)=ax+b=0, a,beZ 
从 而 得 到 关于 工 集 的 解 集 
X=P "(0,Z)=R., 
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亦 即 历史 的 当初 ， 由 此 整数 上 的 一 元 一 次 方程 ， 得 到 了 有 理 数 域 ， 从 而 说 “该 方 
程 使 乙 扩 张 为 R。. 
(2) 当 n=2, 天 = 有 ， 有 方程 


P(x,R,)=ax’ +bx+c=0 
这 时 ， 若 A=b -4ac =m(m eR,) ， 则 解 集 
X=P (0,R,)=R., 
数 系 未 得 到 扩张 ; 若 Az#m 但 A>0， 则 
艺 = 已 (0R JS 及 


数 系 扩张 “进入 ”了 实数 域 ， 但 尚未 充满 实 轴 ， 仅 是 产生 了 无 理 数 ; 若 Azxm? 且 
A<0， 则 
X=P'(0,R)cC 
数 系 扩张 “进入 ”了 复 域 ， 但 未 充满 复 域 ， 只 是 产生 了 复数 . 
例 6 为 了 简明 和 直观 , 我 们 就 ax*+bx+c=0 中 a=1, b=0, c=1 情 形 作 一 观 
察 ， 并 记 为 》= 关 +1 来 讨论 . 
由 于 知道 x 可 能 在 复 域 内 ， 所 以 记 x=x+ix, ， 代 入 后 得 
y=x —x2 +i2xx, +1 (7.4) 


这 时 如 图 7.1 所 示 ，y=0 的 图 像 (复方 程 解 ) 对 应 着 复 平面 上 (x%,x,) 的 双 曲 线 4， 
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1 与 六 轴 的 交点 ,， 即 点 (0-D 和 点 (0+D; y=1 时 的 图 像 对 应 着 切 于 0' 的 双 曲 线 
4 和 4 ， 其 解 为 图 7.1 中 y 轴 上 的 O' 单 位 点 . 当 y 为 大 于 1 的 常数 时 ， 式 (7.4) 
有 实 根 ; 当 y 为 小 于 1 的 常数 时 ， 式 (7.4) 只 有 虚 根 ， 
一 般 地 ， 当 视 式 (7.4) 中 上 为 参 变 晤 来 讨论 
好 一 好 +1-》+i2xz =0 (7.5) 
的 解 ， 即 解 方程 组 


XR+l~-y=0 
Xx,=0 


(7.6) 


方程 组 (7.6) 的 第 一 式 为 三 维 空间 双 曲 面 : y-1= 妨 ~- 妃 ， 即 图 7.1 中 双 曲 
面 Ts . 

下 面 讨论 方程 组 (7.6) 的 解 的 情况 : 

当 y<1 时 , 解 系 %=0 与 ,ww 之 交 “ 点 ”( 视 ?为 常量 ) 这 种 点 (对 于 参 变 
景 y) 的 集合 ， 即 图 中 -io 抛物 线 . 

当 》> 1 时 ， 解 为 双 =0 与 rz 之 交 “ 点 ”()》 为 常量 ). 这 种 点 (对 于 参 变量 
y) 的 集合 ， 即 图 中 403 抛物 线 . 

2. 因 式 分 解 


当 忆 (x,K)=0 中 ，n(e N) 任 意 且 K=R, 时 ， 问题 进入 到 通常 的 多 项 式 论 ， 这 
时 据 代 数学 基本 定律 ， 对 于 P(x,R,) ， 有 因 式 分 解 式 


P(x,R,)=TI(-*) (7.6) 


。 其 中 Vx eC (实数 域 RcC). 

。 7 个 根 中 包括 重 根 ， 复 根 必 共 轰 . 

"从 而 有 X=P'(0,R,)=CD ( 复 代数 集 ， 其 中 实 子 集 为 实 代数 数 集 RD) . 亦 
即 从 实数 系 来 讲 ，P (x,R,)=0 使 R,“ 扩 张 ”到 了 RD. 从 超 实数 系 来 讲 , 它 使 及 
“扩张 ”到 了 CDcC. 

，n 之 5 时 ,并非 Vx e {x%}( 解 集 ) 都 能 用 有 限 的 初等 算式 来 表示 出 来 . 由 此 
可 见 ，R, (无 理 数 ) 中 能 用 根 式 表 出 者 是 少 得 可 怜 的 ， 尽管 能 用 根 式 表 出 的 也 是 
个 无 穷 子 集 . 

* 一 般 多 项 式 的 因 式 分 解 问题 是 无 规律 可 循 的 ， 所 以 式 (7.6)' 只 是 理论 式 ， 一 
般 不 可 技术 实现 ， 也 因此 至 今 “ 多 项 式 论 ” 没 有 多 少 成 熟 的 内 容 可 讲 ( 远 不 如 线 
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性 代数 丰富 ). 但 另 一 方面 人 们 正好 把 它 作为 一 种 “ 因 式 分 解 原理 ”用 于 编码 技术 
(利用 分 解 因 式 的 反问 题 ) ， 昌 然 今天 它 已 受到 高 速 计算 机 的 挑战 ， 不 过 仍 未 失去 
它 的 保密 性 能 . 


四 、 方 程 组 论 


1. 线性 方程 组 论 

当 P (x,K)=0 中 ， 取 n=1, xe R", KK=R,, Pb 为 算 子 向 量 时 ， 即 成 为 线性 代 
数 方程 组 ， 改 记 为 

Ax=B (7.7) 
其 中 
xeR”,A=(a,),n,B =(b,b,,…,b,) , va,,b, eR, 

。 不 可 讳言 ， 线 性 代数 方程 组 理论 仍然 是 围绕 着 “ 解 ” 而 形成 的 ， 其 内 容 已 
发 展 得 很 丰富 ， 仅 其 大 的 分 支 理 论 也 有 线性 空间 、 线 性 变换 、 和 抢 阵 理论 以 及 行列 
式 理论 等 ， 而 且 这 些 基 本 内 容 已 为 读者 熟悉 ， 效 不 蒙 述 . 

* 应 特别 强调 ， 线 性 方程 组 模型 ， 因 其 简便 、 易 接受 、 易 操作 ， 特 别 因 其 客 
观 世 界 中 广泛 存在 局 部 线性 关系 及 近似 的 线性 主 部 特征 ， 致 使 线性 代数 理论 、 模 
型 及 其 思想 (线性 结构 ) 的 应 用 十 分 广泛 , 且 已 成 为 每 个 科学 工作 者 的 必 备 能 力 . 

例 7 表 出 式 (7.7) 在 一 般 情 形 下 解 的 结构 . 


为 此 设 
4 和 | 加 [ 
A=| ， ,|, x= ， 轨 = 
4 4 B, 
其 中 A 为 mxm 阵 ， 和 4 为 mxm 阵 ， 是 为 4 的 最 大 满 秩 子 阵 ; 和 4 为 mxm, 阵 ， 


m+my =m; x',B 和 皆 为 m 维 向 量 ，x?,8, 佛 为 m, 维 向 量 , 则 式 (7.7) 的 解 等 价 
于 m 阶 方程 组 


Ax'i+4x:=B (7.8) 
的 解 ， 其 通 解 为 
X' =A (B-Ax)=A'B+A'(-A)x n+X" (7.9) 
式 (7.9) 表明 式 (7.7) 的 解 集合 等 价 于 式 (7.8) 的 解 集合 和 X!' , 因而 是 式 (7.8) 
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的 一 个 特 解 x 〈m 维 ) 与 其 齐 次 式 的 解 空 间 
X9" 的 “和 ”， 如 图 7.2 所 示 . 注意 : 易 知 齐 
次 方程 组 的 解 集 X "是 个 ( m, 维 ) 线 性 空间 ， 
但 慎 " +8 所 成 的 时 则 不 再 是 线性 空间 , 因为 
于 无 0 元 素 ， 所 以 只 能 称 改 为 一 般 的 解 集 
合 ( 含 mm 个 参 变 量 ). 

容易 看 到 , 正 因为 X' 不 是 线性 空间 , 所 
以 式 (7.7) 的 每 个 解 向 量 都 仅 只 “箭头 ” 落 
在 X 上 ， 而 “ 稍 尾 ”(O 点 ) 始终 在 无 空间 
的 原点 ， 不 在 关内 . 图 7.2 

还 要 看 到 ， 虽 说 式 (7.7) 的 解 等 价 于 式 〈7.8) 的 解 ， 但 两 者 的 解 的 表示 法 
还 是 有 差异 的 ， 式 (7.7) 的 解 实 为 


i 


XxX: =x? 


(7.10) 


亦 即 x 在 式 《7.8) 的 解 中 是 参 变 量 ， 而 在 式 〈7.7) 的 解 中 却 是 自 变 量 . 

2. 代数 几何 学 (高 次 方程 组 论 ) 

当 P(x,K)=0，, 取 n>1, xe R”", K =R,, P 为 标量 算 子 或 向 量 算 子 时 ， 则 产 
生 了 高 维 空间 里 由 高 阶 代数 方程 组 所 决定 的 “ 解 集合 ”上 的 理论 ， 叫 做 “代数 几 
何 学 ”. 

代数 几何 学 ， 又 叫 代数 函数 论 ， 它 比 线性 方程 组 理论 艰深 得 多 ， 以 至 于 搞 代 
数 几 何 的 人 被 戏称 为 与 魔鬼 打交道 的 人 . 

对 代数 几何 的 研究 起 源 于 19 世纪 中 叶 , 主 要 从 几何 学 和 代数 函数 论 包括 代数 
数论 等 抽象 代数 角度 去 作 研 究 ， 所 用 工具 比较 高 深 ， 进 展 也 较为 缓慢 ， 仅 就 其 中 
一 类 5 函数 研究 已 够 玄 炒 了 (有 名 的 黎 曼 猜测 也 出 自 此 ). 目前 从 事 这 方面 研究 的 
人 不 多 . 

当 叉 为 标量 算 子 ，?> 严 =2 时 ， 即 产生 平面 代数 曲线 论 .一般 形式 如 

>， ax y’ 


Ogitj<n 


即使 平面 代数 曲线 ( 族 ) 的 研究 也 是 十 分 复杂 的 . 
当 串 为 向 量 算 子 ，z> 严 >2 时 ， 产 生 了 代数 曲面 论 ， 比 如 即使 解 
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ax +xXy+ay =0 
ed =0 
这 样 的 代数 曲面 方程 组 也 是 困难 的 . 从 几何 上 看 ， 这 实质 上 是 讨论 两 个 平面 曲线 
族 交 点 (叫做 结 点 ) 规律 的 问题 . 
特别 地 ， 当 n=2, m=2, P 为 标量 算 子 时 ， 就 是 一 般 线性 代数 学 中 都 要 讲 到 
的 “二 次 型 ”问题 . 比较 起 来 对 它 算 是 有 了 较 好 的 认识 ， 如 二 次 型 化 到 主轴 上 去 
的 一 套 完整 理论 等 即 如 此 . 
这 里 特别 要 提 到 一 门 也 算 新 兴 的 “计算 机 代数 几何 学 ”, 它 是 代数 几何 学 的 一 
门 “ 硬 ”分 支 ， 是 作为 新 兴学 科 “ 数 学 定理 机 器 证 明 ” 的 基础 理论 而 发 展 起 来 的 
( 续 见 第 九 章 第 一 节 ). 


第 三 节 ”抽象 代数 


流行 说 法 是 ,“ 抽 象 代数 ”也 叫 近世 代数 , 或 因 其 是 当前 代数 学 的 主流 学 科 而 
直接 叫 它 “ 代 数学 ” 而 对 于 诸如 符号 代数 中 的 线性 代数 、 多 项 式 代数 统称 高 等 
代数 ) 等 ， 则 要 在 “代数 ”前 冠 以 具体 的 限制 词 以 示 区 别 . 

具体 研究 这 一 抽象 代数 的 历史 时 会 发 现 ， 所 谓 近 世代 数 、 抽 象 代数 、 代 数学 
名 称 明 显 带 有 历史 发 展 的 时 代 特 征 . 正好 ， 若 依 秩 以 它们 来 命名 ， 将 整个 抽象 代 
数 的 发 展 分 为 这 样 的 三 个 阶段 来 叙述 倒是 适宜 的 ， 下 面 即 这 样 来 讨论 . 


一 、 群 与 近世 代数 学 


氏 知 ， 是 1831 年 伽 罗 瓦 创立 的 群 论 宣告 代数 学 进入 了 它 的 新 时 期 一 一 近世 
代数 时 期 , 我 们 把 1831 一 1920 年 这 一 时 期 叫做 近世 代数 时 期 . 此 期 内 的 发 展 内 容 
主要 有 两 个 . 

(1) 陆续 产生 了 代数 学 的 基本 概念 : 群 、 环 、 域 、 体 、 线 性 空间 、 模 、 代 数 
等 等 ， 及 其 初步 研究 . 

(2)“ 群 ”的 研究 得 到 了 充分 发 展 ,这 也 是 近世 代数 时 期 的 主要 特征 . 它 又 主 
要 表现 为 两 个 方面 的 特征 : 

QD 群 概念 及 其 应 用 领域 的 发 展 . 此 期 内 迅速 产生 了 置换 群 、 唱 体 群 、 运 动 群 、 
变换 群 、 半 群 、 连 续 群 等 实用 背景 很 强 的 概念 和 理论 ， 并 迅速 运用 到 编码 理论 、 
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晶 相 理论 及 动力 系统 等 领域 . 同时 随 着 代数 学 的 发 展 ， 群 概念 在 代数 学 中 不 断 产 
生 着 可 以 统称 为 “代数 群 ” 的 系列 抽象 群 概念 ， 并 且 群 概念 在 数学 内 和 理论 物理 
中 也 有 了 更 多 的 具体 应 用 . 比如 正 是 群 概念 的 应 用 使 几何 学 深入 到 一 个 新 的 层次 . 

总 之 ， 群 概念 的 深化 及 其 应 用 研究 的 规模 正 越 来 越 大 ， 至 今 已 在 代数 学 中 占 
了 “半边 天 ”, 成 为 独立 学 科 . 根本 原因 是 其 背景 空间 宽厚 ,应 用 面 广 ， 这 决定 了 
它 旺 盛 的 生命 力 . 其 原因 ， 下 面 还 将 谈 到 . 

@ 群 理论 的 发 展 ， 可 归结 为 三 个 方面 的 特色 : 

。 群 的 “表示 论 ” 研 究 . 表示 论 是 Frobenius 提出 的 〈1896 年 ) ， 也 是 他 提出 
的 抽象 群 〈 将 直观 实在 的 群 抽象 化 ) 思想 的 反问 题 ， 旨 在 用 一 些 别 的 简明 手段 来 
描述 (表示 ) 群 ， 从 而 便于 研究 ,这 一 “手段 ”是 寻求 产生 抽象 群 的 变换 群 ， 群 
的 主要 表示 方法 是 矩阵 表示 法 ,其 次 还 有 模 表 示 、 算 子 表示 、 置 换 表 示 、 西 表示 、 
线性 表示 等 . 顾名思义 ， 和 矩阵 表示 即将 一 个 群 转换 成 矩阵 形式 来 研究 .在 矩阵 表 
示 下 ， 特征 标 概念 (和 矩阵 的 迹 trC4) 引伸 出 的 一 种 不 变量 ) 也 是 很 重要 的 . 

“ 群 结构 ”的 一 般 研 究 . 主要 是 按 代 数 间 构 概 念 对 给 定 阶 数 的 群 进行 分 类 
的 研究 ， 这 是 十 分 重要 的 . 因为 即使 有 限 群 ， 其 状态 也 是 繁复 的 ， 为 寻找 其 规律 ， 
对 其 分 类 是 个 重要 途径 . 有 趣 的 是 完成 无 限 群 〈 无 穷 集 的 群 ) 分类“ 反倒” 先 于 
有 限 群 的 分 类 . 有 限 群 的 分 类 ， 关 键 在 对 其 基本 的 有 限 单 群 (不 再 含 子 群 者 ) 的 
分 类 . 可 以 说 是 经 历 了 150 年 之 后 才 在 1981 年 , 解决 了 有 限 单 群 的 分 类 问题 人 
们 将 此 事件 誉 为 20 世纪 内 数学 最 大 事件 之 一 , 也 是 近世 代数 以 来 最 大 的 事件 之 一 . 

。 伽 罗 瓦 理论 ， 伽 罗 瓦 不 仅 创 立 了 群 论 ， 实 质 上 也 建立 了 有 限 域 理 论 ， 从 而 
形成 伽 罗 瓦 理论 ， 因 此 说 人 向 罗 瓦 理论 是 超出 其 群 概念 ， 向 着 代数 学 纵深 发 展 的 理 
论 . 由 于 伽 罗 瓦 早 于 1832 年 21 岁 时 已 因 决 斗 而 去 , 他 的 理论 主要 是 后 继 者 作 的 ， 
首 功 当 推 戴 德 金 . 是 戴 氏 提出 的 “理想 ”概念 和 给 出 的 “交换 域 ”概念 形成 了 伽 
罗 瓦 理论 ， 也 是 他 给 出 的 “交换 环 ” 理 论 推动 了 伽 罗 瓦 理论 的 进一步 发 展 ， 保 证 
了 该 理论 即使 在 “抽象 代数 ”时 期 也 能 占据 一 个 重要 的 理论 地 位 


二 、 抽 象 代数 时 期 : 环 与 广义 超 复 数 系 


“抽象 代数 ”时 期 , 系 指 20 世纪 20 年 代 开始 的 二 三 十 年 内 的 发 展 时 期 . 这 是 
近世 代数 学 或 说 代数 学 理论 发 展 的 高 峰 时 期 ， 此 期 内 的 特征 主要 体现 在 两 大 学 派 
上 : 一 个 是 “一 ”中 提 到 的 由 戴 德 金 开 创 的 伽 罗 瓦 理论 的 继续 发 展 . 另 一 个 则 是 
由 著名 女 代 数学 家 Emmy Noether ( 德 ，1882 一 1935) 创立 的 抽象 代数 学 派 . 这 是 
因为 她 在 20 世纪 20 年 代 初 提出 了 标志 着 “抽象 代数 ”时 期 到 来 的 一 系列 概念 ， 
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诸如 代数 同 构 、 剩 余 类 、 右 〈 左 ) 理想 、 直 和 等 ， 并 证 明了 代数 主 定理 : 代数 数 
域 上 每 个 中 心 单 代数 都 是 循环 代数 . 这 时 所 提 到 的 概念 往往 是 由 群 环 域 层次 上 的 
基本 概念 经 过 了 提升 或 再 提升 而 成 的 ， 不 便 三 言 两 语 作 出 交代 ， 但 也 无 善于 本 书 
宗旨 ， 所 以 这 里 仅 提 及 为 止 ， 不 再 作 深入 介绍 

对 “抽象 代数 ”贡献 大 的 名 家 不 少 ， 但 有 两 位 不 能 不 提 及 ， 一 位 是 范 德 瓦 尔 
登 ， 另 一 个 是 E.Atin， 前 者 最 有 影响 的 贡献 是 其 名 著 《 抽 象 代 数学 》 (1930 年 )， 
现 已 出 过 多 版 ， 至 今 仍 是 这 方面 一 部 好 的 专业 基础 读物 ， 对 宣传 普及 和 推动 代数 
学 发 展 功 不 可 没 ; 后 者 的 贡献 是 多 方面 的 , 主要 有 有 限 域 代 数 扩张 、 类 域 论 研究 ， 
还 推广 了 高 斯 互 反 律 而 得 到 一 般 互 反 律 ， 特 别 还 创立 了 代数 学 “ 编 闪 论 ”. 

抽象 代数 的 抽象 性 正 合 布尔 巴 基 (学 派 ) 特征 ， 受 到 布尔 巴 基 的 赞赏 是 自然 
的 ， 甚 至 Noether 也 被 认为 是 该 学 派 开创 者 之 一 ，Atin 也 是 其 热心 支持 者 之 一 . 

关于 “抽象 代数 ”时 期 的 理论 特征 可 举 出 三 点 : 

(1) 环 在 抽象 代数 中 的 重要 地 位 . 

从 实用 角度 看 来 ,，“ 环 ”概念 在 代数 学 中 似乎 没 起 多 大 作用 ,其 实 不 然 , 原来 
它 在 代数 学 的 高 峰 理论 “抽象 代数 ”中 起 着 相当 关键 的 作用 . 这 点 可 举 两 例 以 明 
之 . 一 个 是 伽 罗 瓦 理论 的 发 展 是 建立 在 交换 环 理论 之 上 的 ; 另 一 个 是 Noether 抽 
象 代数 是 在 结合 环 基础 上 产生 的 ， 具 体 说 是 通过 结合 环 而 发 展 成 她 的 结合 代数 
的 . 环 还 是 代数 几何 学 不 可 少 的 工具 . 


特别 地 ， 还 看 到 了 环 理论 中 一 个 重要 概念 一 一 理想 ( 见 第 一 节 、 二 )， 它 的 
提出 〈 戴 德 金 ) 也 是 十 分 重要 的 贡献 
(2) 超 复数 系 . 


这 本 是 19 世纪 的 事 (不 属 本 段 20 世纪 20 年 代 以 后 的 “抽象 代数 ”), 但 为 介 
绍 下 段 的 广义 超 复数 系 ， 这 里 也 介绍 一 下 . 
已 经 知道 ， 通 过 算术 和 简单 的 符号 代数 即 可 得 到 数 系 的 发 展 过 程 : 
自然 数 N 一 整数 也 一 有 理 数 丸 一 无 理 数 尼 一 复数 C 


后 者 叫做 复数 系 ， 又 叫 复数 域 ， 或 叫 可 除 代数 (满足 乘法 可 逆 的 代数 ) ，C 称 为 
代数 完备 数 系 ， 因 为 一 切 代 数 方程 的 根 都 在 C 内 ; 一 切 代数 理论 中 用 到 的 数量 范 
畴 也 在 C 中 《将 看 到 ， 根 本 的 还 在 于 C 是 具备 “二 象 ”结构 的 “完全 空间 ") . 事 
实 上 已 经 谈 到 ， 数 学 的 许多 理论 还 必须 建立 在 C 上， 但 是 毕竟 作为 代数 研究 的 对 
象 不 能 停留 于 “ 数 ”的 C ， 必 须 适应 客观 需要 而 发 展 . 换 名 话说， 需要 产生 超 复 
数 系 . 

比较 起 来 可 以 说 ， 产 生 复数 系 还 算是 容易 的 ， 因 为 它 在 求解 ax* + = 0 时 会 自 
然 地 提示 我 们 去 创造 一 个 “虚数 ”概念 ， 从 而 容易 得 到 复数 系 . 但 至 此 容易 误 认 
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为 事 已 止步 ， 因为 从 符号 代数 上 没有 新 的 “提示 ”了 . 殊不知 ， 哈 密 顿 在 1843 
年 突 发 灵感 : 由 于 有 “二 元 数 ” 的 表达 式 


XxX+y=(,1)(x,y), ax+by=(a,b)(x,y) 
等 ， 自 然 可 有 复数 的 表达 式 
x+iy = (1,i)(x, y) 


因此 可 叫 复 数 系 是 二 元 数 系 ， 把 x+y 简 记 为 (x,y) (但 不 要 看 成 二 维 向 量 空间 ， 
这 里 的 来 得 更 为 深刻 了 ) . 由 于 其 各 分 量 都 是 实数 ， 因 而 称 它 是 建立 在 实 域 上 的 . 

那么 ， 他 从 这 一 形式 的 改变 得 到 启发 ， 是 否 还 有 同样 建立 在 实 域 上 的 三 元 数 
系 、 四 元 数 系 ……n 元 数 系 呢 ? 

人 们 说 ， 提 出 问题 比 解决 问题 更 难 ， 也 更 重要 . 的 确 ， 哈 氏 很 快 即 证 明 ， 没 
有 三 元 数 系 了 ， 但 有 四 元 数 系 ， 具体 说 是 四 元 可 除 代 数 (又 叫 广 域 ) ， 记 为 
a+bitcjtdk (后 来 被 推广 成 一 般 的 线性 结合 代数 形式 )， 这 里 a,b,c,deR， 这 
时 关键 在 于 界定 其 运算 定律 . 比如 哈 氏 取 1 为 单位 元 后 再 取 乘 运算 为 


?=-1,F=-l, k=-1l, j=k, jk=i, ki=j, ji=-k，k=-i 这 = 一 j 


即 成 功 了 .不 过 这 里 乘 运算 不 满足 交换 律 ， 只 满足 结合 律 . 总 之 ， 四 元 数 系 即 在 
不 满足 交换 律 的 意义 下 得 到 了 ”， 叫 它 做 超 复数 系 . 

进一步 ， 又 为 Frobenius 证 明 “ 没 有 及 上 的 四 元 以 上 的 有 限 元 的 数 系 了 ”， 同 
时 尽管 比如 四 元 数 域 〈 实 为 体 ) 在 现代 信息 学 上 也 有 一 些 应 用 ， 但 较 之 二 元 数 域 
来 ， 大 为 萎缩 了 ， 在 理论 和 应 用 上 都 变 得 十 分 有 限 了 . 

那么 数学 的 发 展 还 有 没有 别 的 路 子 呢 ? 也 许 会 想到 ， 若 把 上 面 建立 数 系 时 用 
到 的 “对 侦 空间 ”的 投影 域 R 改作 复数 域 ， 还 可 能 得 到 进一步 发 展 . 这 不 失 为 一 
条 创新 思路 ， 但 难度 是 可 想象 的 ( 留 给 有 兴趣 的 读者 ). 

这 里 继续 介绍 数学 在 “ 超 复数 系 ” 基 础 上 的 进一步 发 展 之 路 . 

(3) 广义 超 复数 系 . 

既然 在 R 或 C 上 的 超 复数 系 发 展 到 非 交 换 广 域 似 乎 已 到 尽头 ， 人 们 自然 想 
到 ， 要 能 得 到 进一步 的 发 展 只 有 在 条 件 上 作出 让 步 了 . 

首先 则 是 对 于 数 系 不 一 定 要 求 广 域 ( 可 除 代数 ), 比如 只 要 求 为 代数 , 或 者 环 、 
群 等 代数 系统 即 可 . 

其 次 是 为 了 建立 更 多 的 代数 系统 , 将 过 去 研究 的 “ 数 ” 对 象 放 宽 成 一 般 对 象 ， 

@ 这 就 是 代数 学 上 第 一 次 遇 到 不 满足 交换 律 的 情形 ， 为 此 他 想 了 15 年 才 突 然 悟 到 “不 满足 交 挽 律 就 
是 一 个 性 质 嘛 "。 从 此 非 交 换代 数 即 成 为 正常 而 越 来 越 上 丰富 的 理论 了 . 
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这 就 是 广义 超 复 数 系 的 思想 发 端 . 

最 后 通过 对 元 素 的 抽象 化 、 广 义 化 ， 把 代数 对 象 扩张 到 了 非 单一 的 数 或 变数 
情形 ， 至 少 可 为 函数 曲线 、 多 项 式 、 和 矩阵 等 ， 也 可 以 是 方程 的 解 、 运 动 体 等 等 对 
象 ， 以 寻求 广泛 的 代数 系统 ， 不 必 再 局 限于 广 域 . 

结果 效果 十 分 显著 ,很 快 产生 了 一 系列 新 的 代数 系统 .据说 至 今 已 有 200 多 
种 代数 系统 ， 因 此 不 能 不 说 广义 超 复数 系 的 思想 突破 是 代数 进入 其 “抽象 代数 ” 
时 期 的 关键 . 

特别 地 ， 第 一 节 中 各 基本 概念 的 定义 正 是 本 着 今天 的 抽象 代数 精神 和 抽象 代 
数 的 需要 而 作出 的 “抽象 ”定义 ， 具体 说 ， 为 使 所 定义 的 群 环 域 等 概念 能 满足 抽 
象 对 象 下 的 代数 理论 需要 ， 在 它们 定义 中 的 运算 定律 往往 来 得 比 数字 对 象 的 更 


复杂 . 


三 、 代 数学 时 期 


我 们 已 经 谈 到 ， 作 为 集合 的 “代数 ”概念 与 代数 学 ， 具 有 本 质 上 的 共性 . 特 
别 地 ， 还 可 把 群 、 环 、 域 、 体 乃至 线性 空间 、 模 等 都 视 作 “代数 ”的 特殊 情形 . 所 
以 说 把 整个 古今 代数 知识 ， 包 括 经 典 代数 、 近 世代 数 和 抽象 代数 ， 都 归于 一 个 代 
数学 名 称 下 也 是 合理 的 . 不 过 本 段 说 的 “代数 学 ”一 般 仅 指 当前 主流 学 科 “ 近 世 
代数 学 ”和 “抽象 代数 学 

代数 学 ”时 期 一 般 指 20 世纪 中 叶 以 来 ， 也 可 说 第 二 次 世界 大 战 以 来 ， 或 以 
范 德 瓦尔 登 的 《抽象 代数 学 》 第 四 版 定名 为 《代数 学 >》(1950 年 代 ) 开始 的 .. 

“代数 学 "时 期 的 特征 主要 表现 为 ,已 有 的 代数 学 主要 理论 已 过 了 它 的 高 峰 期 ， 
这 时 在 抽象 代数 继续 发 展 和 成 熟 的 同时 ,更 表现 为 对 其 他 学 科 领 域 的 迅速 渗透 . 具 
体 表现 为 以 代数 为 特色 的 边缘 性 学 科 和 应 用 学 科 的 不 断 出 现 ， 比 如 在 数论 上 有 代 
数 数论 、 代 数 几何 和 代数 函数 论 的 进一步 发 展 ， 并 分 别 形成 学 科 . 此 外 在 代数 拓 
扑 上 ， 包 括 同调 代数 、 代 数 天 理论 以 及 算 子 代数 、 张 量 代数 、 逻 辑 代 数 、 李 代数 
等 ， 都 是 已 经 形成 学 科 或 成 熟 方向 的 分 支 领域 .进一步 ， 代 数学 与 泛 函 空间 、 一 
般 拓扑 空间 结合 的 边缘 分 支 和 方向 也 已 不 少 . 特别 要 看 到 ， 这 还 仅仅 是 “代数 ” 
概念 的 渗透 ， 作 为 “代数 学 ”的 概念 还 有 多 种 ， 尤 其 是 “ 群 ”概念 的 应 用 与 渗透 
之 广泛 性 ， 更 是 党 人缘 知 的 ， 不 必 枚 举 ， 也 不 胜 枚 举 

“代数 学 ”在 其 他 科学 的 迅速 渗透 也 是 代数 学 时 期 的 一 大 特征 . 比如 在 理论 物 
理 中 即 有 多 种 代数 学 概念 的 产生 ， 如 Racah 代数 、Lorentz 群 、 广 义 旋 转 群 、 重 正 
化 群 等 . 


176 


在 代数 学 中 ， 运 用 最 广 的 是 “ 群 ” 和 “代数 ”概念 ， 其 次 是 “线性 空间 ” 概 
念 . 群 与 代数 之 间 又 以 前 者 为 最 . 这 不 仅 因 为 从 概念 上 说 有 代数 必 有 群 ， 反 之 则 
不 一 定 ， 更 重要 的 还 在 于 ,事物 间 加 、 乘 关系 的 同时 存在 虽然 普遍 ， 但 只 存在 其 
中 一 个 单一 关系 者 更 为 普遍 . 至 于 “线性 空间 ”概念 的 运用 特征 ， 更 在 于 它 在 多 
元 函数 的 线性 分 析 中 具有 具体 的 简便 而 容易 普及 的 数学 模型 ， 实 现 了 “算术 化 ” 
的 定量 讨论 过 程 ， 因 而 适用 面 宽 ， 运 用 效果 好 . 再 从 宏观 讲 ， 线 性 空间 模型 最 简 
单 ， 容 易 掌 握 ; 但 从 局 部 分 析 讲 ， 它 抓 住 了 “线性 主 部 ”这 一 主要 了 矛盾， 近似 程 
度 亦 高 . 


四 、 复 数 的 实质 及 在 数学 和 代数 学 中 的 地 位 


人 们 已 熟知 ， 复 数 的 “功能 ” 比 实数 强 ， 有 许多 数学 问题 在 R 中 难以 解决 ， 
一 旦 拿 到 C 中 即 变 得 能 够 、 甚 至 容易 解决 了 . 广为人知 的 例子 比如 代数 基本 定理 
的 证 明 即 如 此 . 实际 上 本 节 已 经 表明 ， 复 数 系 是 一 切 数 系 中 最 有 用 的 、 最 大 的 数 
系 ( 虽 有 四 元 数 系 但 功能 最 为 萎缩 ), 这 点 可 从 理性 上 说 明 它 的 “功能 ”为 什么 比 
实数 系 强 ， 但 我 们 仍然 对 它 “ 理 服 心 不 服 ”， 总 希望 能 稍 作 直 观 地 接受 这 一 事实 ， 
本 段 即 在 于 此 . 

1. 虚数 的 旋转 特征 

这 点 已 成 为 常识 ， 比 如 ( 见 图 7.3) 
在 复 平面 C 上 ， 当 单位 实数 1 乘 以 单位 虚 
数 i( 受 i 的 作用 )， 则 ! 从 实 轴 正 旋 至 
虚 轴 , 但 模 长 不 变 . 若 再 用 i 作用 它 一 次 ， 
则 再 正 旋 亏 至 实 轴 的 -1 , 模 长 仍 不 变 . 车 
再 作用 以 i， 则 旋 至 虚 轴 的 -i ， 如 此 旋转 
可 以 周期 不 矣 . 

可 见 虚 单位 数 i 的 作用 是 以 为 单位 图 7.3 
的 正 向 旋转 变换 ， 那 么 能 否 使 之 产生 连续 的 〈 又 叫 基数 性 的 ) 旋转 变换 ?历史 上 
早已 回答 ， 是 可 以 的 . 这 就 是 指数 函数 ei 的 功能 ， 迹 即 欧 拉 公 式 


ez =cosz+isinz (7.11) 
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所 表 出 的 特征 〈 其 证 明 可 代入 三 项 分 别 的 震级 数 式 立即 可 得 ). 比如 式 (7.11) 中 
z 取 王 ， 则 对 = 站 (+iD， 正 好 在 图 73 中 单位 加 第 一 象限 的 弧 上 ， 如 此 等 等 
总 之 欧 拉 公 式 (7.11) 充分 显示 了 虚数 的 旋转 特征 ， 或 说 显示 了 虚数 的 周期 
性 . 
例 8 有 如 下 的 莱 布 尼 茨 悖 论 : 


arctan xy = [一 -= 工 (二 -二 
oT 2110\x—1 x+i 


今 x= 1 得 arctan1= 才 ， 但 这 时 上 式 中 有 


lni-l- (= 二 -Dn(= In1=0 
2 1i+l 4i Ni+il 


可 见 二 = 0 

此 谜 直到 欧 拉 指出 复 指数 函数 的 周期 性 e? =e” 后 , 比如 这 时 1=e”", 才 看 
到 了 问题 得 到 解释 的 希望 . 

关于 复数 的 周期 特征 将 在 第 八 章 第 二 节 进 一 步 谈 到 . 

2. 复数 与 运动 的 对 应 关系 

我 们 知道 一 切 运动 〈( 记 为 S$) 篆 可 分 解 为 平移 〈 记 为 8 ) 与 旋转 〈 记 为 3 ) 
之 复合 ， 即 

S=S05, 
恰好 一 个 复数 z 等 于 其 实 部 z, 加 虚 部 z;， 即 
Z=2, +iz, Sz,02, 

这 时 我 们 看 到 如 果 把 复数 的 实 部 用 来 对 应 运动 的 平移 量 ， 虚 部 用 来 对 应 运动 的 放 
转 量 ， 是 没有 矛盾 的 . 那么 由 运动 的 自然 特性 (运动 是 物质 世界 的 存在 形式 ) 和 
复数 的 逻辑 特征 ( 系 逻 辑 运 算 下 必然 产生 的 )， 不 能 不 提醒 我 们 : 

复数 有 着 它 “ 完 全 运动 ”的 或 叫 “ 运 动 完 备 性 ”特征 ， 而 它 的 实 部 与 虚 部 分 
别 只 能 代表 一 种 不 完全 的 运动 . 这 就 可 以 理解 ,为 什么 复数 的 “功能 ” 比 实 数 强 ， 


也 可 以 理解 复数 域 在 数 系 运算 中 的 完备 性 了 . 当然， 进一步 还 可 从 “二 象 ” 论 高 
观点 去 理解 ， 那 就 更 为 深刻 了 . 
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例 9 为 什么 对 电磁 波 的 研究 必须 运用 复 变 函数 工具 ? 

这 是 因为 电磁 波 理论 少不了 振动 ， 或 说 是 以 旋转 (或 说 周期 ) 运动 为 主要 形 
式 的 运动 ， 因 此 少不了 需要 表征 旋转 特征 的 数 ; 否则 从 欧 拉 公 式 〈7.11) 看 出 要 
用 非 旋转 特征 的 实数 去 表征 具有 旋转 特征 的 虚数 只 能 用 无 限 形式 (无 穷 级 数 ), 那 
是 多 麻烦 的 事 ! 所 以 说 必须 用 复 变 函数 这 一 工具 . 

显然 一 切 振 动 对 象 的 研究 都 少不了 复 变 函数 工具 ， 比 如 当前 热门 之 一 的 小 波 
分 析 也 是 如 此 . 

特别 地 ， 对 微观 世界 和 量子 理论 的 研究 也 少不了 复 变 函数 工具 . 因为 量子 世 
界 少 不 了 运动 ， 且 有 着 与 天 体 一 样 的 〈 作 “分 形 ” 对 应 的 ) 自然 运动 ， 其 固有 速 
度 很 高 ， 由 于 是 在 微观 世界 ， 必 然 旋 转 ， 且 曲率 很 高 ， 所 以 这 时 必须 用 复 变 函数 
工具 . 

物理 学 界 说 ,“ 理 论 物 理 在 19 世纪 的 伟大 发 现 是 复 平面 ”, 为 什么 ?现在 应 该 
明白 了 . 

理解 了 复数 旋转 运动 的 本 质 ， 将 有 利于 我 们 更 加 主动 自觉 地 在 自己 的 专业 领 
域 去 运用 和 掌握 复 变 函 数 工具 . 


3. 复数 系 是 代数 的 完备 系统 


这 里 的 “代数 ” 系 指 符号 代数 ,“ 完 备 ” 系 指 一 切 代数 方程 的 解 集合 (代数 数 ) 
不 超过 复数 系 . 由 此 可 看 出 ， 这 时 若 要 突破 复数 系 来 研究 ， 那 就 既 不 可 再 作为 代 
数 方程 解 的 集合 来 研究 ， 也 不 必 再 以 数 作 为 其 元 素 了 . 由 此 不 难 理解 从 复数 系 到 
超 复数 系 乃至 于 广义 超 复 数 系 需要 有 多 么 大 的 思想 突破 , 同时 也 不 难 理解 ,“ 抽 象 
代数 学 ”的 产生 在 那个 时 代 是 在 所 必然 . 


4. 复数 的 进一步 认识 


据 “ 二 象 论 ， 复 数 集 C 的 元 素 (c=x+iyeC) 具有 典型 的 “二 象 ” 结 构 ， 
所 以 它 具 有 ( 代 “ 数 ”运算 的 ) “完备 性 ”和 更 多 的 “功能 ”都 是 自然 的 ， 但 更 为 
复杂 . 这 启示 我 们 ,需要 有 意识 地 注意 到 数学 中 的 “二 象 ” 实 质 ， 尽 管 它 会 更 复 
杂 , 但 “二 象 ” 才 是 本 质 . 因此 比如 可 否 把 坐标 系 各 轴 看 做 “二 象 点 ”( 而 不 是 实 
的 几何 点 ) 构成 的 ， 并 在 这 样 的 坐标 系 上 来 建立 数学 ?可 否 把 (建立 在 实数 域 上 
的 )“ 实 分 析 ” 复 数 化 ? 如 此 等 等 . 

注 : 相应 的 虽然 还 有 “四 元 数 体 ”， 但 其 范畴 大 大 缩小 了 、 结 构 更 简单 .今天 
的 信息 科学 中 虽 也 用 到 “四 元 数 ”, 但 那 不 是 “ 数 体 ” 上 的 运算 . 同时 , 这 时 的 “四 
元 数 体 ”了 既 不 是 个 “多 层 ” 的 二 象 结构 ， 也 不 是 个 “复合 ”的 二 象 结构 
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五 、 代 数学 特征 的 再 认识 


我 们 看 到 了 ， 代 数学 中 的 基本 概念 (如 第 一 节 中 谈 到 的 ) 在 产生 之 初 其 实际 
背景 还 是 比较 实在 的 ， 后 来 即 变 得 愈 来 愈 抽象 了 . 这 是 因为 作为 这 些 基 本 概念 的 
原 旨 只 是 针对 (字母 表示 的 ) 数 的 集合 来 建立 的 , 但 数 集合 的 代数 系统 是 有 限 的 ， 
其 中 有 实践 意义 的 只 能 达到 复数 系 ， 理 论 上 最 多 也 只 能 达到 超 复数 系 的 四 元 代数 
系统 〈( 即 四 元 数 系 ) . 因此 这 时 想 要 进一步 扩大 代数 系统 ,就 只 能 借助 于 广义 ,也 
就 是 更 为 抽象 的 超 复数 的 代数 系统 〈 即 广义 超 复数 系 ) 了 . 这 就 进入 了 真正 的 、 
抽象 的 代数 学 时 期 ， 因 而 ,“ 抽 象 ” 是 代数 学 的 主要 特征 . 

(1) 抽象 代数 系统 的 对 象 更 抽象 . 

这 里 所 谓 “ 抽 象 ” 实 与 “ 泛 指 ” 近 义 ， 即 其 对 象 集合 的 元 素 不 只 是 代表 简单 
数字 的 字母 ， 而 且 至 少 可 以 有 如 多 项 式 、 和 矩阵 、 微 分 方程 的 解 曲线 等 作为 元 素 ， 
甚至 还 有 超出 这 些 对 象 的 从 而 是 更 为 抽象 的 对 象 作 为 元 素 〈 关 于 这 点 ， 还 有 待 从 
其 抽象 的 公理 化 定义 中 去 继续 探索 ). 

(2) 抽象 代数 系统 的 建立 更 难 ， 

首先 ， 从 超 复数 系 到 广义 超 复数 系 思 想 的 突破 是 不 容易 的 ， 足 见 其 困难 性 
了 . 其 次 ,已 知 代数 学 属于 “离散 思维 “， 因 而 有 其 “离散 型 ”思维 的 困难 性 . 再 
则 ， 一 个 抽象 代数 系统 的 建立 ， 意 味 着 必须 对 其 加 、 乘 运算 及 其 相应 定律 作出 界 
定 ， 以 形成 一 套 描述 该 代数 系统 的 公理 体系 . 但 丝 知 僵 抽 象 的 对 象 所 适应 的 范围 
愈 广 ， 因 此 愈 抽 象 的 代数 系统 自然 有 着 愈 广阔 的 背景 空间 . 所 以 在 界定 这 样 的 抽 
象 代数 系统 时 ， 其 加 、 乘 运算 及 其 运算 定律 就 得 充分 考虑 到 广阔 背景 空间 的 实际 
限制 ， 较 之 在 纯粹 数值 集 上 来 建立 相应 概念 ， 自 然 更 难 ， 但 也 更 有 意义 . 比如 当 
年 哈密 顿 在 四 元 数 系 上 虽 经 15 年 才 第 一 个 提出 (乘法 ) 不 可 换 定 律 , 但 立即 发 现 
比如 和 矩阵 乘法 即 一 般 不 满足 交换 律 ， 于 是 至 少 对 于 以 矩阵 为 元 素 的 代数 系统 ， 存 
在 不 可 换 问 题 ， 从 而 很 快 产生 了 不 可 换 群 、 不 可 换 环 、 不 可 换 域 、 不 可 换代 数 等 ， 
以 及 左 〈 右 ) 理想 之 类 的 一 系列 概念 . 

(3) 抽象 代数 系统 的 理论 更 难 . 

既然 抽象 代数 系统 的 思想 突破 和 系统 建立 很 难 ， 那 么 概念 建立 起 来 之 后 ， 要 
考察 其 内 在 规律 自然 也 是 不 容易 的 ， 这 点 也 已 为 抽象 代数 学 的 发 展 经 历 所 证 实 . 
比如 Noether 证 明代 数 主 定理 ，Atin 证 明 一 般 互 反 律 等 都 是 如 此 . 特别 地 ， 目 前 
搞 抽象 代数 学 理论 的 人 ， 包 括 代数 数论 、 数 的 几何 之 类 方向 的 人 并 不 多 ， 其 原因 
之 一 也 在 于 难度 大 ; 另 一 方面 则 是 如 下 的 原因 . 

(4) 一 点 启示 . 

从 已 有 的 事实 来 看 ， 虽 然 理 论 上 说 抽象 代数 系统 愈 抽象 其 适用 范畴 就 愈 广 ， 
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但 事实 却 是 尽管 代数 学 已 有 丰富 的 应 用 ， 但 真正 能 将 全 套 系统 模式 和 理论 成 果 完 
整地 运用 到 某 个 对 象 上 的 并 不 多 ， 常 常 只 是 针对 具体 问题 的 需要 ， 重 新 建立 具体 
的 代数 系统 ， 然 后 再 具体 探讨 其 内 在 规律 .诸如 数学 中 的 拓扑 代数 系统 、 量 子 力 
学 中 Racah 代数 系统 、 用 于 柔性 加 工 理论 的 “大 代数 ”以 及 实践 中 各 种 各 样 “ 群 ” 
概念 的 提出 及 其 研究 ， 都 说 明了 这 点 . 

因此 我 们 应 该 作为 一 个 动向 来 关注 ， 并 应 该 作为 一 个 方向 来 鼓励 ,今后 的 代 
数学 应 用 , 应 该 注意 从 具体 背景 或 实际 背景 去 直接 构建 “代数 系统 ”, 然后 作 针 对 
性 的 研究 而 不 要 奢望 一 个 死 的 代数 式 ， 套 上 即 成 功 . 实际 上 这 一 动向 已 经 在 “ 代 
数学 时 期 ”表现 出 来 了 , 亦 即 那 种 仅 热衷 于 坐 在 屋子 里 作 公理 化 研究 的 做 法 在 “ 抽 
象 代数 ”时 期 即 已 经 过 了 它 的 高 蜂 期 ， 以 后 则 因 其 理论 的 困难 性 、 成 果 应 用 的 非 
扣 合 性 和 实际 的 需求 性 ， 更 加 促使 它 从 应 用 背景 出 发 去 研究 . 这 点 很 类 似 于 已 谈 
及 的 多 项 式微 分 系统 极限 环 理论 情形 ， 当 它 进 入 所 谓 “3 次 系统 ”和 更 高 次 
系统 后 ， 要 想 从 理论 上 去 “全 面 ” 地 解决 问题 已 经 很 难 ， 因 此 这 时 的 理论 不 得 不 
变 成 针对 实际 问题 提升 成 的 具体 模型 来 研究 . 

注 : 鉴于 加 或 乘 在 广义 (或 叫 抽象 ) 意义 下 的 广泛 存在 ， 不 难 理解 和 相信 社 
会 系统 、 社 会 经 济 、 管 理科 学 中 也 存在 着 深刻 的 然而 是 独特 的 代数 学 模型 ， 但 不 
一 定 是 代数 学 中 现成 理论 能 扣 得 上 的 ， 需 要 作 创 造 性 应 用 ， 请 读者 试 试 .比如 ， 
从 一 场 兽 跑 表 演 到 一 个 社会 的 演化 过 程 ， 既 可 在 适当 意义 下 表 为 一 个 连续 群 ， 也 
可 在 适当 意义 下 化 为 置换 群 ， 总 之 都 是 需要 赋予 条 件 的 ， 也 是 近似 的 . 


第 四 节 ”加 乘 概念 的 扩展 


前 面 是 从 数字 对 象 和 一般 的 ) 抽象 对 象 出 发 ， 考 虑 了 它们 的 代数 系统 中 加 
“十 ” 乘 “. ”运算 及 其 定律 、 规 则 . 显然， 作为 “加 乘 数学 "， 其 加 乘 概念 远 不 
止 此 ， 那 么 现在 即 谈 谈 加 、 乘 概念 的 其 他 情形 以 及 相应 的 代数 系统 . 


一 、 加 、 乘 : 线性 与 非 线 性 的 实质 


悉 知 ， 如 果 一 个 〈 一 元 或 多 元 ) 函数 是 多 项 式 的 ， 且 各 项 的 自 变量 指数 之 和 
最 高 为 1 ( 即 1 次 项 )， 则 把 它 叫做 线性 函数 ; 和 否则， 一旦 函数 式 中 含有 一 个 非 1 
次 项 ， 该 函数 即 叫做 非 线性 函数 . 这 也 包括 非 多 项 式 函 数 ， 因 其 泰 劳 展 式 必 有 非 
1 次 项 之 故 . 现 分 别 讨论 之 . 
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1. 线性 函数 与 线性 独立 
例如 ,一 个 运输 企业 了 有 辆 汽车 {x%,%,…,%}， 那 么 了 《在 单位 时 间 ) 的 收 
入 〈 记 为 只) 可 表 为 
Y =a, +aX +asX, t+ a xX, =a, + Y ax, (7.12) 
这 是 个 线性 函数 ， 其 系数 表示 各 自 的 贡献 率 ，4 可 以 为 0 或 负数 ， 比 如 可 表 企 业 
的 定常 支出 等 ,这 时 则 说 (企业 内 ) 各 车 之 间 的 关系 是 线性 的 . 
特别 地 ， 所 谓 “ 线 性 关系 ”的 本 质 就 是 “独立 关系 ”( 又 叫 线 性 独立 )， 因 为 
这 时 任何 一 辆 车 的 “贡献 ”大 小 和 有 无 〈 即 其 系数 取 正 负 、 大 小 及 是 否 取 0 等 ) 
皆 与 别 的 车 无 关 . 
2. 非 线性 函数 : 交叉 项 与 合作 关系 
设 产品 z 系 由 元 素 x 生产 成 , 即 有 映射 z= /Fo , 可 简单 地 表 为 一 元 线性 函数 
z= f(x)=ax 
但 为 了 深入 则 需 作 进一步 分 析 . 若 这 时 发 现 贡献 率 4 不 是 常数 ， 而 是 一 元 素 》 的 
遂 数 ， 为 简单 可 表 为 线性 浮 数 
a=a(y)=by 
从 而 有 
Z= a(y)x = byx (7.13) 
这 是 个 二 元 (单项 的 ) 非 线性 函数 . 该 单项 系 不 同 变 元 的 乘积 ， 叫 做 交叉 项 
特别 地 ， 交叉 项 对 应 着 “合作 ”关系 ， 这 里 即 x 与》 的 合作 关系 . 其 特点 是 ， 
贡献 大 小 完全 依赖 于 合作 双方 ， 任 一 方 的 改变 都 将 影响 到 总 体 效果 ， 甚 至 当 任 一 
个 取 0 或 负 【〔 不 参与 或 的 乱 ) 效果 会 为 0 或 负 . 
3. 一 般 非 线性 函数 
一 般 非 线性 函数 常常 是 既 含 线性 项 又 含 非 线 性 项 者 ， 亦 即 既 有 各 元 素 的 独立 
贡献 项 ， 又 有 相互 合作 的 贡献 项 . 特别 是 其 “合作 ”方式 可 有 很 多 ， 随 多 项 式 阶 
的 上 升 而 (时 组 合 数 地 ) 增加 ， 一 个 形象 例子 是 : 用 两 个 固定 形式 的 左右 手 ， 分 
别 撮 米 ， 其 米 量 〈 记 为 左 、 右 ) 之 和 必然 小 于 合 起 来 握 的 米 量 ( 记 为 合 ) ， 那 么 这 
多 出 的 部 分 〈 记 为 “a 左右 ") 即 是 其 合作 效果 ， 亦 即 有 表达 式 
合 = 左 + 右 +a 左 右 


182 


注意 到 同一 式 中 的 符号 应 表 同 一 量 ， 所 以 交叉 项 中 需要 引入 个 调节 系数 (这 里 即 
a， 注 意 到 “调节 ”的 含义 是 深刻 的 ) 才 行 . 

此 外 ， 含 非 代 数 式 函数 项 者 ， 该 函数 常常 也 是 一 般 非 线性 的 

再 则 ， 如 果 有 这 样 的 非 线 性 函数 ， 其 中 (或 泰 劳 式 中 ) 没有 交叉 项 ， 这 时 各 
元 素 间 也 是 独立 的 ， 叫 做 非 线性 独立 ， 不 过 应 用 中 这 种 情形 较 少 . 


二 、 点 乘 与 内 积 ， 叉 乘 与 外 积 


关于 点 乘 、 又 乘 概念 ， 已 为 读者 熟悉 ， 系 指向 量 间 的 乘 运算 ， 它 是 高 等 数学 
中 广 为 运 用 的 概念 ， 这 里 只 强调 三 点 : 

(1) 又 乘 的 方向 为 何 用 “右手 系 ” 来 确定 ? 这 从 数学 来 说 是 “定义 ”的 ， 即 
“公理 ” 式 命定 的 . 但 它 也 不 是 盲目 命定 的 , 而 是 依据 物理 学 上 多 种 场 涉及 的 方向 
性 告 具有 的 “右手 系 ” 规 律 来 定义 的 . 比如 电磁 场 间 的 方向 关系 即 是 右手 系 的 ， 
虚数 的 旋转 特征 也 是 右手 系 的 ， 据 说 自然 界 一 切 自 然 流体 的 自然 涡 旋 都 是 右手 系 
的 . 所 以 ， 如 果 数 学 把 又 乘 方向 定义 成 左手 系 了 ， 则 数学 用 于 实际 时 将 经 常 要 加 
上 个 “- ”号 才能 与 实际 相合 ， 多 有 不 便 . 此 外 也 当 看 到 ， 这 种 定向 方式 仅 在 Ri 
(牛顿 空间 ) 中 有 效 ， 当 ”>3 时 即 难 确 定 了 . 

(2) 在 高 等 数学 中 , 具体 说 是 在 解析 几何 中 的 点 乘 、 又 乘 只 是 对 R’ 来 介绍 的 ， 
但 是 只 有 点 乘 “. ”容易 推广 到 R" 情形 ， 叉 乘 则 不 行 . 这 是 因为 “. ”的 代数 表 
达 式 易 作 推广 的 缘故 . 比如 设 x*,x eR"， 有 


nn 
" 2 
XA = Dx 
一 


特别 地 ， 点 乘 还 以 “内 积 ” 这 一 等 价 名 称 推 广 运用 到 线性 泛 函 中 对 偶 空 间 ( 见 第 
四 章 第 一 节 ) 和 和 希 尔 伯 特 空间 中 (第 十 章 第 三 节 ). 然而 对 于 叉 乘 “xx” 却 不 那么 
容易 了 ， 比 如 仅 对 于 R’ 才 有 确定 的 、 同 时 也 是 简便 的 行列 式 的 表示 法 ， 即 使 计算 
“x” 的 三 角 表 达 式 
nxx =|x elsing (08 为 其 夹 角 ) 
也 不 容易 ， 需 要 从 “: ”的 三 角 式 
1 


cos DO = 一 一 一 
[x |x | 


二 ). 好 在 R" 中 的 叉 乘 运算 情形 不 多 ， 一 般 在 R" 中 


x 
lx ix | 


中 去 获得 6 (=arccos 
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用 到 的 是 流 形 上 特殊 的 “外 积 ” 形 式 . 

(3) 这 里 特 指 的 “外 积 ” 系 指 流 形 中 对 张 量 定义 的 一 种 向 量 积 运 算 , 记 为 “人 ” 
( 见 第 一 节 、 五 ). 它 是 上 述 “ 又 乘 ”运算 思想 在 特殊 条 件 下 的 应 用 和 推广 ， 其 目 
的 是 为 着 简化 微分 流 形 上 的 微分 形式 一 一 “外 微分 ”形式 一 一 一 种 多 重 线性 微分 
式 . 为 了 引入 微分 流 形 的 外 微分 形式 和 外 微分 ， 需 要 借助 张 量 代数 等 系列 的 准备 
知识 ， 续 见 第 十 二 章 第 一 节 、 四 . 


已 经 知道 ， 在 集合 论 中 ， 集 合 被 视 为 几何 对 象 ， 这 时 集合 的 交 、 并 运算 分 别 
记 为 们 、U ， 因 此 当 一 个 代数 系统 (集合 ) 的 对 象 为 集合 时 ， 这 个 代数 系统 中 的 
运算 加 或 乘 即 可 取 作 并 U 或 交 间 .同时 关于 U 和 站 满足 的 运算 定律 也 是 集合 论 
中 已 有 的 . 

例 10 给 定 一 集合 X, 由 于 其 短 集 2” 含 空 集 儿 和 单位 元 ,这 时 容易 定义 2* 
上 的 运算 U、\、 和 站， 因而 2 能 构成 群 和 环 . 


四 、 八 、V 运算 
并 不 奇怪 的 是 ， 相 应 于 加 、 乘 运算 实质 在 客观 事物 中 的 广泛 存在 性 ， 它 们 在 
逻辑 学 中 也 自然 地 存在 着 ， 特 别 在 具有 量 特 征 的 符号 逻辑 学 中 表现 尤为 突出 ， 这 
里 举 出 几 个 常见 的 情形 . 
1. Bool (布尔 ) 代数 中 的 V、 人 人 
布尔 代数 是 其 Vv 、 信 运算 满足 如 下 公理 的 集合 ( 书 V, 人 ): Vx ，ye 了 于， 有 : 
(1) V、 信 皆 有 交换 律 : xVy=yVx; 
XAy= yAxX. 
(2) V、 信 皆 有 结合 律 : xA(yVz)=(xAy)V(xAz); 
XV(yAZz)=(xVy) A(xV2z). 
(3) Vv、 人 入 皆 有 你 元 ， 即 有 00, eeX, 3xXVOG=x: xAe=xX. 
(4) 任 一 元 素 对 V 、 人 分别 存在 补 元 : 即 VxeX， 
对 V 有 x'eX 3xVx’=1; 
对 和信 有 XeX3xA 人 X=0. 
布尔 代数 是 1847 年 布尔 和 D :摩根 所 出 的 一 个 代数 系统 ， 又 叫 布尔 逻辑 .上 
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述 公 理化 形式 由 E.Huntington 于 1904 年 给 出 . 

例 11 原 布 尔 代数 中 X= {0,1}， 分 别 代表 电路 的 关 、 开 , 运算 V、 和 分 别 叫 
做 “或 "、“ 与 ". 容易 检验 ({0,1},V、A) 是 满足 布尔 代数 定义 的 所 谓 “ 最 粗 ” 
集合 ， 它 在 电气 类 科学 (包括 计算 机 科学 ) 上 十 分 有 用 ， 布 尔 代数 是 计算 机 科学 
的 基础 . 

2. 数理 逻辑 中 的 V 、 人 

从 广义 上 讲 ， 数 理 逻 辑 范畴 也 包括 格 值 逻 辑 、 多 值 逻 辑 、 模 糊 逻 辑 等 ， 它 们 
的 一 个 公共 特征 是 都 有 运算 关系 V 、A . 一 般 称 V 为 析 取 ， 称 和 为 合 取 , 这 是 加 、 
乘 运算 在 逻辑 学 中 的 推广 形式 . 

不 管 在 哪个 符号 逻辑 学 的 分 支 中 ， 加 、 乘 运算 总 是 少不了 的 ， 且 起 着 关键 作 
用 . 这 就 是 加 、 乘 运算 的 普遍 存在 性 在 逻辑 学 中 的 表现 . 

为 什么 加 、 乘 关系 如 此 普遍 存在 ? 就 因为 逻辑 关系 的 本 质 就 是 加 、 乘 (包括 
其 逆 ) ， 而 逻辑 是 物质 宇宙 的 基本 属性 . 

例 12 计算 机 科学 在 描述 客观 世界 (有 具体 说 是 物质 宇宙 ) 上 为 什么 如 此 管 
用 ? 原来 也 因为 它 能 实现 逻辑 的 基本 运算 “十 、.”. 但 超过 这 一 逻辑 范畴 比如 ( 需 
要 灵感 的 ) 创造 ， 它 就 无 能 为 力 了 . 

3. 格 中 的 V 、 人 概念 

车 在 闵 上 V 、 和 满足 交换 律 、 结 合 律 、 宕 等 律 (aVa=aAa=a) 以 及 吸收 
律 (a 人 (bVq)=a, a,beX), 则 称 (X,V, 人 ) 为 一 个 格 (lattice). 或 等 价 地 定义 为 ， 
对 于 XX， 若 Va,beX， 有 

aVb=sup{a,b}leX, aAb=inf{a,b}exX 


则 称 (X,V, 人 ) 为 格 . 由 此 可 见 在 这 里 加 乘 概念 被 引申 成 了 取 上 、 下 确 界 的 “运算 ”. 
格 论 作为 一 门 独 立 学 科 不 仅 在 代数 学 、 逻辑 学 中 发 展 很 快 , 而 且 在 诸如 泛 函 、 
拓扑 、 集 合 论 等 越 来 越 多 的 领域 得 到 发 展 . 


五 、 田 、@ 运 算 


四 叫做 直 和 ， 也 叫 Whitney 和 ， 这 是 Whitney 于 20 世纪 30 年 代 提出 的 . 其 
基本 思想 是 : 在 向 量 从 


E=(X,$,)= 〈 底 空间 ， 从 ， 投 影 映射 ) 
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中 xeX, r(x)=& ec 上 ， 如 图 7.4 所 示 . 车 
上 同时 有 两 个 从 和 6， 维 数 分 别 为 nn 和 nn,， 


则 用 直 和 人 @ 表 出 关上 的 一 个 n+ 加 维 的 从 EE 为 局 2 
S=5 BS x 
@ 叫 做 张 量 积 (本 章 第 一 节 )， 它 表示 张 量 图 7.4 


空间 或 张 量 之 间 的 “ 乘 ” 运 算 关系 . 
例如 ， 若 有 张 量 空间 7,(Y) (建立 在 线性 空间 站 上 的 阶 逆 变 张 量 空间 ) 与 
.(V) (含义 同 臣 (V))， 则 有 


(V8T(V)= ,,(V) (建立 在 VV 上 的 r+s 阶 逆 变 张 量 空间 ) 
设 张 量 T eT,(V)， eT 了.(V)， 则 有 
178E ef,,(y) 


实际 上 这 是 关于 比 笛 卡 儿 乘 积 “x” 弱 的 一 种 空间 的 乘积 运算 . 

此 外 ， 诸 如 代数 拓扑 中 的 上 积 、 下 积 及 其 笛 卡 儿 积 “x” 等 也 都 是 一 些 “ 乘 ” 
运算 的 推广 形式 . 可 以 想见 尚未 流行 起 来 的 关于 加 、 乘 的 推广 形式 可 能 还 多 . 由 
此 可 见 我 们 只 要 领悟 到 加 、 乘 关系 在 客观 世界 的 广泛 存在 性 ， 一 旦 看 出 了 某 事物 
对 象 ( 集 合 ) 中 的 加 、 乘 实质 ， 当 找 不 到 已 知 的 或 流行 的 加 、 乘 符号 与 之 对 应 时 ， 
完全 可 以 自己 定义 赋予) 加 、 乘 概念 . 自然 这 时 还 得 进一步 找 出 相应 的 代数 结 
构 或 说 相应 的 运算 规律 才 有 意义 ， 


第 五 节 广义 代数 学 


一 、 数 学 的 代数 结构 


这 已 属 公 认 实 事 了 ， 在 第 三 章 第 三 节 也 已 述 及 ， 这 里 再 简略 强调 几 点 . 

(1) 代数 结构 是 数学 中 的 三 种 基本 结构 之 一 ， 也 是 其 中 最 为 广泛 和 重要 的 一 
种 .这 正 是 代数 结构 与 加 乘 运 算 在 客观 世界 存在 着 广泛 对 应 关系 的 反映 . 或 者 说 
是 因为 逻辑 学 的 基本 特征 就 是 代数 学 的 原因 . 

(2) 既然 代数 结构 是 数学 的 基本 结构 之 一 ， 作 为 数学 基本 运算 的 加 、 乘 自然 
也 是 其 基本 运算 关系 了 .其 实 可 说 “没有 加 乘 就 没有 代数 ， 因 而 没有 代数 就 没有 
数学 ”. 
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的 确 ,， 即 使 微 积分 运算 中 也 少不了 十 ， (包括 其 逆 运 算 )， 比 如 请 欣赏 下 例 : 
例 13 


| /foddr = lm f(a) 


满足 max Ax, 一 0 ，& [x,Xn]= Ax,， 注 意 到 这 里 少不了 和 (加 ) 运算 之 . 又 
, . xX) ~ y(xo .A 
A 

这 里 少不了 减法 和 除法 一 一 加 、 乘 的 逆 运 算 . 

(3) 昌 然 代数 结构 在 数学 中 普遍 存在 ， 但 对 于 一 门 数学 分 支 ， 若 要 在 其 理论 
中 “嵌入 ”代数 结构 ,还 必须 事先 将 数学 的 有 关 结 构 与 相应 的 代数 结构 结合 起 来 ， 
形成 一 种 所 谓 “ 复 合 结构 ” 才 行 . 只 有 这 样 ， 得 出 的 成 果 才 能 真正 体现 原 有 的 代 
数 结构 特征 . 比如 : 

例 14 拓扑 线性 空间 是 拓扑 空间 与 (代数 的 ) 线性 空间 “复合 ”而 成 的 复合 
空间 . 即 对 于 拓扑 空间 (X,7) 与 线性 空间 L(X,k,+,0) , 车工 中 的 +,。 运 算 相应 于 拓 
扑 《 基 ) z 的 连续 性 ， 即 Vn,%%je 针 ， 有 

QD 4,) 二 有 + 对 应 于 T:XxX > 对 ， 拓 扑 上 映射 连续 ; 

加 (14,4) 一 4ox 对 应 于 T:KxX 一 对 ,T 连续 ， 

则 称 子 为 拓扑 线性 空间 . 

同 理 , 诸如 距离 空间 、 赋 范 空间 、 内 积 空间 等 都 是 代数 与 拓扑 的 复合 型 空间 ， 
具体 说 是 线性 空间 与 相应 的 拓扑 空间 的 复合 型 ， 它 们 的 (公理 化 ) 定义 中 同时 包 
含 了 两 个 空间 的 特征 . 

特别 地 ， 复 合 空间 往往 表现 为 比 原 有 (至 少 两 个 ) 空间 的 “数学 性 ”都 强 ， 
这 也 是 数学 上 致力 于 复合 空间 理论 的 主要 动因 . 

借 此 思想 ， 我 们 完全 可 以 随时 根据 需要 去 构建 新 的 复合 空间 、 复 合 模型 ， 再 
进一步 考察 它 是 否 更 有 利于 问题 的 解决 . 


二 、 大 自然 的 代数 结构 


关于 这 点 ， 简 述 几 条 理由 : 时 
(1) 数学 反映 的 规律 从 根本 上 说 是 自然 规律 ， 甚 至 大 自然 (包括 自然 、 社 会 、 
人 与 精神 ) 规律 .既然 代数 结构 是 数学 的 基本 结构 ， 那 么 说 它 也 是 自然 甚至 大 自 
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然 (广义 ) 的 基本 结构 并 不 矛盾 . 

这 是 因为 ， 代 数 结构 也 在 符号 逻辑 中 普遍 存在 . 虽然 在 经 典 的 形式 逻辑 学 中 
还 没有 这 一 结论 ， 那 只 是 因为 经 典 形式 逻辑 学 没有 定量 表述 的 缘故 . 作为 其 定量 
表述 的 符号 逻辑 ， 虽 然 在 范畴 上 较 之 经 典 逻 辑 有 所 “萎缩 ， 但 毕竟 只 是 因为 定量 
概念 的 分 明 性 需要 ， 而 不 是 本 质 的 ， 所 以 由 此 不 难 承认 代数 结构 也 是 大 自然 的 基 
本 结构 . 

(2) 自然 科学 是 自然 规律 、 自 然 本 质 特征 的 反映 ， 而 代数 结构 在 自然 科学 中 
则 已 越 来 越 多 地 体现 为 其 基本 结构 . 这 一 说 法 从 一 些 现象 可 以 得 到 支持 ， 比 如 线 
性 代数 在 科技 中 能 广泛 应 用 ; 群 概念 、 代 数 概念 能 在 自然 科学 中 得 到 越 来 越 广泛 
的 应 用 等 ， 都 能 说 明 问 题 . 

(3) 似 嫌 遗 憾 的 是 ， 在 社会 科学 中 那 种 已 建立 起 来 的 、 典 型 的 、 有 名 的 代数 
系统 除 “ 线 性 代数 ”模型 外 还 不 多 ， 但 这 并 不 能 说 明 社 会 科学 或 社会 的 基本 结构 
中 缺乏 代数 结构 ， 只 是 因为 过 去 的 数学 对 社会 科学 关心 不 够 或 说 社会 科学 的 发 展 
还 没有 形成 对 数学 的 深刻 需求 ， 以 致 探索 更 深刻 代数 结构 的 时 代 还 没有 到 来 . 

事实 上 ， 如 果 说 赁 直觉 尚 看 不 出 代数 结构 在 社会 中 更 为 深刻 的 存在 性 ， 那 么 
赁 经 验 已 能 感知 作为 代数 胚芽 和 生长 点 的 如、 乘 关 系 在 社会 事物 中 是 具有 普遍 存 
在 性 的 . 

因此 ， 我 们 应 该 呼吁 人 们 注意 社会 及 社会 科学 中 的 代数 认识 和 代数 研究 . 总 
之 ， 自 然 中 特别 是 大 自然 中 也 存在 着 深刻 的 代数 结构 ， 有 待 进一步 探索 . 


三 、 广 义 代数 学 


至 此 已 经 看 到 ， 加 、 乘 是 代数 学 的 基本 特征 ， 而 且 作 为 数学 中 的 代数 结构 ， 
其 基本 特征 仍然 是 加 、 乘 ， 再 据 加 、 乘 推广 概念 的 广泛 性 我 们 完全 可 以 这 样 来 
定义 : 

(广义 ) 代数 学 : 研究 客观 世界 中 一 切 具 有 或 本 质 上 具有 加 、 乘 意义 下 的 运算 
关系 的 对 象 空间 中 结构 特征 的 科学 ， 都 叫做 代数 学 . 

代数 结构 : 客观 世界 中 一 切 具 有 加 或 乘 关 系 实质 的 对 象 空间 (或 叫 对 象 集 ) 
都 叫做 具有 代数 结构 . 

由 此 推广 性 定义 ， 既 能 突出 代数 学 对 象 的 加 、 乘 特征 ， 又 能 突出 代数 学 在 客 
观 世 界 中 的 普遍 性 和 基础 性 .原来 代数 结构 正 是 客观 世界 的 基本 结构 ， 因 此 代数 
学 大 有 发 展 的 余地 .( 附 : 莱 布 尼 芯 说 《 易 经 》 是 大 自然 的 代数 学 ， 请 有 条 件 的 读 
者 咀嚼 之 .) 
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第 六 节 小结 图 


如 图 7.5 所 示 ， 我 们 用 下 列 “ 流 水 线 图 ”简略 勾画 一 下 代数 学 的 历史 发 展 概 
况 ， 希 望 它 将 有 助 于 读者 对 代数 学 体系 作 乌 隔 性 欣赏 . 


10 则 -一 (函数 论 体系 ) 数论 
古代 -~ 算术 “+ 文字 算术 (古典 代数 ,如 不 定 方程) 一 0 
A 
5 一 (符号 代数) 代数 方程 《As 
SA 


其 中 : Ai :高 次 代数 方程 组 一 代数 几何 (几何 数论 ,代数 数论 ) ---- 一 
数 系 发 展 一 复数 系 (代数 完备 数 系 )-= 超 复数 系 一 一 *1 
A2 :高 次 代数 < 求 根 公式 (1-4 次 )- 一 和 群 一 (一 般 集 合 中 “+,” 结 构 研究 ) 
方程 因 式 分 解 理论 (密码 学 ) 
A3 :线性 代数 方程 组 一 线性 空间 ( 模 ). 代 数 ---- 一 


*2 


其 中 : 。1-= 广义 超 复数 系 (基于 一 般 对 象 的 代数 系统 ) 一 代数 学 1 
群 论 和 群 的 分 类 
伯 罗 瓦 理论 -~ 
*2 和 环 一 叶 ，. "概念 的 推广 
域 ( 体 


( 
线性 空间 ( 模 ). 代 数 
其 中 : I 


a 

A 集合 间 运 算 :U ,nn » 2 > 

所 < 条 全 同人 内 积 “” (2 -Rn 空间 中 ) \ /从 数学 
张 量 空间 中 外 积 “和信” -一 ~ | 


注 “ 一 >” 表 代数 系统 外 的 发 展 . 


6 
一 一 


I 


7.5 
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第 八 章 ”周期 数学 及 其 认识 


第 一 节 ”周期 原理 


一 、 大 自然 的 周期 结构 


让 我 们 见 惯 不 惊 的 周期 世界 也 真能 使 人 惊异 . 年 月 的 周期 、 尽 夜 的 轮回 、 月 
亮 的 圆 缺 、 太 阳 的 起 落 ， 乃 至 生命 的 “ 迭 ” 代 、 事 物 的 兴衰 、 物 价 的 消长 、 朝 代 
的 更 迭 ， 真 是 花 开花 又 落 ， 脸 去 雁 又 来 . 即使 江水 流入 大 海 也 将 从 天 上 回来 而 形 
成 周期 运转 ,似乎 一 切 的 一 切 都 是 周期 的 ， 甚 至 经 济 萧条 、 地 震 、 天 旱 都 有 周期 . 
据 此 观察 ， 我 们 至 少 可 以 猜测 :“ 周 期 ”是 整个 自然 甚至 大 自然 的 基本 结构 特征 . 

之 所 以 叫 “ 猜 测 ” 是 因为 我 们 的 结论 仅 来 自 现 象 观 察 和 直观 理解 ， 还 需要 从 
大 自然 的 本 质 上 或 从 逻辑 上 去 认识 ,才能 作出 最 后 结论 . 好 在 大 自然 中 的 事物 普 
遍 存 在 周期 性 ， 否 则 将 更 难 认识 它 . 比如 看 起 来 简单 的 素数 分 布 数论) 问题 ， 
就 因为 它 没有 周期 ， 所 以 至 今 在 素数 集中 还 有 甚至 越 来 越 多 问题 未 弄 清 楚 ， 也 就 
是 说 ， 因 此 人 类 至 今 未 能 认 清 素数 的 分 布 规律 . 

《道德 经 > 说 “ 道 动 而 生 逆 ”"， 此 邑 周 期 、 循 环 的 含义 ， 而 道 就 是 客观 规律 ， 
可 见 老子 已 看 出 客观 世界 的 周期 特征 和 规律 .不妨 说 规律 就 是 周期 . 


二 、 周 期 :用 有 限 表 现 无 穷 的 基本 方式 


我 们 知道 , 无 穷 是 无 法 达到 和 实现 的 ， 即 使 从 现实 意义 讲 ,“ 任 意 大 ” 也 是 不 
能 实现 的 . 然而 我 们 无 不 感觉 到 , 我 们 的 生活 空间 以 及 生活 本 身 都 是 “无 穷 ”的 ， 
那么 “上 帝 ” 是 怎样 引导 我 们 去 步履 、 度 量 这 无 穷 道路 的 呢 ? 我 们 说 ， 还 是 用 的 
“周期 ”这 把 简单 的 尺子 . 不 是 吗 ? 车 子 可 凭借 其 圆 轮 周期 地 无 限行 驶 下 去 ,日 月 
可 凭借 其 轮回 周期 地 无 限 运 转 下 去 ， 尺 子 可 和 凭借 其 重复 周期 地 无 限度 量 下 去 . 

更 重要 的 还 在 于 ， 不 仅 周 期 运行 可 以 无 穷 进 行 ， 而 且 只 要 认识 了 “周期 ” 即 
可 认识 无 穷 . 这 是 十 分 便利 的 事 . 比如 和 凭借 周期 , 哈雷 认识 到 哈雷 在 星 约 75 年 回 
来 一 次 ， 人 们 知道 太阳 黑子 每 11 年 出 现 一 个 高 潮 等 . 
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当然 , 我 们 只 能 说 周期 是 表现 无 穷 、 认 识 无 穷 的 一 种 “基本 形式 ”, 并 非 唯 一 
形式 .比如 极限 方法 也 是 数学 用 以 认识 无 穷 的 一 种 重要 手段 ， 而 且 也 是 通过 对 其 
有 限 部 分 的 认识 来 认识 无 穷 的 . 比如 对 一 个 数列 {a,} 求 极限 ， 并 非 任 何 时 候 都 能 
成 ， 其 条 件 是 “必须 给 出 通 项 a 的 表达 式 ”， 自 然 这 个 w 必 是 其 序号 (也 说 是 时 
间 变 量 )n 的 函数 .事实 上 ,给 出 a, 的 函数 表达 式 就 给 出 了 整个 {a,} 的 变化 规律 .这 
个 “规律 ”就 是 {a,} 的 变化 “趋势 ", 一 般 表现 为 单调 性 、 有 界 性 和 收敛 性 、 发 散 
性 ， 其 中 也 包括 周期 性 和 振荡 性 . 

推广 之 ， 生 活 中 人 们 认识 一 切 陌 生 或 隐秘 事物 的 “规律 ”时 ， 往 往 归 结 于 找 
它 的 “周期 ”表现 . 比如 已 观察 到 堪 星 出 现 的 周期 ， 就 算 认识 到 它 的 规律 了 . 又 
如 对 天 灾 和 股市 变化 规律 的 了 解 ， 尽 管 看 不 出 它 的 周期 ， 但 人 们 总 是 力求 找 出 它 
的 周期 ， 哪 怕 是 广义 的 周期 也 行 ， 否 则 就 不 算 认识 了 它 ， 就 永远 不 罢休 . 


三 、 周 期 : 运动 的 基本 形式 


已 知 ， 运 动 是 宇宙 的 存在 形式 ， 而 运动 总 可 以 而 且 仅 可 以 分 解 为 平移 和 旋转 
两 部 分 ， 或 说 归 为 线 量 和 角 量 两 种 量 来 表示 .所 以 至 少 可 以 说 旋转 性 是 一 切 运动 
中 的 “半边 天 ”， 那 么 进一步 根据 运动 范围 的 有 限 性 ， 诸 如 微观 世界 的 粒子 振动 、 
地 球 在 太阳 引力 范围 内 的 “无 限 ” 运 动 等 ， 更 能 看 到 ， 运 动 中 旋转 ( 角 量 ) 成 分 
是 重要 的 、 宏 观 的， 平移 〈 线 量 ) 运动 是 短暂 的 、 局 部 的 . 严格 说 来 它 只 在 运动 
轨迹 的 “ 切 向 ”上 存在 ， 所 以 不 能 不 说 周期 运动 正 是 旋转 加 切 向 平移 的 运动 ， 因 
而 是 一 切 运动 (包括 自然 的 、 大 自然 的 和 人 为 ) 的 基本 形式 . 

当然 出 于 客观 世界 具体 运动 的 复杂 性 ， 在 对 实践 中 各 种 运动 作 具体 分 析 时 ， 
也 产生 了 循环 、 振 动 、 波 动 、 起 伏 、 旋 转 、 螺 旋 、 轮 回 、 周 转 等 概念 . 显然 ， 这 
些 都 是 周期 概念 在 实际 生活 中 的 推广 概念 ， 由 此 也 说 明 周 期 概念 从 而 周期 运动 在 
客观 世界 包括 人 们 生活 领域 中 的 广泛 存在 性 和 深刻 存在 性 . 


四 、 周 期 与 循环 辩 


即使 生活 中 所 说 “周期 ”和 “循环 ”, 在 概念 上 也 是 有 区 别 的 ， 尽管 两 者 皆 表 

示 一 种 周而复始 的 运动 ， 描 述 了 运动 对 象 的 一 种 轨迹 状态 ， 但 各 概念 的 空间 意义 

并 不 相同 .比如 循环 中 可 有 周期 ， 但 周期 运动 的 轨迹 不 一 定 产生 循环 . 因为 说 周 

期 一 般 是 指 “时 空空 间 ” 里 的 运动 状态 ; 循环 系 指 不 含 时 间 维 的 所 谓 “ 相 空间 ” 
《或 说 沿 时 间 轴 产生 正 投影 后 ) 的 轨迹 状态 . 若 这 样 ， 显 然 两 者 即 有 差异 了 . 

的 确 ， 比 如 如 今 已 能 判定 ， 字 宙 中 一 般 天 体 的 运动 轨迹 从 时 空空 间 来 说 并 不 
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循环 , 而 是 存在 着 所 谓 “ 进 动 ” 我 们 说 它 循环 (实质 上 ) 是 对 于 相 空间 来 说 的 . 即 
使 我 们 说 “循环 小 数 "， 这 里 的 “循环 ”概念 也 是 排除 了 时 间 意 义 的 ， 因 而 本 质 上 
也 是 在 “ 相 空 间 ”来 说 的 . 

又 ， 形 式 逻 辑 是 推理 ， 因 而 是 运动 ， 然 而 在 逻辑 推理 中 不 希望 循环 ， 否 则 将 
产生 错误 、 悖 论 或 怪圈 . 所 以 说 原则 上 在 逻辑 学 中 是 不 存在 循环 的 , 但 它 有 周期 ， 
即 逻 辑 推理 的 周期 递 代 和 螺旋 式 推进 . 正如 已 知 (第 五 章 ), 逻辑 推理 (形式 逻辑 ) 
的 本 质 是 时 序 的 因果 ， 少 不 了 在 时 空空 间 分 析 问 题 ， 所 以 它 没 有 循环 ， 然 而 却 可 
有 周期 . 


五 、 周 期 原理 

根据 以 上 观察 ， 我 们 认为 完全 可 以 得 出 一 个 结论 : 

周期 原理 : 对 于 永远 处 于 运动 状态 的 自然 和 大 自然 来 说 ， 一 切 事 物 中 都 可 能 
存在 周期 或 周期 性 ， 值 得 我 们 以 周期 的 观点 去 认识 它 或 致力 于 去 寻找 它 的 周期 或 
周期 性 ， 叫 做 周期 原理 . 

的 确 ， 即 使 在 严格 的 数学 理论 和 成 果 中 也 已 表明 ， 上 述 周 期 原理 是 正确 的 ， 
甚至 在 无 穷 意 义 下 (通过 无 穷 级 数 ), 周期 旋转 与 平 直 运 动 之 间 ( 即 角 量 与 线 量 间 ) 
也 是 存在 转换 关系 的 . 可 以 说 周期 研究 的 内 容 也 是 数学 中 的 “半边 天 ， 叫 它 做 “ 周 
期 数学 "， 这 就 是 以 下 将 要 继续 讨论 的 内 容 . 


第 二 节 ”周期 函数 及 有 关 概 念 讨论 


一 、 周 期 函数 定义 及 其 讨论 
1. 定 义 
定义 8.1 设 有 函数 f(x), xe D( 站 (定义 域 )=GcR, 若 3TeR 3VxeG， 
f(x+T)= f(x) Hx-TeG 
则 称 foo 是 G 上 以 了 为 周期 的 周期 函数 . 
定义 8.2 设 有 集合 X, 若 37eR avxre 所 有 


xtnTexX 


n 为 自然 数 ， 则 称 半 为 周期 点 集 或 叫 周 期 集 . 
注 : (1) 显然 这 里 “周期 ”一 词 是 一 种 转 义 ， 原 义 系 指 转动 物体 时 旋转 一 周 
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所 花 时 间 . 不 过 这 种 用 法 已 成 习惯 了 . 

(2) 可 以 看 出 , 原则 上 周期 可 为 任意 实数 ， 但 实践 中 的 周期 了 和 频率 中 = 
往往 只 是 有 理 数 . 这 是 因为 度量 实践 的 原因 ， 据 “实数 再 认识 "， 这 是 可 理解 的 . 

2. 周期 函数 的 定义 域 D(/)sG 总 是 ( 正 负 ) 无 穷 的 

这 是 因为 据 定 义 设 有 周期 T， 则 x+TeG, 令 x=x+T， 则 

x+T=x+2TeG 
设 x =xX+nTeG,neN，, 必 
x +T=x+(nt+D)TeG 
又 ,， 取 x =x-7T ， 因 为 已 有 x eG， 则 有 
fx+T)= f(x)= f(x-T)= f(x+T-T)= f(x) 
取 x”=x’' -T=x-2T7， 又 因为 x*eG， 则 x'-TeG， 所 以 有 
f(x +27T)= f(x")= f(x+27T -27)= f(x) 
如 此 下 去 不 难得 
f(x-nT)= rz neN. 
所 以 D(f)=GcR 是 ( 正 负 ) 无 穷 集 . 

从 认识 论 来 说 ， 一 个 系统 只 要 有 周期 就 意味 着 会 无 穷 “ 生 存 ” 下 去 (反之 不 
一 定 )， 除 非 在 中 途 系 统 f 被 改变 了 . 比如 一 个 经 典 的 市 场 经 济 系统 有 周期 萧条 
现象 ， 为 此 需要 施 以 适度 的 政府 干预 (改变 原 有 J/ ) 去 消除 它 ， 就 是 这 个 原理 . 

3. 定义 域 G 的 类 型 

(1) G=R 情 形 ， 比 如 经 典 的 周期 函数 ， 如 sinx,cosx 等 即 如 此 . 

(2) G=R\{ 人 ， 其 中 二 表 示 离 散 (无 穷 ) 子 集 ， 它 是 了 的 间断 点 集 . 比如 
enzcotx 分 别 以 作 中 和 人 om 作为 其 三 集 特别 地 ， 全 也 是 相应 于 三 的 周期 7 
的 周期 点 集 或 周期 点 集 的 并 集 ， 其 周期 与 相应 G 上 /也 的 周期 了 相同 . 

(3) G 为 离散 点 集 ， 比 如 下 段 “ 二 ”将 谈 到 的 “点 周期 ”函数 即 如 此 . 

4. 定义 域 G 的 代数 结构 

(1) G 是 加 群 的 情形 . 此 属 上 述 “3、(1)” 情 形 , 这 时 G=R, 它 不 依赖 于 / 
而 独立 地 成 为 加 群 . 
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(2) G 相 对 于 了 是 加 群 的 情形 . 此 即 上 述 “3、(2)” 人 情形， 这 时 的 CG 对 于 
的 周期 了 满足 同 余 式 : 
x=c(mod7) 


即 对 VxeG,， 3neN3 x-nT=Ee(0,7) 开 集 ， 端 点 属于 {h} . 

(3) G 可 以 变 成 加 群 的 情形 . 此 即 “3、(3)” 情 形 ， 这 时 G 虽然 不 成 群 ， 但 
若 将 G 中 元 素 按 时 间 ( 自 1=0 开 始 向 正 负 方 向 ) 编号 , 则 此 序号 集 是 个 整数 集 Z， 
从 而 是 个 加 群 . 

(4) 设 D(f)=G, vxeG 有 y= f(x)， 则 集合 x=_/"(y) 是 无 穷 集 ， 且 是 以 T 


”为 周期 的 “周期 点 集 ”. 例如 一 般 周 期 函数 即 如 此 . 


5. 周期 的 认识 

根据 周期 定义 1 知 ， 对 于 一 个 函数 ， 只 要 周期 存在 必 有 无 穷 多 个 周期 ， 因 此 
自然 考虑 到 这 时 所 有 周期 的 集合 有 何 特征 ， 为 方便 计 仅 就 正 周期 集 考虑 ， 并 记 之 
为 P. 现 来 考察 P 具有 的 特征 . 

(1) 具有 最 小 正 周期 的 情形 . 此 即 存在 T= min 已 ， 比 如 三 角 函 数 缘 具有 最 小 
正 周期 ， 一 般 所 说 周期 函数 ， 第 有 最 小 正 周期 . 

(2) 有 无 穷 小 正 周期 的 情形 .这 是 特殊 情形 ， 例 如 狄 利克 雷 函 数 
1，xe R, (有理数 集 ) 
0， xX e R,( 无 理 数 集 ) 
这 时 它 的 周期 为 无 穷 小 ， 注 意 是 无 穷 小 而 不 是 0. 

(3) 有 0 周期 情形 ， 这 也 是 特殊 情形 ， 系 指 (特殊 的 ) 常数 函数 . 

(4) 有 周期 情形 . 系 指 一 般 的 无 周期 性 的 函数 ， 比 如 er ， 多 项 式 函数 等 即 是 . 

(5) 变 周期 情形 . 比如 sin 卫 ,x eR 即 如 此 ， 它 仅 有 周期 “ 值 "， 严 格 说 是 “ 循 
环 ” 值 ， 即 在 值 域 上 循环 ， 而 在 定义 域 上 却 没 有 周期 ， 或 说 成 周期 在 变 . 

总 之 ， 严 格 说 来 ，(2)~(5) 皆 属 非 周期 函数 情形 ， 但 相对 于 周期 概念 来 ， 它 
也 有 规律 ， 所 以 可 用 周期 概念 去 认识 它 . 

6. 周期 函数 的 值 域 特征 

记 周 期 函数 的 值 域 为 x(f) ， 则 u(/) 总 是 个 对 称 区 间 ， 具 体 说 它 有 几 种 情形 . 

(1) wu(/)=[-b,+b], be R .这 是 一 般 情形 ， 这 时 的 对 称 中 心 为 0. 

(2) u( 让 =[a-ba+b], a,beR ， 这 里 a 为 u(f) 区 间 的 对 称 中心 . 例如， 
f(x) =a+tsinx 就 是 这 样 的 周期 函数 . 
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(3) u(/)=a (常量 )， 即 值 域 变 成 一 点 的 情形 . 此 属 定义 2 中 的 一 种 周期 情 
形 ， 亦 即 “4、(4)” 的 一 种 情形 . 

(4) u(f)=R . 这 种 情形 下 ， 必 有 点 集 从 作为 了 的 第 二 类 间断 点 集 ， 例 如 
tanx ,cotx 等 即 如 此 . 

问 : (1) 周期 另 数 经 运算 ( 比如 四 则 运算 ) 后 ， 其 周期 性 的 改变 规律 如 何 ? 

(2) 有 多 元 周期 函数 吗 ? 关于 实 的 多 元 周期 通 数 理论 尚未 建立 ， 至 于 是 否 具 
有 实践 意义 ， 是 否 有 必要 建立 它 ， 笔 者 尚未 考虑 过 . 但 关于 复数 的 函数 ， 自 然 含 
周期 性 ， 亦 可 叫做 二 元 周期 函数 . 


二 、 复 数 及 复 变 函数 的 周期 性 


1. 复数 的 周期 性 

在 第 七 章 第 三 节 谈 到 ， 复 数 系 是 代数 完备 系统 ， 是 具备 “二 象 ”结构 的 完全 
空间 ,也 可 叫做 运动 完备 系统 . 它 除 了 能 表现 运动 的 平移 性 外 ， 更 能 表 出 运动 的 旋 
转 性 . 其 数学 表达 式 中 , 既 有 非 周期 成 分 〈 线 量 ) ， 又 有 周期 性 成 分 〈 角 量 ). 比如 ， 


gi 2 2 x 
XxX+iy=re”, r=Vx +y, =arccos— 
r 


即 如 此 ， 所 以 人 们 一 谈 到 周期 理论 就 必然 想到 复数 、 复 变 函 数 . 涉及 周期 函数 的 
理论 ， 如 果 不 用 复 函 数 ， 其 困难 性 是 难以 想象 的 . 有 了 复 变 函数 工具 ， 很 多 数学 
问题 可 以 容易 地 得 到 解决 . 除 已 举 到 的 情形 外 ， 还 有 诸如 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 表 
述 和 椭圆 函数 分 析 等 都 是 这 样 ， 一 旦 纳入 复 变 函 数 领域 ， 即 可 得 到 更 为 深刻 的 
认识 . 

正 因 如 此 ， 复 变 函 数论 在 已 有 长 足 发 展 的 解析 理论 、 调 和 分 析 或 叫 依 里 叶 分 
析 等 基础 上 , 20 世纪 六 七 十 年 代 以 来 又 发 展 起 了 复 动力 系统 和 多 复 变 函 数 等 十 分 
抽象 的 复 分 析 新 分 支 ， 其 动因 即 来 自 复 域 的 上 述 “ 二 象 性 “完备 性 ”特征 . 

2. 复数 域 中 的 三 角 函 数 、 双 曲 函 数 

我 们 知道 欧 拉 于 18 世纪 中 叶 通 过 寡 级 数 建立 了 复数 的 欧 拉 等 式 : 


ez =cosz+isinz (z 取 弧 度 制 ) 2 


@ 凡是 三 角 济 数 与 非 三 角 却 数 一 起 作 运 算 时 ， 共 同 的 自 变量 只 能 取 共 同 的 坐标 系 下 的 量 .这 是 一 种 抽 
象 的 “长 度量 "， 那么 对 于 三 角 画 数 中 角度 量 ( 记 为 re )， 只 须 经 变换 度 =T x? 《弧度 )， 右 端的 “ 弧 
度 (单位 园 上 x? 对 应 的 弧 长 度 )” 即 合 要 求 了 . 
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e =cosz—isinz 
er 十 ee- 
2 


[4 -iz 


一 人 


(8.1) 


cosz= 


. 如 
SIn 2 三 


同时 他 还 证 明了 复 指 数 函 数 e，zseC 有 周期 为 2ri ， 且 所 有 三 角 函 数 公 式 在 复数 
域 中 都 成 立 ， 此 外 ， 由 式 (8.1) 也 可 知 ， 在 复数 域 中 不 满足 “单位 圆 不 等 式 ”， 
|sinz|<1，|cosz|<1 仅 在 实数 域内 才 满 足 . 事实 上 比如 由 式 (8.1) 后 两 式 直接 
可 得 有 sini=1.1752 ，cosi=1.54308. 

再 则 ， 根 据 双 曲 函 数 的 定义 ， 即 级 数 式 


2 Qn-D)l 
chz = +e 1 2 (8.2) 
2 2n! 


还 可 得 到 
shz=-isiniz 或 shiz=ishz 


chz=cosiz 或 chiz=chz 


总 之 ， 实 域 上 三 角 函 数 和 双 曲 函数 的 关系 式 中 除了 “单位 圆 不 等 式 ” 外 ， 皆 
在 复数 域 中 成 立 . 

3. 复 变 函数 的 周期 性 

在 f(z) 中 由 于 z=re” ,所 以 z 具有 周期 性 ， 从 而 容易 理解 ， 其 函数 f(z) 也 具 
有 周期 性 ， 不 过 可 能 来 得 更 为 复杂 . 事实 上 的 确 如 此 ， 我 们 说 复 变 函 数 的 分 析 之 
所 以 比 实 函 数 的 分 析 来 得 复杂 一 些 ， 关 键 即 在 于 复 变 函 数 有 复杂 的 周期 性 特征 . 
诸如 其 对 数 函数 、 根 式 函 数 的 多 叶 性 (Riemann 面 ) 问题 ， 线 性 变换 产生 保 角 映 
射 问题 ， 以 及 在 奇 点 处 积分 可 产生 “ 留 数 ”问题 等 ， 都 是 复 变 函数 自身 复杂 的 周 
期 特征 造成 的 . 

此 外 ， 不 能 不 提 到 由 健 氏 级 数 引 出 的 一 门 十 分 热门 的 应 用 基础 理论 分 支 一 一 侍 
里 叶 变 换 与 傅 里 叶 分 析 ， 也 叫 “ 调 和 分 析 ， 它 也 是 研究 时 - 频 、 相 位 等 复杂 周期 
性 的 ， 也 是 今天 十 分 红火 的 “小 波 分 析 ” 的 直接 基础 〈 见 第 四 节 、 第 五 节 ) . 

最 后 , 多 复 变 函数 理论 也 是 出 于 它 的 困难 性 , 迟 至 20 世纪 六 七 十 年 代 才 兴旺 
起 来 . 之 所 以 如 此 ， 周 期 性 特征 在 其 中 的 复杂 表现 也 是 原因 之 一 . 
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第 三 节 ”作为 解 的 周期 函数 认识 


一 、 周 期 解 与 定性 理论 


我 们 知道 不 管 什 么 “方程 ”的 研究 都 是 围绕 着 一 个 “ 解 ”进行 的 ， 这 里 谈 谈 
常 微分 方程 . 关于 它 ， 在 1841 年 以 前 人 们 一 直 致 力 于 用 积分 方法 求 出 解 的 解析 表 
达 式 ， 因 此 在 常 微分 方程 的 求解 上 创造 出 很 多 方法 ， 且 有 着 十 分 丰富 的 内 容留 给 
了 后 世 . 但 当时 比如 一 个 简单 的 Riccati 方程 


衬 = py? + gy +r(x) 


就 一 直 解 不 出 来 . 这 在 过 去 总 以 为 是 技术 性 困难 , 直到 1841 年 刘 维 尔 (Liouville) 
证 明了 它 不 可 解 , 这 才 使 人 们 猛然 醒悟 到 , 不 是 所 有 微分 方程 都 能 用 积分 方法 ( 微 
分 的 逆 运 算 ) 求 出 解 来 的 ， 从 此 也 产生 了 “ 解 ”的 理论 研究 ， 主 要 包括 解 的 存在 
性 、 唯 一 性 、 稳 定性 理论 和 解 的 几何 理论 〈 又 叫 定 性 理论 ) 等 . 

在 解 的 定性 理论 中 主要 研究 解 族 (又 叫 解 空间 ) 的 整体 结构 和 某 些 特殊 类 型 
的 解 的 特征 .当然 对 于 这 些 特殊 类 型 的 解 ， 自 然 是 简单 、 容 易 、 规 律 性 强 的 了 . 

那么 ， 其 中 由 周期 函数 或 类 周期 函数 所 决定 的 解 叫做 周期 解 . 于 是 周期 解 就 
成 为 人 们 最 为 关心 的 事 了 . 

可 以 说 周期 解 和 周期 特征 研究 是 整个 常 微分 方程 定性 理论 和 整个 动力 系统 理 
论 的 重心 ， 周 期 解 概念 在 这 里 也 发 展 成 了 更 为 丰富 的 概念 ， 如 下 所 述 . 


二 、H- 系 统 与 周期 轨 类 


以 一 个 简单 的 例子 来 说 明 ， 比 如 一 个 振动 方程 
Xtarx+bx=p (8.3) 
右 端 表示 受 迫 力 或 叫 控制 项 ， 左 边 第 一 项 是 加 速度 ， 第 二 项 表示 摩擦 作用 ， 第 三 
项 表示 内 应 力 . 一 般 的 可 有 
a=a(x,x), b=b(x), p= p(t) 
这 里 仅 设 a,b,p e R 有 是 为 常数 , 这 时 的 (参数 不 随时 间 改 变 的 ) 方程 叫做 自治 系统 . 
目前 ,特别 在 控制 论 中 , 一般 是 将 其 化 为 一 阶 方程 组 来 讨论 ， 即 设 *=y， 那 
么 有 
y=xX=p-ay—bx 
197 


从 而 化 为 


上 (8.4) 
y=p-bx-aysQ 

如 此 ,一 般 的 高 阶 线性 微分 方程 ， 丝 可 化 为 一 阶 方程 组 ， 无 须 增加 条 件 ( 但 
反之 由 一 阶 方程 组 化 为 高 阶 线性 方程 不 总 是 可 以 的 ). 如今 统一 把 这 样 的 系统 叫做 
哈密 尔 顿 形式 (简称 H- 系 统 ， 进 一 步 的 见 式 (9.29))， 相 应 地 把 式 (8.3) 的 一 般 
形式 叫做 牛顿 系统 . 

常 微分 方程 中 自 变 量 只 有 一 个 ， 即 时 间 :， 其 他 的 变量 皆 是 因 变 量 . 自治 系 
统 (8.4) 中 ， 因 变量 为 x,y， 把 它 叫做 二 维 自治 系统 (也 可 叫 二 阶 系统 ， 因 其 对 
应 到 式 (8.3) 中 为 二 阶 ). 显然 式 (8.4) 的 解 曲线 必 充 满 (时 空空 间 ) xxyxt ( 见 
图 8.1)， 尤 其 对 于 自治 系统 ， 它 有 个 优越 的 特性 ， 即 不 仅 在 时 空空 间 上 ， 其 解 满 
足 存在 唯一 性 (过 空间 内 任 一 点 的 解 有 且 只 有 一 条 ), 当 沿 1 轴 正 投影 到 相 空 间 ( 即 
因 变 量 空间 ) 后 ， 轨 线 〈 相 空间 里 的 解 叫 做 轨 线 ) 也 满足 存在 唯一 性 ， 除 奇 点 外 
彼此 无 交叉 . 因此 对 于 自治 系统 只 和 须 在 相 空 间 来 讨论 解 即 可 ， 这 时 分 几 种 情形 来 
讨论 . 


(1) 振动 轨 . 
据 常 微分 方程 定性 理论 (一般 的 专业 性 课本 上 都 有 )， 可 算出 式 (8.4) 的 奇 
太 (= 上 =0 的 点 ) 为 


MC) =M (£0 | 


再 算出 式 (8.4) 在 点 W 处 的 特征 多 项 式 


2 
Ox 0 一 人 1 
AE= = 和 +a4 
的 20 区 4 +aA+b (8.5) 
Ox Oly 
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这 时 若 判 别 式 A= 人 双 -42<0,a<06>0， 则 有 如 图 8.1 所 示 的 情形 ，M 氮 为 不 稳 


稳定 ) 振动 轨 . 显然 相应 解 具有 一 定 的 周期 性 ， 却 不 是 严格 的 周期 函数 解 . 

(2) 周期 轨 . 

比如 在 式 (8.3) 中 ， 若 令 a= -AL-z) AsR 为 参 变量 ，p =0, b=1， 则 化 
为 一 阶 方程 组 ， 有 


X=y 
2, 人 
这 是 电气 工程 师 van der pol 于 20 世纪 初 提出 ， 并 因此 开创 了 数学 中 极限 环 理论 
学 科 分 支 的 van der pol 方程 . 
对 其 作 定性 分 析 容 易 证 明 , 当 w&>0 时 ， 有 如 图 8.2 所 示 的 极限 环 厂 (其 内 外 
都 有 振动 轨 无 限 趋 近 于 它 ). 极限 环 正 是 一 种 周期 解 ， 具体 说 是 一 种 周期 轨 〈 因 在 
相 平面 上 ) . 


(3) 周期 轨 族 . 

为 简便 计 ， 仍 回 到 式 (8.4)， 若 这 时 a =0， 则 按 式 (8.5) 的 判定 ， 其 奇 点 M 
为 “中 心 型 ， 如 图 8.3 所 示 ， 其 轨 线 是 一 族 围绕 着 中 心 M 点 的 闭 轨 ， 叫 做 周期 
轨 族 .显然 它们 中 每 一 条 轨 线 都 是 周期 函数 . 

特别 地 ， 在 式 〈8.4) 中 =0 时 容易 直接 积分 而 勿 须 作 定性 分 析 ， 即 有 


PE ydy=(p-brdr 
dx y 
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从 而 作 积分 ， 并 化 简 得 
六 +(Vbx-p) =C 〈C 由 积分 常数 经 演算 而 成 ， 表 任意 正 实数 ) “(8.7) 


式 〈8.7) 即 为 实际 得 到 的 周期 轨 族 . 

有 一 个 现象 ( 叶 彦 谦 问题 ): 一 般 说 如 果 一 个 二 阶 (或 以 上 ) 常 微分 方程 能 通 
过 积分 求 出 通 解 ， 则 其 奇 点 〈 若 有 ) 常常 是 “中 心 型 ” 奇 点 . 否则 ， 当 奇 点 为 焦 
点 、 结 点 、 鞍点 或 更 高 次 情形 则 难以 积分 求解 , 而 不 得 不 采用 “定性 分 析 ” 理论 .为 
什么 ”事实 上 “中 心 型 ”问题 即 所 谓 “ 保 守 系 统 ” 或 叫 “ 哈 密 顿 系统 “ 非 耗 散 
系统 ， 又 叫 “ 可 积 系 统 ”. 看 来 ， 属 非 “ 中 心 型 ”的 所 谓 “ 耗 散 系 统 ”( 亦 即 能 最 
非常 定 的 系统 ) 是 难 积 的 或 说 是 “不 可 积 ” 的 ， 但 为 什么 呢 ? (1992 年 叶 老 在 通 
信 中 顺便 要 笔者 作 的 这 一 问题 ， 至 今 没 有 交卷 . ) 


三 、 调 和 解 类 


对 于 一 般 的 受 扎 动力 系统 
E+ f(x XX+ Ex) = p(t) (8.8) 


设 强 迫 力 p(t) 是 以 T 为 周期 的 周期 函数 ， 则 当 式 (8.8) 有 周期 解 xD ， 且 周期 等 
于 7 (与 P(D 的 周期 相同 ) 时 ， 此 解 x(0 叫做 式 (8.8) 的 调和 解 ， 若 x(1) 以 nT 为 


周期 (4 为 非 01 的 整数 值 )， 则 xD) 叫做 式 8.8) 的 次 调和 解 ; 若 x(D 以 7 为 周 


期 (n 为 非 0,1 整 数 )， 则 x(D) 叫做 式 (8.8) 的 超 次 调和 人 解 . 

显然 根据 一 个 周期 的 任 一 整数 倍 也 是 周期 的 性 质 ， 调 和 解 也 含 次 调和 解 ， 超 
次 调和 解 也 含 次 调和 人 解 与 调和 解 ， 

对 于 (8.8) 型 非 自 治 的 常 微分 方程 ， 其 解 的 定性 分 析 不 宜 在 相 空间 进行 ， 必 
须 在 时 空空 间 内 讨论 ， 因 这 时 在 时 空空 间 内 无 交 的 积分 曲线 投影 到 相 空 间 后 不 一 
定 无 交 了 . 所 以 这 时 的 定性 分 析 方 法 没有 像 (8.3) 型 (自治 ) 系统 那样 在 相 空 间 
里 的 定性 分 析 方 法 来 得 规范 、 有 效 ， 而 是 显得 更 繁杂 了 . 

这 时 ， 一 般 是 在 时 空空 间 用 微 积分 学 分 析 方法 或 泛 函 分 析 方法 ， 归 结 起 来 常 
常 是 用 建立 在 解 的 几何 直观 概念 上 的 一 些 方法 ， 比 如 不 等 式 、 不 动 点 理论 、 渐 近 
线 分 析 、 与 上 轴 的 交点 集 分 析 等 都 是 其 常用 的 概念 和 手段 . 

例 1 对 经 典 的 Duffin 方程 


xX+cxt+b(e"! -1)sgnx= p(t) 
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用 Brower 不 动 点 定理 ( 闭 域 上 连续 自 映 射 必 有 不 动 点 ) 即 能 证 明 , 即 只 要 x= x(?) 
一 致 有 界 ( 即 Vxe R"， 缘 有 模 |x|< 4, | 半 < 8，4, 8 为 确定 常数 )， 则 该 方程 有 周 
期 解 (证明 参 见 桑 森 : 康 蒂 著 《 非 线性 微分 方程 >， 科 学 出 版 社 ，1983 年 ) 


第 四 节 ”周期 概念 的 推广 、 周 期 各 数论 的 发 展 


一 、 周 期 概念 的 推广 


周期 作为 一 个 人 为 定义 的 概念 ， 也 是 个 被 提升 成 的 数学 模型 ， 因 而 它 只 在 数 
学 中 、 理 论 上 是 严格 的 、 典 型 的 、 精 确 的 ， 而 在 实践 中 的 存在 ， 往 往 并 不 如 此 精 
确 . 这 时 将 产生 两 种 情形 : 一 种 是 作为 定性 认识 ， 需 要 将 周期 稍 作 广 义 地 来 看 待 
客观 事物 中 的 周期 实质 ， 称 作 周 期 “性 ， 这 是 第 一 节 谈 到 的 思想 ; 另 一 种 是 在 对 
客观 事物 作 定量 探讨 时 ， 为 了 对 具有 周期 性 的 事物 做 更 准确 的 描述 ， 有 必要 对 周 
期 概念 作 一 定 的 推广 ， 定 义 出 相应 的 有 效 概念 ， 这 就 是 本 段 所 要 说 的 . 

1. 拟 周期 

两 个 周期 函数 县 加 后 不 产生 新 的 周期 函数 ， 这 样 的 函数 叫做 拟 周期 函数 . 

例 2 x=coswt+cosV21， 当 wz V2 时， 两 者 无 公共 周期 所 以 不 产生 新 的 
周期 函数 . 因此 按 周 期 函数 定义 ,x 已 不 是 周期 函数 .但 这 时 x 也 表现 出 一 些 明 
显 的 周期 性 特征 ， 比如 x 与 1 轴 的 交点 集 为 可 数 无 穷 集 、x 具有 有 界 性 等 ， 所 以 赋 
予 它 一 个 “ 拟 周 期 ”名 称 . 

“ 拟 周 期 ”概念 的 提出 来 自 应 用 科学 , 比如 在 晶体 理论 和 力学 乃至 混沌 研究 中 
都 有 应 用 . 但 在 数学 中 没有 必要 建立 相应 理论 ， 因 为 只 要 分 别 对 各 周期 函数 项 研 
究 清楚 就 行 了 . 

例 3 (应 用 ) 设计 铁轨 时 ， 原则 上 不 应 让 轨 长 (ZL) 与 轮 周 长 (!) 之 比 L:1 
成 为 有 理 数 (实践 意义 上 则 应 使 其 比值 的 小 数位 越 多 越 好 ) , 这 样 才 能 保证 轮 沿 在 
轨道 接 缝 处 的 受 碰 点 不 致 重复 或 很 少 重复 ， 以 延长 轮子 寿命 〈 见 拙 文 “ 关 于 钢轨 
接头 形式 的 讨论 ， 载 《应 用 数学 文集 》，1989 年 ) . 


2. 概 周期 


概 周 期 ， 又 叫 准 周期 、 殖 周期 ， 提 出 于 1924 年 ， 其 定义 为 : 
对 于 函数 f(x)， 若 Ve>0， jz 的 <- 移 位 数 集 


T(f,e)= {rt|f(x+7) -f(x)|< 6,xeR)} 


201 


是 相对 稠密 的 ( 即 考察 的 点 数 一 定 时 , e 愈 小 , = - 移 位 数 集 的 密度 您 大 ) , 则 叫 (x) 
做 概 周 期 函数 . 

概 周 期 函数 的 研究 是 非 自 治 常 微分 方程 解 理论 的 一 个 分 支 方向 ， 它 在 力学 中 
的 应 用 很 多 ， 比 如 天 体 的 运动 就 是 概 周期 的 . 对 于 三 体 问 题 ， 在 适当 意义 下 即 有 
概 周期 解 . 

3. 点 周期 

这 是 建立 在 离散 点 集 上 的 周期 函数 ,只 知道 函数 在 所 考察 的 点 集 上 是 周期 的 ， 
但 在 这 种 已 知 点 以 外 ， 阔 数 的 情况 不 知道 ， 叫 这 样 的 周期 为 点 周期 ， 比 如 离散 动 
力 系统 中 ， 若 有 % = 了 f(x,)， 则 忆 叫做 并 周期 点 . 这 里 i 是 产生 循环 的 最 小 正 整 数 ， 
当 i=0 时 ， x 即 成 为 不 动 点 (0 周期 ) .又 如 混沌 可 被 定义 为 “ 相 空间 中 具有 条 密 
周期 点 的 运动 状态 ”， 这 里 也 是 从 “点 周期 ”角度 来 考察 的 . 

在 讨论 非 自治 微分 方程 解 时 ， 若 获得 某 解 在 任意 远 处 都 能 与 ! 轴 或 t 轴 的 某 
平行 线 有 交点 ， 则 可 判定 它 为 周期 性 解 ， 这 也 是 一 种 点 周期 概念 . 

特别 地 ， 比 如 一 个 人 每 天 准时 早出 晚 归 ， 尽 管 他 每 天 出 去 的 行程 和 生活 内 容 
完全 不 同 , 但 从 早晚 确定 时 刻 , 在 他 家 门口 来 考察 , 一 般 总 说 他 的 生活 是 周期 的 、 
有 规律 的 . 又 ， 人 们 车 能 通过 天 文 观测 得 知 某 星星 多 少年 能 出 现 一 次 便 说 它 有 周 
期 、 有 规律 等 ， 这 些 都 是 点 周期 概念 的 表现 . 总 之 ， 生 活 和 科研 中 运用 点 周期 概 
念 的 事例 也 很 普遍 ， 已 成 习惯 . 这 是 因为 点 周期 概念 更 为 广义 ， 因 而 更 贴近 现实 
生活 . 

4. 动力 系统 中 的 类 周期 点 集 

动力 系统 (概念 见 第 九 章 式 (9.9)) 是 常 微分 方程 论 与 拓扑 学 结合 下 产生 的 
抽象 与 推广 〈 常 微分 方程 属于 经 典 动力 系统 或 说 连续 动力 系统 ) ， 因 此 容易 理解 ， 
动力 系统 所 关心 的 仍然 是 “ 解 ”. 不 过 在 动力 系统 中 叫做 轨道 ， 轨道 的 集合 或 说 轨 
道 族 叫做 流 . 同时 也 与 经 典 动力 系统 中 “ 解 ”的 研究 一 样 ， 它 首先 关心 的 是 其 周 
期 解 . 不 过 在 一 般 动 力 系 统 中 ， 亦 即 离散 动力 系统 中 ， 出 于 它 的 离散 性 ， 所 关心 
的 只 是 其 周期 点 的 研究 ， 并 且 这 里 的 周期 点 集 比 一 般 具 有 点 周期 的 周期 函数 的 周 
期 点 集 ， 来 得 复杂 且 更 为 宽广 . 

记 一 般 动力 系统 为 (X,f) ， 了 表示 相 空 间 天 上 的 同 胚 (连续 一 一 的 ) 映射 ， 
并 记 该 系统 的 周期 点 集 为 PCA/) ; 由 于 一 般 在 (X, 了) 中 有 不 动 点 (满足 x, = f(x,) 的 
点 )， 这 也 是 一 种 周期 为 0 的 周期 点 ， 记 不 动 点 集 为 F(/). 

又 ,在 (X, 了 ) 中 还 有 所 谓 回 复 点 : 设 有 xeXX ,其 任意 邻 域 为 N(x) , 若 3meN 3 
(m 步 映 射 ) "(x)e N(x)， 则 x 叫做 回复 点 . 显然 回复 点 也 是 一 种 类 周期 点 , 具 
体 说 是 类 似 于 概 周期 点 ， 记 (X, 了) 的 回复 点 集 为 R(/). 
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再 则 ，(X,) 中 还 有 一 种 非 游荡 点 集 : 设 xeX 及 其 VN(x) ， 如 果 
3meN3f”(N(X)NN(x)z 名 , 则 x 叫做 的 非 游 荡 点 . 实际 上 这 是 一 种 对 x 的 邻 
域 集 来 说 的 概 周 期 概念 ， 记 非 游荡 点 集 为 2(1]) . 

最 后 把 以 上 各 种 点 集 统一 叫做 类 周期 点 集 (一 般 叫 不 变 集 ), 则 据 动 力 系统 理 
论 ， 它 们 有 关系 


F(A CPN ERAS LQ) (8.9) 
进一步 的 可 参见 第 九 童 第 二 节 . 


二 、 统 计 周 期 与 复合 周期 性 


以 上 各 种 周期 概念 只 是 基于 (微分 方程 决定 的 系统 空间 内 ) 质点 运动 轨迹 来 
说 的 ， 或 说 是 为 着 数学 讨论 的 完美 性 来 说 的 . 那么 ， 本 段 则 侧重 于 实际 ， 以 从 实 
际 出 发 来 讨论 一 般 复 杂 系 统 整体 运动 规律 , 

显然 ， 这 时 仍然 以 探索 其 周期 特征 为 最 优 手段 . 同时 ， 仍 然 没 有 典型 的 周期 
可 寻 ， 也 不 只 是 上 述 推广 意义 下 的 周期 ， 而 是 来 得 更 为 宽广 亦 即 对 于 复杂 系统 
将 有 更 多 的 周期 类 型 可 探讨 . 然而 恰恰 是 这 些 新 的 周期 类 型 使 我 们 能 够 更 好 地 运 
用 “周期 原理 ”去 探讨 复杂 系统 . 比如 这 里 将 着 重 提出 的 统计 周期 和 复合 周期 即 
是 如 此 . 


1. 统计 周期 


比如 以 一 个 社会 为 例 ， 经 验 亦 知 构成 一 个 社会 的 周期 性 何其 多 . 宏观 地 讲 也 
有 农业 的 周期 性 、 金 融 的 周期 性 、 企 业 的 周期 性 、 市 场 的 周期 性 等 ， 每 一 个 的 周 
期 性 都 是 复杂 的 ， 何 况 还 要 附加 上 诸如 政策 的 周期 性 、 通 胀 与 失业 的 周期 性 等 . 
尽管 可 说 这 些 周期 都 是 有 理 数 的 , 但 也 不 可 能 找 出 它们 共同 的 周期 (最 小 公 倍数 ) 
来 ， 因 为 这 些 “ 周 期 ” 值 本 身 难 以 厘定 (只 是 周期 性 ), 同时 有 多 少 个 周期 也 难以 
厘定 ， 

那么 ， 社 会 是 怎么 运用 “周期 原理 ”来 做 管理 的 呢 ? 其 实 , “复杂 过 分 就 是 简 
单 "， 人 们 只 需 新 引入 个 “统计 周期 ”问题 就 解决 了 . 

通常 ， 社 会 管理 者 是 以 一 年 作为 “统计 周期 ”的 周期 长 ， 并 作 周 期 统计 ， 持 
续 下 去 即 成 为 (一 年 为 周期 的 ) 周期 序列 了 . 比如 ， 以 每 一 年 的 某 一 天 为 准 ， 法 
定 一 套 计 量规 则 , 对 社会 中 所 有 周期 的 周期 过 程 都 在 该 天 作出 计量 ( 按 周期 理论 ， 
这 也 是 合理 的 )， 继 续 下 去 ， 这 一 统计 量 序 列 就 是 周期 的 了 . 

因此 说 ， 用 “周期 原理 ”去 观察 社会 管理 中 十 分 平常 的 “定期 统计 ”法 ， 发 
现 它 也 有 更 深 的 科学 内 涵 ， 
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2. 复合 周期 性 
从 简 例 谈 起 , 设 某 企业 有 投资 了 ”， 首 先 转换 为 生产 条 件 (包括 人 力 、 原 料 、 
设备 等 完全 成 本 ) ， 记 为 


Y— XX 
然后 进行 生产 ， 记 为 
f/(X)=¥+oa 
其 中 这 表示 产品 ， 外 表示 产后 品 〈 如 垃圾 等 ); 最 后 将 产品 销售 出 去 ， 记 为 
g(X)=7Y+A, 


其 中 心 表示 盈余 〈 可 正 、 负 ) . 

这 时 看 到 ， 若 m =Al =0 ， 则 该 企业 可 以 继续 下 去 . 如 若 保持 之 ， 则 说 这 一 
过 程 是 “典型 周期 ”的 . 当然 , 这 只 是 一 种 特殊 情形 . 一 般 是 mA *0, 且 设 A >0， 
车 这 样 继续 下 去 ， 由 于 o,A,(i=1,2,…) 是 非 周 期 的 ， 其 累积 性 必然 产生 社会 效 
应 ， 甚 至 如 > ,ai 将 产生 社会 问题 .因此 必须 从 A; 中 拨款 去 消除 o,;， 显 然 这 是 又 


一 个 周期 过 程 (0 一 o, 一 0). 于 是 说 这 时 企业 是 在 增加 了 又 一 个 周期 运作 之 后 ， 
才 回 到 了 周期 状态 ， 也 才 回 到 可 持续 性 状态 . 把 这 样 的 周期 状态 叫做 “复合 周 
期 性 ”. 

一 般 地 ， 如 果 一 个 系统 的 周期 状态 是 由 多 个 相关 周期 共同 完成 的 ， 则 说 这 种 
周期 状态 是 复合 周期 ， 或 更 一 般 的 复合 周期 性 (后 者 自明 ). 

推广 这 一 思想 可 见 ， 任 一 社会 系统 都 广泛 存在 着 这 一 “复合 周期 性 ”问题 ， 
只 是 那 时 的 c 和 A, 都 是 很 复杂 的 向 量 罢 了 〈 甚 至 这 些 量 还 需要 用 上 “统计 周期 
法 去 作 计量 呢 ) . 

特别 地 ,今天 全 球 强调 的 “绿色 环境 ”问题 ， 正 是 为 着 实现 人 类 社会 的 “复合 
周期 ”或 “复合 周期 性 ”问题 ， 也 皆 因 “周期 ”是 系统 可 持续 的 必要 而 基本 的 条 件 . 

事实 上 ， 借 此 “复合 周期 性 ”概念 还 可 以 继续 对 社会 系统 作出 更 为 深刻 的 分 
析 . 比如 ,可 把 社会 发 展 分 为 (典型 周期 的 ) 社会 存续 、( 科 技 创新 的 ) 社会 进步 、 
(人 的 公 本 性 进化 的 ) 社会 进化 等 三 大 成 分 ， 并 在 其 A，( 不 必 是 货币 景 ) 中 析出 
相应 成 分 来 分 析 ， 这 样 可 以 对 人 类 社会 发 展 规律 作出 更 为 深刻 的 刻画 (读者 可 继 
续 作 ). 


三 、 调 和 分 析 
我 们 知道 ， 傅 里 叶 在 1807 年 将 一 个 一 般 的 连续 函数 表示 成 三 角 级 数 , 使 “ 线 
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量 ” 与 “ 角 量 ”这 对 “二 象 ”对 偶 概 念 在 级 数 意义 下 统一 起 来 了 ， 这 是 个 伟大 的 
突破 . 然后 他 又 将 欧 拉 公式 (第 三 节 、 二 ) 代入 三 角 级 数 ， 使 健 里 叶 级 数 变 成 复 
数 域 上 的 指数 形式 ,从 而 产生 了 傅 氏 变换 、 傅 氏 积 分 和 健 氏 分 析 〈 又 叫 频谱 分 析 、 
调和 分 析 ), 并 由 此 开辟 了 函数 论 上 又 一 个 广阔 的 领域 . 它 对 探索 函数 空间 的 性 
质 、 微 分 方程 解 理论 ， 并 在 数据 处 理 、 数 值 计算 上 都 是 得 力 工具 . 其 中 裙 积 变换 
和 小 波 分 析 就 是 在 此 基础 上 产生 的 有 名 的 应 用 分 支 . 鉴于 小 波 分 析 在 应 用 上 的 重 
要 性 ， 拟 作为 一 节 (下 节 ) 来 讨论 . 为 节省 篇 幅 ， 包 括 这 里 提 到 的 从 健 氏 级 数 到 
倩 氏 积分 的 思想 来 源 ， 都 将 留 到 下 节 去 交代 ， 这 里 仅 就 调和 分 析 简 单 谈 几 句 , 

调和 分 析 是 利用 傅 氏 工具 在 复数 域 上 进行 的 函数 论 研 究 ， 以 探讨 函数 空间 的 
深层 结构 . 具体 说 是 , 在 傅 氏 积分 和 传 氏 变换 基础 上 (比较 式 (8.10) 与 式 (8.20) 
即 知 ) ， 对 于 实 函数 f(x) ， 若 D(f)=R ， 则 可 把 f(x) 表示 成 简 谐 振动 (又 叫 调和 
振动 ) e* 的 迭 加 形式 


f/(2)=|  e*da() (8.10) 


来 研究 ， 其 中 a(t) 是 R 上 具有 右 连 续 且 有 有 界 变 差 ( 即 无 竖 直 渐 近 线 ) 的 复 值 函 
数 ，da(t) 表 示 f(x) 中 含有 e* 的 份量 大 小 ， 所 以 叫 它 做 权 函 数 . 

调和 分 析 之 得 名 是 因为 如 式 〈8.10) ， 对 了 的 分 析 依 赖 于 调和 振动 ee .“ 调 和 
分 析 ”与 “调和 函数 ”是 不 同 的 概念 ， 后 者 系 指 满足 拉 普 拉 斯 方程 
让 


2 
Au(x) -S++ 
1 


的 (二 阶 连续 可 导 ) 函数 u(x) .不 过 还 可 注意 到 调和 函数 u(x) 的 调和 性 与 条 件 
(1) 调和 分 析 中 能 量 有 限 条 件 : “|| dx < +eo ; 
(2) 加 速度 为 0 的 保守 系统 ; 
(3) 辛 几何 中 的 dw? =0 
等 之 间 是 有 内 在 联系 的 . 由 此 看 到 ， 调 和 函数 与 调和 分 析 的 函数 之 间 也 具有 丰富 
的 内 在 联系 . 


第 五 节 小波 分 析 基 本 认识 
小 波 分 析 (wevelete) 是 20 世纪 80 年 代 末 才 形成 的 一 门 有 关 数 据 和 信息 处 


理 的 应 用 技术 和 基础 理论 ， 被 美国 数学 会 列 为 21 世纪 振兴 美国 经 济 的 16 项 理论 
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研究 的 第 八 个 方向 . 显然 ， 在 信息 时 代 的 今天 和 明天 ， 它 的 走俏 是 必然 的 ,关于 
小 波 理论 著作 已 越 来 越 多 ， 这 里 不 可 能 作 全 面 介绍 ， 现 仅 就 一 般 书 上 未 曾 谈 及 的 
关于 阅读 小 波 理论 的 一 些 前 提 性 知识 和 思想 做 一 些 交 代 ， 以 利于 进一步 学 习 . 


一 、 傅 氏 级 数 小 史 与 实质 


1. 小 史 

傅 里 时 (Fourier， 法 ，1768 一 1830 年 ) 曾 任 高 等 工艺 学 院 教授 ， 政 府 官员 ， 
后 来 从 事 热 工 实验 ,于 1807 年 提出 ，1816 年 表述 其 思想 , 并 于 1822 年 发 表 的 “ 热 
的 解析 理论 ”等 两 篇 文章 中 正式 提出 “ 任 一 连续 函数 皆 可 表 为 三 角 函 数 级 数 ” 理 
论 . 但 遗憾 的 是 ， 自 公 之 于 世 以 来 就 一 直 受 到 数学 界 的 批评 ， 以 至 于 在 他 生命 的 
最 后 十 几 年 ， 一 直 处 于 孤立 地 为 奠定 傅 氏 级 数 的 基础 而 苦 苦 奋斗 之 中 ， 如 今 见 到 
的 傅 氏 级 数 基础 理论 基本 上 都 是 他 当初 的 个 人 成 果 . 真希 望 历史 不 要 再 出 现 这 样 
的 憾事 了 . 

傅 氏 级 数 的 发 展 可 归 为 理论 和 方法 两 个 方面 : 前 者 主要 是 傅 氏 分 析 、 调 和 分 
析 等 ; 后 者 主要 指 傅 氏 变换 、 快 速 傅 氏 变换 〈 福 积 变换 ) 和 小 波 分 析 等 . 傅 氏 工 
具 在 小波、 天线 、 光 学 和 数值 分 析 、 信 息 处 理 、 随 机 过 程 、 量 子 力学 等 科学 领域 
都 有 广泛 应 用 . 


2. 传 氏 级 数 的 思想 实质 


悉 知 直线 和 圆 是 平面 曲线 中 两 个 基本 的 “拓扑 类 ”， 但 在 及 中 它们 可 以 成 为 
一 个 等 价 类 . 因为 比如 R 中 的 圆 g(x,y) 二 x+y =1 可 通过 引入 参数 化 为 R’ 中 一 
条 无 穷 ( 非 闭 ) 螺 线 
[ie 
y=sint. 


一 般 地 ， 对 y= W(x) 和 皆 可 有 Ri 的 

| 和 

y= x(t)) = y(t) 
比如 当 取 x(f)=cost 时 ，y=#lcost) .由 此 可 见 “ 线 量 ” 和 “ 角 量 ”两 个 基本 变量 
是 可 以 转化 的 ， 只 是 要 提高 一 维 空间 ?. 事实 上 的 确 如 此 ， 比 如， 震级 数 正 是 函 
数 (包括 角 量 函数 ) 的 线 量 展开 ， 傅 氏 级 数 正 是 函数 (包括 线 量 ) 的 角 量 展开 ， 

@ 这 一 实质 也 含 于 已 述 及 的 线 量 、 角 量 间 的 无 穷 级 数 关 系 之 中 ， 
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不 过 仔细 观 之 ， 它 们 是 提高 了 空间 维 数 的 ， 这 就 是 由 无 穷 项 (无 穷 序号 ) 表现 出 


的 时 间 参 数 维 9 . 
对 于 上 述 一 般 参 数 (方程 组 ) 形式 
= X(t) 
y= 7(1) 
也 可 表 为 向 量 式 
(x,y) = (x(1), yD) eR’ 
还 可 表 为 标量 式 


Z(1) =ax() + by(1) = ep) | 
y(D) 


a,b 是 相应 “ 虚 象 ”( 对 偶 空间 ) 变量 (参数). 
同时 还 可 看 到 ， 比 如 方程 m2Z+4bZ =0 的 通 解 函数 即 有 上 述 形式 ， 即 
Z=2Z(t)= Acos(kt+9) 


= Acosgcoskt — Asingsin kt [ = 此 | 
m 


= Ccoskt+C,sinkt ”(g 为 初始 相位 ) 


加 coskt) _ x(t) 
=(G ce =(C oo] . (8.11) 


由 此 启示 我 们 ,对 于 一 般 函 数 y= f(x) ， 是 否 可 用 高 阶 的 〈8.11) 型 表 出 , 或 
说 它 是 否 可 用 x 的 三 角 浮 数 式 来 作 角 其 展开 呢 ? 


二 、/(x) 的 三 角 表 达 式 及 其 条 件 讨论 


对 于 上 上 段 末 的 问题 , 我 们 注意 到 ， 若 一 般 函 数 y= f(x) 仅 按 式 (8.11) 形式 表 
成 * 的 三 角 函 数 ， 并 未 提高 空间 维 数 ， 但 据 “ 一 ” 段 讨论 必须 提高 一 维 空间 ( 增 
加 一 个 参 变 最 ) 才 行 . 怎么 办 ?为 此 想到 比如 在 式 (8.11) 中 视 上 为 x， 另 取 诸 如 
作为 参 变量 . 为 使 式 (8.11) 中 上 为 参 变量 ， 只 要 对 大 取 无 穷 项 求 和 ， 即 可 体现 
出 上 的 参 变 量 特征 了 ， 此 即 形式 


@D 从 二 象 对 偶 观 ( 第 四 章 第 二 节 ) 也 可 见 线 量 与 角 量 间 之 实 庶 二 象 关 系 ， 秦 劳 级 数 与 付 氏 级 数 间 也 
具有 二 象 实质 . 
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f (0) = A cos(ke+g) s Ya; coske+b, sin kr (8.12) 
k=0 £=0 


显然 式 (8.12) 仅 是 猜测 性 的 结构 ， 只 是 “形式 ”上 的 三 角 级 数 ， 它 是 否 成 
立 ， 还 需要 进一步 考察 ， 

对 于 式 〈8.12) 在 什么 条 件 下 才 成 立 ， 有 三 种 情形 : 一 种 是 无 条 件 成 立 ， 显 
然 不 可 能 ; 另 一 种 是 无 论 什么 条 件 下 都 不 成 立 ， 即 说 式 (8.12) 根本 不 可 能 ; 第 
三 种 是 有 条 件 的 成 立 ， 即 只 要 找 出 适当 条 件 ， 便 可 使 (8.12) 型 展 式 成 立 . 对 于 
第 三 种 情形 ， 前 人 已 找 出 相应 条 件 : 

(1) /no 必须 在 任意 有 限 区 间 上 满足 狄 利克 雷 条 件 ， 即 最 多 只 有 有 限 个 一 类 
(跳跃 ) 间断 点 和 极 值 点 情形 . 

(2) f(x) 在 全 R 上 绝对 平方 可 积 ， 即 | |f(OF dx < tee ， 又 叫做 能 量 有 限 ， 
这 是 合 符 实际 的 ; 否则 若 实践 中 一 个 系统 的 能 量 无 限 ， 那 是 不 可 想象 的 ， 至 少 是 
不 稳定 的 、 无 法 控制 的 系统 ， 其 至 是 个 混沌 系统 . 

总 的 说 来 ，f(x) 的 三 角 级 数 展开 ,其 条 件 是 很 弱 的 ,特别 还 有 更 利于 具体 展 
开 的 规律 如 下 . 


三 、 正 交 基 与 f(x) 的 傅 氏 级 数 


1. 正 交 基 
(1) 三 角 正 交 系 . 
对 于 无 穷 组 4= {cosnx,sinnx|n=0,1,2,…} ， 因 其 满足 


T，1H=.z 关 0 


| "Cos nxcosJx dr = 
C 0, nzJ 


T, n=JA0 


三 “sinmrsin Jxdx = 
C 0, nz 


人 Pd = 2 


4 叫做 三 角 正 交 系 〈 其 中 C 为 任 一 实数 ) 

这 里 “ 正 交 系 ” 概 念 来 自 三 维 空间 (x,y,z) 中 “单位 正 交 系 "， 记 为 已 户 昌 ， 
它 有 点 乘 关 系 ， 各 元 素 自 乘 为 1、 互 乘 为 0. 推广 此 特征 正好 对 应 着 4 中 元 素 在 
任 一 个 周期 集 上 自 乘 或 互 乘 的 累加 值 特 征 . 
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注意 到 ， 比 如 {cosnx,sinnx|neR} ，{cosnx|neR} 或 {sinnx|neR} 等 皆 不 构 
成 三 角 正 交 系 . 

(2) 三 角 正 交 基 ， 

参照 4 系 和 式 〈8.12) 的 构成 ， 自 然 产生 一 个 概念 ， 即 任 一 个 满足 狭 利克 雷 
条 件 的 函数 丝 可 用 4 系 表示 出 来 ,并 仿 有 限 维 线性 空间 “ 基 ” 的 概念 而 把 4 叫做 
三 角 正 交 基 . 用 正 交 基 表 出 的 对 象 没 有 交叉 项 ， 简 单 清 爽 . 由 于 一 般 说 基 总 可 正 
交 化 ， 所 以 以 下 简称 正 交 基 为 基 . 

既然 有 “ 基 "， 就 有 空间 ， 我 们 把 所 有 能 用 4 线性 表 出 的 函数 集 叫做 函数 空 
间 ， 记 为 忌 (R) . 实则 因为 这 时 的 任 一 函数 皆 满 足 “ 二 、(2)” 之 故 . 

事实 上 ， 我们 现在 已 经 在 线性 泛 函 (至 今 通称 的 泛 函 丝线 性 泛 函 ) 内 讨论 问 
题 了 ， 而 且 我 们 所 讨论 的 去 (R) 空间 属于 希 尔 伯 特 空间 (完备 的 内 积 空 间 ， 完 备 
即 其 一 切 柯 西 序列 收敛 于 其 内 )， 也 正 是 希 氏 首先 发 现 可 用 “ 基 ” 表 示 的 函数 类 . 

亦 如 代数 中 线性 空间 理论 ， 如 果 存 在 基 必 非 唯一 ， 在 己 (R) 中 亦 如 此 ， 即 已 
得 知情 (R) 的 基 存在 且 非 唯一 : 

注意 到 在 小 波 理论 中 ， 空 间 己 (R) 的 基 的 表 出 和 基 的 非 唯 一 性 等 都 是 很 重要 
的 概念 ， 也 正 是 基 的 非 唯一 性 给 了 我 们 去 构造 符合 实践 需求 的 优越 基 的 可 能 ， 也 
葛 定 了 小 波 分 析 的 生机 . 

但 也 注意 ， 比 如 {cosnx jn=0,4…} 或 {sinnxjn=0,1,…} 也 是 正 交 系 ， 因此 也 可 
作为 正 交 基 . 但 易 见 它们 张 成 的 空间 只 能 是 忌 (R) 的 子 空间 ， 因 为 比如 这 样 的 两 
基 皆 属 忆 (R), 但 两 者 不 可 相互 表 出 , 所 以 不 能 只 取 它 们 之 任 一 组 作为 全 (R) 的 基 . 

2. f(x) 的 具体 展 成 依 氏 级 数 

， 在 前 面 作 了 思想 认识 和 具体 条 件 准备 的 基础 上 ， 现 进入 到 f(x) 的 具体 展开 ， 

这 时 还 将 遇 到 一 些 技术 性 困难 需要 克服 ， 为 此 作 如 下 由 特殊 到 一 般 的 逐步 叙述 . 

(1) 对 具有 周期 了 的 函数 f(x) 的 展开 . 

这 时 据 式 〈8.12) ， 首 先 令 


f(x) = ya cos hee+ b, sin fer (8.13) 
然后 据 正 交 基 的 性 质 来 求 出 a,b, .但 可 看 出 由 了 的 任意 性 ,7 与 三 角 函 数 的 固有 
周期 2r 不 谐 和 ， 为 了 变 成 在 7 周期 上 利用 正 交 基 的 正 交 性 ， 可 令 变 换 
x = x, w= 站 (也 叫 频 率 ) ， 并 为 方便 计 仍 记 交 为 * ， 再 注意 到 从 定义 域 尺 上 宏 
观 来 看 ， (oz) 与 f(x) 是 同一 条 曲线 ， 所 以 作为 整体 可 有 广 (z) 的 展开 式 
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万 (=》 4 coskwx +b, sink@x (8.14) 
k=0 


并 以 此 来 求 出 @,B,, 则 式 (8.14) 成 为 严格 等 式 了 . 为 此 , 分 别 用 coskwx ，sin fox 
(这 里 斩 视 为 一 定 ) 通 乘 式 《8.14) 并 在 一 个 周期 内 (比如 在 记 为 | - ,过 ] 的 周 
期 上 ) 积分 ， 右 端 只 剩 下 一 项 非 0， 即 


工 工 
记 fr(x)coskwx dx = 局 Qt cOS kowx dx 
2 2 


-as 记 Leos2korar -wa 了 
了 2 2 
所 以 
a, =7 5/ 0Dcoskor dx, (k=1,2,.…:) (8.15) 
评 
特别 地 ， 当 =0 时 有 
，_ 1 
“7|r fu 
为 使 表示 系数 的 公式 统一 ， 可 表 作 a; = 了 ， 从 而 
2 人 
mF) 
同 理 算得 
人 
及 = 二 仁太 COsinkax dz 大 =12… (8.16) 
T° 
于 是 万 (x) 的 傅 氏 级 数 具体 为 : 


f(x)= + Da, coskewx+b, sin kx 
££=. 
ai (包括 k =0) 见 (8.15) 式 ， b 见 (8.16) 式 


(2) 非 周期 函数 /(x) 的 伟 氏 级 数 . 
非 周期 即 7 一 o ， 所 以 只 须 对 /() 先 展 成 f(x) 型 的 展 式 〈8.17) ， 再 取 极 限 
lim 所 (x) 即 成 ， 为 省 篇 幅 ， 具 体 作法 见 下 段 ， 
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(8.17) 


这 里 给 出 一 图 例 . 在 图 8.4 中 人 为 原始 函数 f(x) ,无 周期 ; @ 是 按 五 周期 作 
周期 性 展开 后 的 函数 ; 图 是 将 周期 五 扩大 成 下 后 的 展开 图 形 ， 如 此 下 去 ， 当 
了 一 于 一 … 一 工时 即 得 Axz) 本 身 ， 


8.4 


问题 : 试 考察 震级 数 与 传 氏 级 数 的 异同 点 . 


四 、 傅 氏 变换 、 傅 氏 积分 及 其 基本 性 质 


1. 仿 氏 变换 与 侍 还 积分 
先 从 周期 函数 万 (x) 作 起 ， 在 式 (8.17) 中 代入 欧 拉 公式 


斌 ax ~ikwx 斌 ax 一 斌 tpx 
COS KX = ee sink@x = ° £ 
2 2i 
后 ， 得 到 
a | ~~ib oe, Qt +ib. -iu 
万 (加 = 也 + | "+ te (8.18) 
2 各 2 2 


注意 到 式 (8.18) 中 取 作 -时 有 b=-b， 再 记 b=0， 取 ke(-%,+%)， 则 式 
(8.18) 可 简化 为 


f= 之 2 WD eur - -之 ce (8.19) 
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三 


a 一 这， 


C= 7 


7 
= | ”fr (Xx)coskox—isinkox)dx 
2 


I , 
-于 六 万 GDe wdr (代入 a, 及 表达 式 而 来) 
2 


所 以 
f = a (re dx eikor = > fF f(xe ”dx eitor .2 1 
， T iw 到 k=-00 ” 了 2x 
1 己 了 一 这 ax Mox 全 1 < ikewx 了 
= 元 本 a 中 元 之 方 (ka)e eeAkaw (8.19) 
注 ; 因 有 形式 = ， 这 时 四 是 常量 , 大 是 整 变量 ， 其 增 量 Ak =1， 所 以 式 
中 有 


W=0:1= owAk = Akw, eo 
2 


天 
这 时 让 了 作为 变量 任意 增 大 ， 由 于 ko=2r7， 当 一 定时 取 7 任 意 大 , 则 kw 


可 任意 小 . 这 时 记 kw = wm 且 容易 看 出 , 它 意味 着 式 (8.19) 中 “于 ”在 任意 有 限 区 
间 内 的 项 数 得 到 任意 加 倍 ， 或 说 相应 区 间 被 任意 细 地 等 分 (等 分 区 间 长 为 
守 =w); 再 注意 到 始终 有 上 e (-o,+o) ， 因 此 据 定 积分 定义 ， 式 (8.19) 中 “ 忆 ” 


是 对 于 以 的 积分 科 ， 特 别 当 到了 -om 时 lim w 成 为 连续 变量 的 w ， 且 式 (8.19) 中 
Akw =Aw, 一 do ， 从 而 对 于 式 (8.19) ， 并 为 以 后 方便 计 ， 将 系数 进行 调整 后 ， 有 


f(x) = lim fr(x) = 专门 志 | /ea ivx 0 


(8.20) 
和 万 -=| je”dw 一 伟 氏 积分 
其 中 
j= 万/09e er 一 傅 氏 变换 (8.21) 


2. 健 氏 变换 与 侍 氏 积分 的 意义 


7 的 倩 氏 变换 广 表示 f(x) 中 属于 频率 为 @ 的 谐 波 成 分 (权重) 在 x* 轴 上 的 
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代数 累积 量 (因为 积分 是 无 穷 项 的 代数 求 和 ) ， 由 于 是 关于 振动 的 量 ， 所 以 了 是 
复 值 . 依 氏 积分 说 明 一 个 很 一 般 的 非 周 期 函数 f(x) 都 可 以 表 为 所 谓 标 准 函 数 ( 调 
和 振动 ) em 在 权 函 数 f(w) 下 作 频 率 迭 加 . 

总 之 ， 一 个 一 元 函数 f(x) 被 表 成 了 含 时 间 (x 表 时 间 意 义 ) 和 频率 中 这 样 虚 
实 二 象 的 “完全 空间 ”中 的 形式 ， 其 技巧 是 令 人 惊异 的 .由 此 还 可 窃 知 ， 这 一 表 
达 形 式 上 的 转换 非 同 小 可 ， 它 给 f(x) 的 研究 带 来 了 大 大 的 生机 . 

3. 傅 氏 变换 与 傅 氏 积分 的 性 质 

(1) 线性 性 : 


全 CCD+gCoD)e dr= f(0)+é(0) 
(2) 对 称 性 : 


Hw= | fe 


/= [fodo 


(3) 时 间 尺 度 x、 频 率 尺度 多 可 变 : 如 上 述 过程 ， 可 对 x,w 作 伸缩 变换 ( 取 

系数 ) . 
(4) 但 x,wm 《时 - 频 ) 不 能 平移 : 不 能 作 《〈+ ，- 量 的 ) 平移 变换 . 
4. 传 氏 变换 与 传 氏 积分 的 缺点 


今天 看 来 式 (8.20) 及 式 (8.21) 是 有 缺点 的 ， 主 要 是 : 

(1) x 上 缘 只 能 在 (-oo,+%) 上 变 ， 不 具有 局 部 性 ， 无 法 用 来 对 (x) 作 局 部 处 理 . 

(2) 不 能 给 出 一 般 空间 2(R) (pz#2) 上 “无 条 件 基 ”( 因 一 般 只 能 属于 
Banach 空间 (完备 赋 范 空间 )， 比 H- 空 间 弱 ) . 

总 之 ， 产 生 这 些 缺 点 的 一 个 根本 原因 是 它 的 正 交 基 不 理想 ， 根 据 基 的 非 唯一 
性 , 可 能 并 琶 须 寻找 一 个 好 的 新 基 . 换 甸 话说, 需要 寻找 一 个 好 的 新 基 和 新 变换 ， 
以 克服 上 述 缺 点 ， 统 一 叫做 “小 波 变换 ”. 


五 、 小 波 变 换 基本 发 展 过 程 


小 波 变换 是 目前 有 关 方 面 流行 书籍 上 常 有 的 内 容 ， 限 于 篇 幅 和 本 书 使 命 不 能 
详 谈 ， 这 里 仅 从 简略 述 〈 依 历史 顺序 ) 
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1. 傅 氏 变换 
改 记 为 
Ho- 4 = le da-(7c0e ) (8.22) 


一 ! 1 iwx ix 
1CO=7 /= ils/ do (Efe) 
其 中 “(,)” 为 内 积 符号 ， 
2. Harr 小 波 变换 


Harr 于 1909 年 首次 提出 小 波 和 正 交 基 概念 ， 并 提出 时 - 频 的 伸缩 和 平移 思想 ， 
更 建立 了 一 套 了 -变换 如 下 : 
先 给 出 H- 母 函数 为 


1, xze|o 
2 
h(x)= | 一 1， xs 人 
2 
0,， xE[0,]] 
显然 有 ,h(x)dx =0, 所 以 h(x) 是 谐 波 . 同时 h(x) 有 所 谓 “ 紧 支 集 ” [0,1], 因此 h(x) 


是 小 波 〔 在 局 部 区 域 上 建立 的 谐 波 ). 
再 用 h(x) 构造 正 交 系 为 {h(x-5b),be R} ， 则 Vf e D(R) ， 有 H- 变 换 : 


Bf = J fx-b)dr 


f= hx-b)db 


但 毕竟 这 还 是 “第 一 架 飞机 "， 不 可 指望 它 完 善 ， 亦 即 H- 变 换 仍 有 若干 缺点 ， 不 
满足 需求 ， 以 致 长 期 无 人 问津 . 


3. Gabor 窗口 变换 
1946 年 Gabor 提出 了 个 G- 变 换 ， 记 为 


Gsf =| /0)8(x-b)e dx | f00)8,,(x)dx 
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太 =| .GoJgCc-Derdpdb 


其 中 g(x) 叫做 窗口 函数 , 它 具 有 了 时 - 频 局 部 分 析 性 , 但 形成 不 了 志 的 正 交 基 ， 
所 以 仍 不 理想 . 


4. Meger 小 波 变换 
1986 年 Meger 提出 M- 变 换 : 对 Vfe 了， 若 有 hx) ， 其 傅 氏 变换 为 Ao) ， 满 


足 “ 接 纳 条 件 ” oa eho, 则 有 M- 变 换 


四 


i 去 避 圳 (2) 


Wif (a,b) = /Oh | 
专 丰 


“| dadb 


ja= le Dol 
= 天 wf Ca, bY sdadb 


其 中 如 ,为 小 波 标准 函数 ， 相 应 于 式 (8.22) 中 标准 肖 数 e”“. 比如 取 a,b 为 正 整 
数 m,n 时 即 可 构造 出 一 个 小 波 基 


= |m [3 h(as”x—nb,) 


这 里 |a,| 了 决定 了 振幅 的 可 变性 ，a;"x 项 决定 了 时 - 频 伸缩 性 ，-nb, 表示 平移 性 . 

小 波 变换 的 关键 是 构造 母 小 波 函 数 h(x) , 从 而 产生 基 {h(x)|m,ne 如 再 产生 
变换 式 . M- 变 换 虽 然 是 成 功 的 ， 但 不 足 之 处 也 有 两 点 : 一 是 不 能 给 别人 一 种 构造 
小 波 函数 的 规范 模式 ， 不 利 推广 ; 二 是 未 能 形成 具体 算法 ， 也 不 利 推广 . 因此 小 
波 分 析 之 热 还 不 是 由 M- 变 换 掀起 的 . 

5. 多 尺度 分 析 

1989 年 Meger 和 Mallat 分 别提 出 了 多 尺度 分 析 ， 归 结 起 来 主要 有 两 点 贡献 
一 个 是 给 出 了 小 波 分 析 快速 算法 ， 叫 做 Mallat 塔 式 算法 ; 另 一 个 是 提出 了 “规范 
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( 范 数 皆 1 的 ) 正 交 基 ”{h, } 概念 ， 即 满足 


)- 人 下 _ 0, 广 关 万 或 后 关 记 
(hi nah hh R2 Aik hi J 1, 万 = 万， k =k, 


由 此 ， 若 全 (R) 中 能 构造 出 规范 正 交 基 扫 ,} ， 则 YA e 了 ， 必 有 多 尺度 变换 
GAELOE DA 


其 中 及 具有 很 好 的 时 - 频 局 部 性 . 

多 尺度 分 析 的 基本 思想 是 在 全 (R) 中 找 出 一 列 满足 (前 述 ) 5 条 要 求 的 子 空间 
套 信 }， 把 它 叫 做 忆 的 多 尺度 通 近 ， 进 而 对 每 个 VV 构造 出 规范 正 交 基 ， 再 构造 出 
人 5} 的 尺度 函数 的 “频率 响应 函数 ”和 “传递 函数 ( 共 思 滤 波 器 )”, 从 而 求 出 世 (R) 
的 规范 正 交 基 即 成 . | 

尽管 Mallat 塔 氏 算法 简单 ， 由 于 未 给 出 多 尺度 分 析 基 本 过 程 的 形式 语言 ， 难 
以 具体 叙述 ， 兹 免 . 作为 一 个 应 用 例 ， 现 转述 一 个 用 小 波 变换 进行 图 像 压 缩 的 编 
码 流程 图 如 下 : 

具体 步 又 是 : 

(1) 用 Mallat 塔 形 算法 将 图 像 分 解 为 亮度 、 水 平 边缘 、 紧 直 边 缘 、 对 角 边 缘 
等 分 量 ; 

(2) 根据 需要 对 四 个 子 图 作出 不 同 策略 的 编码 处 理 ; 

(3) 解码 ; 

(4) 逆 变 换 ， 还 原 成 原 图 像 ( 见 图 8.5) . 


去 高 频 成 分 
阐 值 量化 
Huffman 编码 


边缘 
子 图 像 


高 频 DCT 加 


图 8.5 


流溢 党 今 
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第 六 节 ”周期 力学 


我 们 看 到 ， 周 期 数学 的 应 用 性 是 十 分 强 的 ， 即 使 其 中 理论 性 很 强 的 部 分 如 复 
分 析 、 调 和 分 析 等 也 是 直接 为 着 应 用 的 理论 基础 . 特别 地 ， 周 期 数学 更 与 力学 的 
关系 最 为 密切 ， 这 是 因为 力学 中 有 关 振 动 、 弹 性 、 波 动 、 信 息 等 理论 和 应 用 十 分 
丰富 ， 这 些 都 属于 直接 的 “周期 ”理论 . 


一 、 振 动 理论 认识 


振动 是 弹性 物质 受到 瞬时 力 或 说 突 发 力 后 产生 的 一 种 回复 现象 ， 这 时 物质 将 
改变 原始 形态 而 相对 于 原 有 平衡 位 置 作 来 回 运动 ， 因 此 振动 与 弹性 是 分 不 开 的 . 
严格 说 没有 突 发 力 产生 不 了 振动 ， 没 有 弹性 也 产生 不 了 振动 . 

如 今 振动 概念 已 大 大 推广 ， 除 了 经 典 的 丰富 而 复杂 的 机 械 振动 外 ， 还 有 自然 
振动 、 电 磁 振 动 (振荡 ) 和 非 物质 振动 等 .自然 振动 如 天 体 的 运动 状态 、 量 子 世 
界 基 本 粒子 的 运动 状态 和 地 震 等 等 . 这 是 天 然 的 运动 状态 ,可 以 认识 它 、 利 用 它 、 
防 避 它 ， 但 至 少 目前 还 谈 不 上 创造 或 改造 它 . 至 于 电磁 振动 ， 诸 如 电子 振荡 器 ， 
交流 电 回路 的 种 种 振荡 等 等 ， 电磁 振荡 中 既 有 人 工 制作 的 类 型 也 有 自然 的 类 型 . 

上 述 这些 皆 属 物质 对 象 的 振动 问题 . 至 于 非 物质 对 象 的 振动 现象 也 不 少 ， 诸 
如 一 个 新 闻 振 动 了 社会 、 经 济 上 的 周期 振动 、 市 场 上 的 弹性 振动 ， 乃 至 生活 中 的 
振奋 、 振 兴 、 振 作 等 等 概念 此 属于 此 . 

总 之 ， 不管 是 振动 理论 还 是 振动 技术 都 是 为 着 人 类 认识 自然 、 掌 握 自然 、 利 
用 自然 的 ， 最 终 是 为 着 人 类 谋 福利 的 . 

但 有 一 点 ， 这 里 所 说 “振动 ”是 以 时 间作 为 自 变量 的 一 种 运动 ， 这 是 与 下 段 
“波动 ”的 本 质 区 别 之 一 . 关于 物质 对 象 的 振动 理论 和 模型 研究 ， 历 史 悠久 ,已 较 
成 熟 , 著作 也 多 , 可 以 说 它 与 常 微 分 方程 定性 理论 和 一 般 动力 系统 理论 是 一 家 子 ， 
读者 已 较 熟 悉 ， 现 作为 一 例 仅 给 出 一 个 市 场 振动 模型 如 下 : 

例 4 一 类 商品 短缺 所 引起 的 市 场 振动 模型 《参见 《应 用 数学 与 力学 >》，12 
(1997)). 

设 市 场 经 济 系统 为 (P,C) ，P 为 价格 空间 ，Q 为 商品 空间 ( (P,G) 是 含 共 斩 二 
象 的 完全 空间 ) ， 再 记 需 求 向 量 为 刀 = (入 ,Di ， 供 给 向 量 为 $=(5,,…,S), DD， 
SeC ， 再 设 商品 间 有 弹性 蔡 代 关系 ， 记 己 为 第 i 商品 对 j 商品 的 弹性 替代 系数 ， 
则 在 某 一 瞬时 〈 一 次 短缺 ) 作用 下 ， 该 市 场 开始 振动 ， 其 振动 过 程 〈 记 为 后 } ) 
如 下 〈 先 给 出 前 几 步 图 示 然 后 给 出 说 明 ) : 
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(1+ Api /pi)S, 
0 (1+ Ap;/ p,)$, 


(1 + Ap: /pi)S, 


Si S$» Sk 
S1+ a aia au 
aa S$, + 4a, 0 
Gil aia Si+ Qt 
S) S$2 入 撞 Sk 
(1 + Ap? / p1)S, 0 
0 (1+ Ap;/p,)S, 
0 0 (1+Ap: /pi)S, 


(1+ Ap? /pi)S, 
0 (1+ Api/ Pp3)S, 


0 (1l+ Ap /DejsSx 


其 中 五 表示 供需 均衡 的 正常 情形 . 

五 表示 : 某 周 期 中 需求 突 增 至 D' ， 从 而 产生 暂时 短缺 ,市 场 受 到 一 个 突 发 力 
作用 . 由 于 D'=5+AS,， 据 市 场 经 济 特征 ， 这 时 商家 将 作出 相应 的 提 价 反应 ， 以 
使 pjD'=(p; +Api)S,， 所 以 

D’=(1+Api/p,)S, 

五 表示 : 五 中 超 需 求 量 AS, 不 可 能 完全 由 5 来 供给 ， 于 是 在 提 价 A 之 反 作 
用 下 由 商品 间 弹 性 蔡 代 关系 将 AS, = (Ap; /p,)S; 按 b=(bi,b,,…,bi) 的 比例 自然 地 
“分 流 ( 传 播 )” 到 其 他 商品 去 购买 ， 这 就 是 户 中 矩阵 形式 . 其 中 有 


1 k 
a bs, db, =1, (C=1,2,.,k) 


5 5 
i j= 


五 表示 : 经 三 的 自然 分 流 后 ，5, 列 向 量 为 对 5 的 新 的 需求 向 量 (第 二 次 振 
动 )， 它 等 价 于 D 的 新 需求 


大 
S,+ Ya, 5,+AS! 
j=1 


据 五 的 理由 这 时 5, 商 家 作出 新 的 喊 价 p, + Ap? ， 使 得 
8 +AS =(1+Ap? /p,)s, 

所 同 拟 理 ， 忆 中 5 的 超 需 部 分 (Ap?/p)S, =AS? 自然 地 按 b 中 各 分 量 的 比例 
分 流传 播 ) 给 其 他 商品 去 购买 ， 此 时 为 的 分 布 状态 ， 亦 即 a? =6b,(Ap?/p,)s,. 

如 此 类 推 即 得 序列 {FF},i=1,2,…. 

容易 证 明 { 瑟 } 是 个 离散 动力 系统 ， 并 且 可 证 明 它 等 价 于 一 个 经 典 的 振动 方程 
(本 章 式 (8.3)) ， 还 能 得 到 它 的 更 多 性 质 〈 兹 免 见 记 ) 

二 、 波 动 理论 认识 

1. 概念 及 特性 认识 

波 与 振动 也 密 不 可 分 ， 因 为 波 是 振动 的 传播 形式 ， 或 一 般 地 说 波 是 能 量 传输 
的 “一 种 ”基本 形式 . 所 谓 “一 种 ”是 因为 ， 如 今 能 量 的 概念 很 广泛 ， 能 量 的 形 
式 也 很 多 ， 其 传输 方式 自然 非 唯 一 ， 显 然 介 观 世 界 表现 出 的 能 量 ， 其 基本 形式 只 
有 动能 和 势能 两 种 〈 当 然 不 能 把 能 量 与 油 、 煤 、 水 利 等 “能 源 ” 相 混 ) ， 但 从 能 量 
的 物质 特征 来 讲 ， 却 有 很 多 种 ， 诸 如 机 械 能 、 电 能 、 热 能 、 光 能 和 物质 能 等 .后 
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者 是 根据 爱 因 斯 坦 方程 已 = C?m ， 说 明 物 质 本 身 就 是 能 量 ， 包 括 电 、 光 、 热 等 场 
物质 亦 然 . 特别 地 ， 如 今 还 认识 到 作为 非 物 质 的 “信息 ”也 是 一 种 能 量 ， 它 不 同 
于 传递 信息 的 电 、 声 、 光 等 能 量 本 身 ， 而 是 来 得 更 为 抽象 . 

对 于 所 有 这 些 能 量 形式 , 它们 的 一 个 重要 传输 方式 就 是 通过 “ 波 ”, 这 种 波 或 
者 由 介质 的 振动 产生 ， 或 者 是 能 量 自身 的 场 辐射 .不 同 能 量 的 传播 波 ， 其 波幅 、 
波 频 有 所 不 同 . 波 频 低 者 即 为 通常 的 波 ; 波 频 高 者 ， 可 叫做 射线 ， 这 时 成 了 波 和 
射线 二 象 匹 拟 的 状态 ， 如 光线 、 热 辐射 和 高 频 电磁 波 等 . 

波动 理论 在 科技 实践 中 不 可 谓 不 重要 . 从 经 典 意义 讲 ， 波 可 以 传播 扩散 能 
量 ， 以 减轻 机 械 冲 击 的 振动 ， 减 轻 地 震中 心 的 破坏 . 不 敢 想 象 ， 如 果 客 观 世 界 没 
有 了 “ 波 ， 那 是 何等 的 可 怕 ， 又 是 何等 的 不 方便 ， 因 为 特别 在 近 现 代 以 来 ， 人 类 
利用 波 来 传递 信息 已 达到 如 此 密切 的 地 步 . 以 致 可 以 说 离开 了 波 就 没有 了 我 们 的 
现代 化 ， 

“ 波 ” 还 有 两 个 特点 : 一 个 是 它 在 传输 过 程 中 能 量 损耗 很 小 . 另 一 个 是 , 来自 
不 同 振 动 源 的 两 个 波 在 同一 传播 空间 中 ， 尽 管 在 经 历 点 其 波幅 (振幅 ) 会 迭 加 ， 
但 两 波 的 能 量 是 各 自 独立 的 . 例如 ， 对 起 自 水 波 问题 的 有 名 的 KdV- 方 程 : 


到 十 UL tu =0 


一 个 多 世纪 来 的 丰富 研究 表明 在 多 种 波 〈 包 括 电 磁 波 ) 上 都 有 上 述 特性 . 典型 的 
有 如 孤立 波 (solitong) 等 . 

这 些 表明 构成 波 的 因素 不 只 是 个 (一 维 的 ) 能 量 值 问题 ， 至 少 还 有 时 、 频 和 
方向 等 因素 . 也 正 是 波 的 这 些 特 性 为 现代 信息 传播 和 通信 和 带 来 了 极 大 好 处 . 

关于 波 的 理论 ， 其 历史 较 之 振动 理论 要 来 得 上 晚 一 些 ， 尽 管 波 与 振动 的 关系 是 
密切 的 ， 但 其 理论 特征 有 和 较 大 的 不 同 . 一般 说 振动 系统 仅 以 时 间 t 作为 自 变量 来 
讨论 ,或 说 是 作为 质点 (在 原 地 作 非 传播 式 ) 的 运动 ， 至 少 在 介 观 意义 下 的 振动 
理论 主要 属 常 微 分 方程 、 动 力 系统 领域 ， 而 波动 理论 一 般 是 多 元 的 ， 不 仅 以 上 为 
自 变 量 而 且 主要 属 (如 下 的 ) 偏 微分 方程 领域 . 

2. 偏 微分 方程 小 议 

偏 微分 方程 发 展 的 历史 较 短 , 在 20 世纪 上 半 叶 才 形 成 学 科 , 且 发 展 较 慢 . 直 
到 今天 ， 通 常 所 说 “ 偏 微分 方程 论 ”( 简 称 “ 偏 微 ") 仍然 仅 指 作为 大 学 生 基础 课 
的 《“ 偏 微分 方程 论 >， 又 叫做 《数理 方程 论 》. 这 是 因为 “ 偏 微 ” 讨 论 的 主要 内 容 
是 多 元 二 阶 微分 方程 ， 这 种 方程 主要 是 以 物理 力学 作为 背景 提出 来 的 或 更 一 般 地 
说 成 是 物理 空间 玉 x7 内 提出 的 实际 问题 ， 主 要 可 归结 为 三 大 类 型 的 偏 微 分 方程 
模型 . 
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(1) 热传导 方程 : 


d 0 0 0 2 
侍 =< (+ ee y,2)2aAut+F (8.23) 
其 中 下 是 控制 项 ， 当 FF =0 则 成 为 齐 次 热传导 方程 . 顾名思义 ， 式 (8.23) 是 典型 
的 热能 传播 的 数学 模型 , 数学 上 又 叫做 “抛物 型 方程 ”. 这 是 根据 其 “特征 多 项 式 ” 
来 定 的 . 因为 对 于 典型 方程 (8.23) ， 它 正好 类 似 于 代数 的 抛物 面 方程 
u=ax +by +cz +d， 于 是 可 简单 地 以 此 来 帮助 我 们 记忆 该 方程 类 型 . 
(2) 波动 方程 : 

Du _ ou Ou .ou 
更 “4 a 


下 的 含义 同 式 (8.22). 应 当 说 明 ， 波 动 方程 是 比较 复杂 的 ， 因 为 它 至 少 可 以 分 为 
弦 振 动 (一 维 )、 膜 振动 (二 维 )、 空间 振动 (三 维 ) 等 三 种 类 型 . 实际 上 模型 (8.24) 
是 十 分 典型 的 “声学 方程 ” (三维 振 动 ). 比如 声 振动 中 的 声 压 、 介 质 密度 、 速 度 
势 等 指标 量 皆 满足 此 方程 .至 于 膜 振 动 模型 ， 则 形 如 


+ Fendt eutF (8.24) 


Ou Ou Ou 
更 = =a | 宫 : 久 jr y) (8.25) 
F(x,y) 系 强迫 项 或 叫 控制 项 ， 当 下 =0 则 成 为 齐 次 型 问题 . 最 后 ， 弦 振动 模型 为 
Ou ,Ou 
+P0) (8.26) 


波动 方程 在 数学 上 又 叫做 双 曲 型 方程 ， 与 式 (8.22) 的 解释 同 理 ， 也 可 简单 
地 比喻 为 它 类 似 于 代数 的 双 曲 型 方程 已-(ar +b +cz)=F. 


(3) 调和 方程 . 
有 两 种 类 型 : 
az pz 6 
As t+ B27 “0 一 拉 兽 拉 斯 方程 : (8.27) 
0? Ou Ou 
Ar = tt 3 = F072) 泊 松 方程 (8.28) 


已 经 知道 ， 这 是 研究 调和 函数 的 典型 模型 . 调和 函数 论 既 是 分 析 学 中 一 个 重 
要 分 支 学 科 ， 又 是 具有 广泛 应 用 的 一 个 函数 类 ， 诸 如 流体 力学 、 温 度 场 研究 等 ， 
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可 以 说 一 切 能 量 有 限 的 场合 都 有 它 的 用 处 .这 是 因为 我 们 曾 说 过 ， 调 和 函数 与 加 
速度 为 0 的 场合 、 能 量 有 限 的 场合 、( 流 形 理论 中 ) 保守 场 及 外 微分 形式 dw? =0 的 
场合 等 都 有 内 在 联系 . 的 确 ， 如 果 赋 予 它们 不 同 的 定 解 条 件 ， 即 可 以 产生 出 多 种 
类 型 的 问题 来 ， 诸 如 狄 利克 雷 问 题 、 拉 普 拉 斯 外 问题 、 牛 曼 问 题 等 . 

调和 方程 又 叫 椭圆 方程 ， 其 得 名 原理 同上 . 

最 后 应 当 谈 到 ， 式 (8.23) ~(8.28) 中 ， 昌 说 只 有 式 (8.24) 一 (8.27) 叫 波动 方 
程 ， 但 显然 它们 研究 的 也 都 是 具有 波 实 质 的 问题 ， 特 别 是 都 有 关于 周期 阔 数 、 复 
域 上 函数 的 研究 等 .此 外 应 当 特别 谈 到 ， 偏 微分 方程 或 说 数理 方程 的 理论 和 应 用 
前 景 是 十 分 可 观 的 ， 特 别 对 于 “ 场 ”类 对 象 的 研究 少不了 它 ， 但 也 需要 看 到 它 的 
困难 性 . 

正 由 于 其 困难 性 ， 该 门 学 科 的 形成 才 比 较 晚 . 也 因为 其 困难 性 ， 至 今 还 在 二 
阶 偏 微 方程 领域 奋斗 ， 甚 至 可 以 看 到 ， 今 后 相当 长 时 间 内 ， 也 许 “ 偏 微 ” 理 论 主 
要 的 还 将 在 二 阶 领 域 奋斗 . 同时 ,“ 偏 微 ”问题 总 要 化 为 “ 定 解 问题 ”来 解 (上 述 
方程 附 上 边 值 条 件 ， 初 始 条 件 或 初 边 值 条 件 等 条 件 之 一 即 形成 定 解 问题 )， 而 不 
是 求 “ 通 解 "， 其 原因 之 一 也 在 于 “ 偏 微 ”的 困难 性 . 
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第 九 章 ”数学 按 其 描述 特征 
的 几 种 类 型 认识 


第 一 节 ”确定 性 数学 


“确定 性 数学 ”又 叫 必然 数学 ， 这 一 提 法 是 相对 于 “不 确定 性 数学 ”〈 即 随机 
数学 和 模糊 数学 ) 来 说 的 ， 因 此 这 种 提 法 产生 于 现代 . 确定 性 数学 即 不 确定 数学 
以 外 的 数学 全 部 ， 从 古 至 今 它 部 是 数学 的 主体 ， 也 是 本 书 的 绝对 主要 内 容 ， 所 以 
本 节 自 然 不 可 能 对 其 作出 全 面 评 价 ， 仪 就 前 面 未 曾 正 面谈 及 的 确定 性 数学 中 “ 数 
值 性 ”和 “分 析 性 ”两 个 方面 特征 作 一 简 述 . 


一 、 连 续 数 学 与 离散 数学 


1. 连续 数学 

连续 数学 是 具有 “分 析 性 ”的 数学 范畴 . 这 是 在 17 世纪 初 笛 卡 儿 发 明 “坐标 
系 ” 以 后 迅速 兴起 的 数学 领域 ， 是 当今 数学 最 为 活跃 的 方面 ， 可 谓 “ 大 半边 天 ” 
了 . 在 本 书 中 也 体现 为 这 样 ， 因 此 在 这 里 只 需 作 如 下 略 略 提 及 即 可 : 

(1) 连续 数学 的 基本 概念 , 主要 是 “ 邻 域 ” 和 “极限 ”, 其 次 是 “函数 ”和 “ 连 
续 ”， 简单 说 函数 的 “连续 ”是 : 对 应 于 定义 域 (D) 内 自 变 量 (x) 的 任 一 取 值 
(xeD)， 如 果 它 的 函数 值 ( f(x) ) 确定 ， 则 必 存 在 一 个 邻 域 (N(x)c D ) 使 得 在 
其 内 函数 值 给 确定 量 必 能 任意 靠近 这 一 函数 值 f(x) . 

从 其 所 属 “ 数 域 ” 来 看 ， 连 续 数 学 所 属 的 是 连续 统 域 ( 实 R" 或 复 C"); 离散 
数学 所 属 的 是 有 理 数 域 〈 实 尺 或 复 C7 ) . 

(2) 连续 数学 的 基本 手段 ,也 叫 基本 方法 , 那 就 是 “ 微 积分 ”"， 至少 具有 微 积 
分 的 实质 . 

(3) 连续 数学 的 基本 特征 ， 此 即 (在 坐标 系 下 ~”) 几何 空间 的 直观 形象 性 强 ， 
这 更 能 体现 (数学 定义 语 )“ 数 与 形 的 结合 "， 更 能 提升 分 析 的 层次 ， 


@ 虽说 “点 集 拓 扑 学 ”可 以 不 直接 依赖 于 坐标 系 ， 但 本 质 上 仍 少 不 了 坐标 系 的 空间 思想 . 
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因此 把 这 一 连续 数学 领域 叫做 “数学 分 析 ” 领 域 ， 简 称 分 析 学 领域 . 


2. 离散 数学 

这 一 来 即 明 白 了 ， 所谓 “离散 数学 ”, 简单 说 就 是 非 分 析 学 的 数学 领域 , 或 即 
以 孤立 的 (点 式 ) 数值 或 孤立 事物 ( 集 ) 作为 研究 对 象 的 数学 范畴 . 其 基本 特点 
是 不 依赖 坐标 系 ， 不 需要 邻 域 概念 ， 是 建立 在 有 理 数 域 ( 或 C") 上 的 ， 因 此 
说 它 具 有 “数值 性 ”"、“ 离 散 性 ”. 

“离散 数学 ”可 分 为 “基础 理论 ”和 “计算 方法 ”这 样 两 大 类 型 : 

前 者 《基础 理论 型 离散 数学 ) 主要 有 代数 学 、 数 论 、 组 合 数学 、 图 论 、 数 值 
分 析 学 、 数 理 统计 学 以 及 数理 逻辑 学 等 . 这 些 学 科 的 特点 是 不 仅 具 有 离散 性 特征 ， 
而 且 是 直接 作为 后 者 (计算 方法 ) 的 理论 基础 . 特别 地 ， 由 此 特点 亦 可 见 ， 第 三 
节 将 讨论 的 “离散 动力 系统 ” 虽 亦 涉及 “离散 ” 却 不 应 属于 离散 数学 范畴 . 

后 者 (计算 方法 型 离散 数学 ) 是 建立 在 前 者 基础 上 的 所 谓 “ 硬 ” 数 学 ， 不 仅 
要 (理论 地 ) 创建 出 方法 ， 而 且 要 能 实地 运作 ， 作 出 “ 数 ” 地 实现 . 具体 说 ， 作 
为 “ 硬 ” 数 学 的 “计算 方法 ”， 可 分 为 数值 数学 、 数 据 数学 、 数 码 数学 三 个 方面 来 
认识 . 

(1) 数值 数学 . 顾名思义 ， 这 是 离散 数学 中 以 数 “ 值 ”或 叫 数 “ 量 ”为 核心 
对 象 和 目标 的 学 科 范 畴 ， 系 研究 数值 的 计算 方法 和 数值 的 具体 获得 . 

由 于 “数值 性 ”是 离散 数学 的 基本 特征 ， 所 以 在 坐标 系 诞生 前 “数值 数学 ” 
便 是 数学 的 全 部 内 容 . 这 不 仅 在 算术 、 初 等 数论 和 “文字 代数 ”方面 如 此 ， 而 且 
在 三 角 函 数 方面 也 如 此 . 即使 当时 以 点 、 线 、 圆 为 基本 对 象 的 欧 几 里 得 几何 学 也 
是 这 样 的 ， 这 点 不 必 歼 述 . 

在 坐标 系 诞生 后 ， 虽 然 数学 的 主要 特点 是 “分 析 学 ”进而 导致 数值 数学 的 地 
位 有 所 减弱 ， 但 出 于 “ 数 ” 在 数学 中 的 基本 地 位 ， 它 仍 在 发 展 . 

特别 在 19 世纪 后 半 叶 以 来 ， 由 于 应 用 数学 的 崛起 和 (20 世纪 中 叶 ) 计算 机 
科学 的 迅速 发 展 使 得 数值 数学 更 着 生机 . 

这 是 因为 ， 一 方面 “应 用 数学 ”的 最 终 成 果 一 般 都 将 归 为 “数值 ”的 实现 ; 
另 一 方面 ， 一 切 数学 课题 只 有 “数值 化 ”了 才能 上 机 ， 而 一 旦 能 上 机 将 远 远 强 于 
人 力 . 所 以 这 时 即使 连续 数学 也 在 离散 化 、 数 值 化 ， 以 充分 利用 计算 机 工具 ， 比 
如 数值 分 析 学 、 数 值 计算 方法 乃至 “机 器 证 明 论 ”等 学 科 就 是 这 样 产生 的 . 前 两 
者 主要 是 针对 连续 数学 如 微分 方程 等 ， 以 构建 数值 方法 (用 泛 函 等 观点 探索 数值 
方法 的 步 长 、 速 度 、 收 敛 性 、 复 杂 性 等 ), 或 做 技术 性 (近似 ) 求解 . 后 者 待 见 下 
段 例 . 

(2) 数据 数学 . 这 是 以 “数据 组 ”( 或 叫 数据 集 ， 简称 数据 ) 为 研究 对 象 的 学 
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科 范 畴 ,这 时 已 不 在 乎 个 别 的 数 “ 值 ”， 而 是 在 于 (数据 集 ) 整体 中 含 存 的 “信息 ” 
获取 . 它 的 数据 来 自 历史 记载 、 现 场 获取 或 网 络 获 得 . 

特别 在 现代 ,诸如 金融 数据 、 网 络 数据 的 数量 之 大 已 成 为 数据 " 库 ”、 数 据 “ 矿 ”、 
数据 “海洋 ”， 需要 完成 的 是 它们 的 数据 处 理 、 数 据 开 发 、 数 据 挖 据 等 ,研究 越 来 
越 深 入 . 

数据 可 归 为 “无 序数 据 ” 和 “有 序数 据 ” 两 大 类 ， 且 各 类 数据 的 处 理 方法 有 
较 大 差异 . 处 理 前 者 的 基本 工具 典型 地 属于 统计 学 〈 见 第 四 节 ); 处 理 后 者 的 工具 
常常 是 在 统计 学 基础 上 还 要 根据 问题 特点 ， 结 合 其 他 有 关 学 科 知 识 . 比如 已 较 流 
行 的 “时 序 分 析 ” 就 是 如 此 . 特别 如 “粗糙 集 分 析 ， 其 运算 虽然 简单 ， 但 其 中 各 . 
种 “关系 ” 似 显 复杂 . 不 过 这 时 若 用 “二 象 ” 观 和 甜 阵 式 去 区 分 和 描述 它们 ， 即 
会 显得 更 容易 把 握 其 实质 、 理 顺 其 思路 了 . 关于 “有 序数 据 ", 续 见 “第 三 节 、 一 ”. 

在 现代 ， 数 据 数学 是 归属 于 计算 机 科学 的 〈 续 见 “ 二 ” 段 ) . 

(3) 数码 数学 . 这 是 把 数字 仅 作 为 一 种 符号 来 用 的 数学 ， 它 既 不 在 乎 其 〈 作 
为 ) “数值 ”的 量 ， 也 不 在 乎 其 〈 作 为 ) “数据 ”的 内 池 信 息 ， 而 是 人 为 地 赋予 “ 数 
码 ” 以 新 的 信息 . 换 句 话说 ， 是 要 让 数码 来 携带 制作 者 需要 它 传递 的 信息 〈 而 不 
是 像 数据 数学 那样 去 探索 数据 中 客观 含 存 的 信息 ). 我们 把 这 样 的 数学 叫做 数 
码 数学 . 

显然 ， 数 码 数学 应 包括 组 合 数学 、 编 码 译 码 学 、 通 信 信 息 学 、 模 拟 仿真 学 、 
图 像 信息 学 、 网 络 信息 学 等 . 

数码 数学 是 归属 于 信息 科学 的 , 或 说 是 等 价 于 信息 数学 的 ( 续 见 下 段 “二 2”). 

数码 数学 是 RR, 的 子 集 上 的 数学 ，R, 的 稠密 性 给 了 它 及 其 信息 科学 充分 的 活力 . 


二 、 计 算 机 数学 与 信息 科学 


1. 计算 机 数学 
所 谓 “ 计 算 机 数学 ”， 原 则 上 是 围绕 计算 机 科学 软件 、 硬 件 (二 象 )》 中 “ 软 ” 
象 所 需要 的 数学 . 出 于 计算 机 科学 的 强大 生机 ， 它 吸引 了 (或 说 扩展 到 ) 越 来 越 
多 数学 学 科 ， 包 括 基 础 理论 的 、 方 法 构建 的 、 程 序 设计 与 软件 编制 的 等 .这样 形 
成 的 学 科 群 叫做 “计算 机 数学 ”， 可 以 说 “计算 机 数学 ”范畴 已 敌 盖 了 离散 数学 . 
计算 机 数学 的 发 展 ， 一 方面 是 往 连 续 数学 渗透 ， 诸 如 数值 分 析 、 数 值 解法 、 
数值 通 近 〈 误 差分 析 ) 等 学 科 即 具有 这 一 特色 . 另 一 方面 是 使 原来 薄弱 的 方法 因 
计算 机 而 壮大 成 为 学 科 . 比如 已 成 独立 学 科 的 “有 限 元 法 ”, 虽然 其 概念 早已 提出 ， 
但 只 是 因为 有 了 计算 机 才 形 成 独立 学 科 的 . 又 如 计算 方法 中 的 神经 网 络 、 遗 传 算 
法 、 仿 真 计算 以 及 种 种 软件 开发 、 软 件 工程 、 数 据 库 知识 、 专 家 智能 等 的 深入 都 
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得 益 于 计算 机 的 激励 . 特别 地 ， 现 例 述 一 门 也 是 属于 计算 机 数学 的 、 中 国人 创立 
的 全 新 学 科 . 

例 机 器 证 明 论 . 其 思想 可 追溯 到 纯 数学 家 在 图 灵 思 想 基础 上 于 20 世纪 上 半 
叶 提 出 来 的 , 到 1950 年 ( 美 ) 进一步 提出 了 几何 定理 的 机 器 证 明 (代数 化 ) 思想 ， 
但 此 后 25 年 没什么 进展 .还 是 中 国 科学 院 吴 文 俊 院 士 于 20 世纪 70 年 代打 破 了 这 
一 僵局 ,创造 了 Wu-Ritt 特征 集 方 法 ， 简 称 “Wu 法 ”， 从 而 使 几何 的 机 器 证 明 形 
成 一 门 可 归于 “计算 机 数学 ”的 新 的 学 科 分 支 ?. 特别 自 20 世纪 80 年 代 末 张 景 
中 院士 和 杨 路 教授 介入 该 学 科 以 来 ， 先 后 又 提出 了 作为 机 器 证 明 论 基础 理论 的 求 
解 非 线 性 代数 方程 组 的 WE 方法 、WR 方法 、Dixon 结 式 法 ， 以 及 几何 定理 机 器 
证 明 的 WRsolve 法 、 数 值 并 行 法 、 例 证 法 等 ， 特 别 还 有 结合 张 氏 过 去 提出 的 “ 面 
限 法 ”与 “ 消 点 法 ”而 形成 革命 性 发 展 的 “几何 定理 可 读 证 明 方 法 ”以 及 杨 氏 的 
“ 非 欧 几何 可 读 证 明 ”、“ 几 何不 等 式 机 器 证 明 ” 等 系列 成 果 , 大 大 推动 了 该 学 科 的 
迅速 发 展 . 

机 器 证 明 学 科 能 在 中 国 得 到 领先 性 的 发 展 ， 再 次 说 明了 “中 国 数学 ”具有 的 
数值 方法 传统 特征 〈 构 造 性 数学 ) ， 并 继续 得 到 了 发 扬 光 大 . 

2. 信息 数学 

信息 数学 系 指 信息 科学 “ 软 ” 的 部 分 ， 它 以 计算 机 为 工具 ， 研 究 以 数码 为 载 
体 的 信息 设计 与 运作 规律 ， 包 括 信息 的 编制 、 存 取 、 转 换 、 传 输 、 获 取 、 交 流 、 
控制 等 过 程 中 的 数学 理论 ， 主 要 用 于 通讯 、 遥 控 以 及 仿生 、 图 像 等 学 科 领 域 . 

由 于 “21 世纪 是 信息 的 世纪 ”,“ 网 络 已 发 展 成 “网 络 社会 ”一 实在 社会 的 
虚拟 象 "， 因 此 信息 科学 必 将 有 更 大 发 展 ， 相 应 的 “信息 数学 ”必然 大 有 前 途 . 其 
相关 著作 将 越 来 越 多 ， 这 里 只 需 强调 几 点 : 

(1) 信息 数学 理应 属于 计算 机 数学 ， 但 因 信息 科学 已 从 计算 机 科学 中 独立 出 
来 ， 所 以 信息 数学 也 成 为 独立 的 方面 . 

(2) 信息 数学 等 价 于 数码 数学 ， 这 就 是 “一 、2 (3)” 谈 到 的 内 容 . 

(3) 信息 数学 是 有 理 数 集 ( R ) 上 的 数学 . 这 不 仅 因为 〈 各 种 进 制 的 ) 数码 
能 表示 任 一 〈( 实 ) 有 限 维 空间 所 有 有 理 点 ， 而 且 能 表示 “多 元 数 ” 空 间 所 有 有 理 
点 《注意 到 比如 “二 元 数 ”( 复 数 ) 的 特征 是 能 实现 旋转 ， 则 一 般 “ 多 元 数 ”( 在 
不 要 求 构成 “ 数 域 ”时 , 也 可 有 “三 元 数 ” 等 ) 可 实现 多 向 的 旋转 性 . 但 比如 ( 作 
为 相对 论 基 础 的 ) “闵可夫 斯 基 (时 - 空 ) 空间 ”形式 上 虽 是 4 维 , 但 实质 上 是 “ 虚 、 
实 二 元 ”的 ， 仅 其 时 间 维 是 虚 的 ， 其 他 三 维 是 实 的 ).“ 多 元 数 ” 是 在 比如 作 复 杂 
的 图 像 处 理 时 (需要 多 向 旋转 、 仿 射 等 ) 的 需要 . 


QD 吴 文 俊 也 因此 获得 2001 年 中 国 国务 院 颁发 的 唯一 两 项 自然 科学 特等 奖 奖 项 之 一 . 
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(4) 信息 数学 中 基本 运算 仍然 是 加 、 乘 〈 及 其 逆 运 算 ) ， 或 说 是 线性 数学 ， 不 
过 多 是 高 阶 和 矩阵 形式 的 线性 问题 . 
以 上 属 离散 数学 内 容 ， 下 面 的 属 分析 数 学 . 


三 、 分 析 数 学 1 : 数学 分 析 的 发 展 


1. 小 序 


“分 析 数 学 ”也 叫 “ 分 析 学 ”， 是 以 微 积分 方法 为 基本 手段 、 以 连续 对 象 为 基 
本 用 场 的 数学 领域 ， 也 是 相对 于 “数值 数学 ”来 的 一 种 提 法 . 本 质 上 它 也 是 数值 
数学 基础 上 深化 和 抽象 而 成 的 . 

* 分 析 数 学 产生 于 如 下 三 大 突破 : 

第 一 个 突破 是 根本 性 突破 ， 此 即 笛 卡 儿 坐标 系 概念 的 诞生 ， 由 此 产生 了 函数 
概念 . 正 是 笛 卡 儿 坐 标 系 概念 使 人 类 对 “ 数 ” 的 本 质 认 识 得 到 了 深化 ， 从 而 使 数 
学 变 “ 活 ”了 ,产生 了 函数 ， 并 从 此 对 “ 数 ” 的 认识 与 对 函数 的 认识 相辅相成 、 
继续 深化 ， 其 中 对 函数 认识 的 深化 则 产生 了 第 二 个 突破 . 

第 二 个 突破 是 重大 突破 ， 诞 生 了 微 积分 学 ， 从 而 产生 了 数学 分 析 也 叫 分 析 数 
学 . 如 今 “ 微 积分 学 ”的 理论 与 方法 皆 已 可 谓 成 熟 ， 运 用 十 分 广泛 、 灵 便 ， 被 淮 
为 算术 化 了 的 方法 . 微 积 分 也 对 整个 现代 数学 产生 着 深刻 影响 . 

第 三 个 突破 是 重要 突破 ， 此 即 发 生 自 19 世纪 的 集合 论 、 实 数理 论 、 极 限 论 、 
非 欧 几何 和 群 论 等 系列 大 事件 所 掀起 的 数学 “爆炸 ”性 发 展 ， 从 而 产生 了 “现代 
数学 ”. 今天 容易 看 出 , 在 现代 数学 的 丰富 内 容 中 , 基本 上 都 是 受 微 积分 学 影响 或 
由 微 积分 学 直接 发 展 成 的 结果 ， 把 这 样 的 数学 内 容 叫做 分 析 数 学 . 若 允 许 浪漫 ， 
也 可 以 说 ， 分 析 数 学 是 在 具有 代数 结构 的 现代 数学 土壤 中 ， 由 数学 分 析 与 实数 理 
论 共同 培育 出 来 的 艳丽 奇 散 . 那么， 作为 分 析 数 学 基础 的 代数 学 及 实数 论 业 已 谈 
及 ， 现 着 重 就 “微分 学 ”与 “积分 学 ”概念 及 其 发 展 作 一 正面 认识 . 

* 如 今 已 能 清晰 看 出 ,，“ 分 析 数 学 ”的 发 展 态势 可 归 为 从 “ 数 ”、“ 动 "、“ 形 ” 
三 个 方面 的 迅速 发 展 .“ 数 ” 系 指 直接 对 函数 作 分 析 ， 这 是 本 段 的 重点 ;“ 动 ” 系 
指 在 函数 中 引入 时 间 变 量 或 直接 对 时 间 函 数 作 分析 ， 是 以 下 三 节 的 重点 ， 其 中 典 
型 的 是 “动力 系统 ” 论 ;“ 形 ” 系 指 直接 在 空间 形式 ( 流 形 ) 上 作 分 析 ， 即 “大 范 
围 分 析 (现代 几何 学 ) ， 待 见 第 十 章 第 三 节 ， 


2. 微分 概念 的 发 展 


经 典 微 分 学 (牛顿 - 莱 布 尼 获 微分 ) 对 于 刻画 实 值 函数 的 局 部 结构 特征 ， 取 得 
了 极 好 的 成 功 ， 并 获得 了 “算术 化 ”的 工效 ， 因 此 很 快 在 函数 论 及 其 一 切 分 支 领 
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域 中 被 移植 、 引 申 、 推 广 和 应 用 ， 以 致 今天 不 仅 在 涉及 函数 论 的 所 有 领域 都 建立 
了 相应 的 微分 概念 ， 同 时 即使 非 函 数论 领域 、 非 光滑 对 象 上 也 有 了 微分 学 的 席位 . 

比如 数论 ， 如 果 说 代数 数论 还 颇 有 函数 味 ， 那 里 有 着 诸如 代数 族 上 微分 形式 
等 尚 属 正常 ， 那 么 其 初等 数论 中 多 处 用 到 微分 积分 工具 〈 如 素数 理论 、 密 率 问 题 
等 ) 就 不 容易 了 . 

又 ， 如 果 说 代数 学 上 有 Abel 微分 ，lie 代数 上 有 微分 Lie 代数 ， 尚 属 自然 ， 
那么 群 论 中 的 微分 表示 、Maurer-Cartan 微分 形式 等 则 属 不 容易 了 . 事实 上 ， 微 分 
概念 在 诸如 组 合 数学 中 、 数 值 分 析 中 、 优 化 分 析 中 都 有 它 的 用 场 ， 更 不 用 说 微分 
概念 在 几何 学 、 微 分 方程 论 、 复 变 函 数论 ， 特 别 是 省 函 理论 中 的 广泛 应 用 了 . 

例如 变 分 、 差 分 、 绝 对 微分 〈 共 变 微分 、 联 络 ) 、 外 微分 〈 格 拉 斯 曼 微分 )、 
次 微分 、 微 分 包含 、Frechet 微分 、Galeaux 微分 、 微 分 算 子 、 拟 微分 算 子 、 微 分 
流 形 、 微 分 拓扑 、 微 分 动力 系统 ， 以 及 Schwartz 导数 、Dini 导数 、 近 似 导 数 〈 关 
于 集 函 数 的 ) 等 ， 都 是 经 典 微分 概念 的 直接 引申 、 应 用 而 创造 出 的 新 的 微分 概念 
情形 ,至 于 对 经 典 微分 学 作 平 行 移植 、 引 用 或 直接 套用 的 情形 ， 那 就 更 数不胜数 了 . 

最 后 作为 例 示 ， 给 出 几 种 重要 的 微分 概念 . 

绝对 微分 : 简单 说 即 满足 

(1) D(s,+s,)= Ds, +Ds,; 

(2) D(9s)= oDs +Do®s 
的 D 算 子 叫做 绝对 微分 ， 其 中 * 为 纤维 从 上 截 痕 ，@ 表 示 张 量 积 . 

Frechet 微分 : 设 X,Y 了 是 赋 范 线性 空间 ，U: 针 一 Y，VYxe 针 ， 若 3du(x) ， 使 


得 
| [UGx+ A) -UC -du() Hl 
i 二 


1m 
局 -0 


则 叫 x 在 x 处 天 可 微 ， 这 里 因为 增 量 ，| 表 范 数 ， 
外 微分 : n 维 流 形 M 上 + 次 外 微分 形式 是 光滑 反 称 + 阶 协 变 张 量 场 (概念 
见 第 四 章 第 一 节 )，VYVp e M ， 有 微分 形式 


Op = | > Qj (p) A dx’ )， 和 人 .…A 人 (dx ), 
则 有 w, 的 外 微分 : 
(dow)， =- (dz ), A(dx’), A:…A(dx’), 
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3. 积分 概念 的 发 展 
积分 与 微分 是 互 逆 运 算 ， 因 而 凡是 有 微分 概念 之 处 ， 原 则 上 都 可 以 产生 相应 
的 积分 概念 . 由 此 不 难 理解 ， 积 分 概念 及 其 引申 、 推 广 、 应 用 也 是 十 分 广泛 的 ， 
仍然 可 以 说 几乎 遍布 各 个 学 科 和 分 支 领域 . 下 面 举 出 一 些 例子 以 说 明之 ， 
积分 学 中 最 为 重要 的 “积分 ”概念 有 两 个 : 第 一 个 重要 积分 概念 是 Riemann 
积分 (R- 积 分 ) . 这 是 在 求 “ 曲 边 梯 形 面 积 ” 这 一 几何 直观 思想 上 建立 起 来 的 , 也 
是 大 家 最 为 熟悉 的 ， 包 括 R- 重 积分 、R- 曲 线 积分 、R- 曲 面积 分 和 反常 积分 等 .之 
所 以 叫 Riemamn 积分 而 不 叫 牛 顿 - 莱 布 尼 茨 积分 ,是 因为 ( 约 200 年 后 的 )Riemann 
引入 了 Riemann 和 概念 ， 并 给 出 了 积分 概念 严格 的 形式 化 表述 . 第 二 个 重要 积分 
念 是 Lebesgue 积分 (L- 积 分 ). 这 是 在 测度 意义 上 建立 起 来 的 ， 系 由 
Riemann-Stieltjes 积分 演变 而 来 . 后 者 (S- 积 分 ) 具有 | f(x)de(x) 形式 ， 已 非 “ 面 


积 ” 思想 了 ， 其 应 用 也 很 广 ， 比 如 ， 在 概率 论 上 5- 积 分 即 用 得 很 频繁 . 此 外 ， 要 
数 傅 氏 分 析 中 的 积分 了 . 诸如 傅 里 叶 积分 、Dirichlet 积分 、Poisson 积分 等 ， 还 有 
复 变 函数 论 中 的 Cauchy 积分 、Villat 积分 、 留 数 积分 ， 以 及 复 域 上 代数 函数 的 
Abel 积分 、 调 和 积分 等 . 最 后 ， 不 能 不 举 到 泛 函 分 析 中 的 抽象 积分 ， 诸 如 关于 代 
数 拓扑 学 的 Birkhoff 积分 、 盖 尔 范 德 -Pottis 积分 、Bochner 积分 等 ， 以 及 基于 序 
关系 的 Dawiel-Stone 积分 、Banach 积分 、Donford 积分 等 . 

同样 的 ， 以 上 只 举 到 建立 了 新 概念 和 新 公式 的 例子 ， 至 于 通常 仅 用 到 积分 思 
想 和 积分 方法 的 地 方 那 就 更 数不胜数 了 . 比如 ， 积 分 几何 学 ( 群 论 领域 ) 和 种 种 
概率 积分 以 及 奇异 积分 算 子 等 都 是 对 积分 思想 广泛 的 直接 引用 . 

作为 一 例 ， 现 就 R- 积 分 -积分 概念 作 一 比较 ( 见 表 9.1) . 

表 9.1 


y=/(7): 定义 中 、 
[6.6] | 积分 形式 :| 人 守 计 ， 人 定义 中 
[4,8] 求 和 公式 
为 [加 i 
fodx | 上 有 办 了 四 [95] | 天- 多 
分 着 各 


注 2 
0<S$-s<A(B-h) 
4 = max(yin 一 六 ) 


注 : (1 ) 已 述 及 ,一 个 集合 的 可 测 概念 系 推广 度量 学 中 测 长 度 、 体 积 的 思想 而 来 ， 形 
式 化 表述 为 ， 对 度量 对 象 ( 几何 集合 ， 记 为 上)， 定 义 一 个 包含 上 且 辟 可 度量 的 外 谱 套 序 
列 {D} 和 一 个 被 元 包含 且 臂 可 度量 的 内 显 套 序列 {4d,} ,车 {DD,}, {41} 的 度量 序列 避 有 极限 且 
极限 值 相同 ( 记 为 尼 )， 则 说 工 可 测 ， 其 测度 值 为 上 ， 记 为 mL = 上 .那么 定义 在 EE 上 的 
可 测 函 数 f 系 指 ， 集 合 玉 可 测 且 Va e R 有 子 集 E(f >a) 也 可 测 . 

(2) 集合 ec[a,b]， 有 e=f7([y4,yiw]) ， 这 里 区 间 [y,yin]c[4,B8] ， 如 图 9.1 所 示 
中 避 为 [yi,yiw] 在 原 象 上 [a,] 的 相应 子 集 ( 见 图 9.1 中 x 上 5 个 小 段 ) 之 并 ， 其 中 me 即 
[4,V4n] 的 原 象 集 之 测度 值 . 


4. 函数 理论 的 发 展 

随 着 19 世纪 晚期 数学 上 产生 的 “爆炸 ”性 发 展 , 关于 函数 的 研究 在 经 典 微 积 
分 学 基础 上 也 产生 了 爆炸 性 发 展 ， 很 快 形成 了 如 下 几 大 方面 的 理论 领域 . 

(1) 实 变 函 数论 ， 简 称 函 数论 或 叫 实 函 ， 主 要 研究 测度 论 和 可 测 函 数 、 可 积 
函数 的 特征 以 及 函数 逼近 论 〈 宏 级 数论 ) 、 郑 数 构造 论 、 特 殊 函 数论 等 . 

(2) 傅 氏 分 析 ， 在 复数 表示 的 傅 氏 级 数 基础 上 研究 函数 ， 其 理论 领域 主要 是 
调和 分 析 ， 还 有 其 应 用 性 基础 理论 如 小 波 分 析 、 快 速 什 氏 积分 ( 裙 积 变换 ) 等 . 

(3) 复 变 函数 ， 主 要 因为 复数 的 旋转 性 和 周期 性 引起 复 变 函数 的 “多 叶 ” 人 性 
和 “Riemann 面 ”特征 等 ， 构 成 了 它 在 微 积 分 学 上 的 研究 特征 及 其 变换 后 产生 的 
特有 的 “ 保 角 性 ”、 不 变性 分 析 等 . 此 外 即 20 世纪 70 年 代 发 展 起 来 的 多 复 变 函数 
论 ， 虽然 复杂 但 正 是 研究 “复杂 性 ”的 需要 . 

(4) 泛 函 分 析 ， 已 谈 及 ， 至 今 泛 函 分 析 的 主体 仍 在 “线性 ”阶段 ， 也 叫 线性 
泛 函 ， 主 要 研究 各 种 线性 的 函数 空间 特征 和 函数 空间 上 的 (线性 ) 算 子 理论 ( 进 
一 步 的 参见 十 章 第 三 节 、 五 ). 此 外 便 是 非 线 性 泛 函 . 虽说 是 非 线 性 泛 函 ， 它 的 主 
要 特征 并 不 是 线性 泛 函 的 直接 推广 ， 它 的 研究 任务 也 与 线性 泛 函 迎 异 . 比如 它 主 
要 研究 奇 点 理论 ， 诸 如 不 动 点 理论 、 临 界 点 理论 、 均 衡 点 (平衡 点 ) 理论 、 极 值 
理论 乃至 优化 理论 等 都 是 它 的 基本 领域 .而 表现 它们 特征 的 一 个 重要 概念 则 是 ( 进 
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一 步 提 升 成 的 ) 拓扑 度 或 映 象 度 、 育 点 指数 等 . 

也 已 提 到 泛 函 概念 (的 确 很 “ 泛 ”) 离 我 们 是 很 近 的 ， 比 如 管理 学 、 经 济 学 万 
至 社会 生活 中 广泛 存在 的 度量 、 评 价 和 政策 实施 、 运 作 等 一 般 都 具有 泛 函 实质 . 

(5) 函数 方程 解 理论 ， 也 属于 函数 理论 . 从 大 类 讲 “ 方 程 ”只 有 两 大 类 : 一 
类 是 含 数值 解 的 方程 ， 叫 做 数值 方程 ， 主 要 有 代数 方程 、 超 越 方程 等 ; 另 一 类 是 
含 函 数 解 的 方程 ， 叫 做 函数 方程 ， 主 要 是 各 类 微分 方程 、 积 分 方程 ， 也 有 一 般 函 
数 方程 ， 如 Schr6der 方程 f(x))= ch(x) 等 . 关于 函数 方程 ， 可 分 为 解 的 “解析 理 
论 ”( 和 震级 数 展 式 的 解 理论 )、 解 的 “和 迭代 理论 ”( 和 迭代 收敛 函数 ) 和 解 的 “几何 理 
论 ”( 定 性 理论 ) 等 ， 比 如 第 八 章 中 谈 到 的 动力 系统 的 周期 解 分 析 ， 即 属 解 的 几何 
理论 . 

(6) 拓扑 学 . 现代 拓扑 学 ， 包括 点 集 拓扑 (又 叫 一 般 拓扑 )、 组 合 拓扑 、 代 数 
拓扑 和 微分 拓扑 ， 且 都 已 成 为 多 学 科比 如 代数 、 泛 函 、 几 何 、 流 形 和 微 积分 等 ) 
的 交叉 与 综合 了 . 那么 其 中 的 “函数 ”成 分 即 表 明了 它 的 函数 论 特征 ， 

此 外 还 有 诸如 代数 函数 论 、 数 论 函 数论 、 解 析 数 论 等 也 都 是 函数 理论 的 用 场 . 

最 后 看 到 ， 似 乎 我 们 从 “分 析 学 ”出 发 又 牵动 了 整个 数学 体系 .然而 过 去 也 
曾 看 到 ， 从 “代数 学 ”上 亦 能 串 起 整个 数学 ， 从 “实数 ”出 发 也 能 串 起 整个 数学 ， 
从 “几何 学 ”上 、“ 和 集合 论 、 上 、“ 函 数论 ”上 …… 似 乎 都 能 串 起 整个 数学 .这 是 
为 什么 ” 究 其 原因 主要 在 于 数学 体系 已 构成 一 个 复杂 、 午 密 的 网 络 ， 特 别 是 ， 越 
走向 现代 的 每 个 数学 分 支 和 方向 ， 就 越 与 其 他 学 科 分 支 和 方向 有 着 广泛 、 深 层 的 
相互 参透 ， 也 就 越 能 “ 奉 其 任 一 发 而 动 其 全 身 ”. 尽管 从 主体 上 说 仍然 可 见 , 数学 
的 基本 结构 还 是 那 颗 参 天 大 “ 树 ” 也 罢 〈 见 拙 著 《 数 学 纵横 . 


四 、 分 析 数 学 [ : 数学 推理 方法 的 发 展 


1. 公式 推理 


公式 推理 即 用 公式 来 推理 ， 又 叫 公式 推演 、 公 式 推导 ， 这 是 数学 中 最 为 经 典 
的 方法 ， 也 是 今天 十 分 基本 的 、 有 效 的 “ 硬 ” 方 法 . 用 公式 来 推理 主要 有 数值 演 
算 、 等 式 推 演 和 不 等 式 推导 三 种 基本 形式 . 这 三 种 基本 形式 ， 也 体现 了 “公式 推 
理 ” 的 逐步 发 展 过 程 ， 它 们 一 个 比 一 个 范畴 更 广 、 更 深刻 . 比如 前 者 属于 算术 式 
的 演算 ; 次 者 则 是 关于 变量 的 逻辑 推演 ; 特别 是 后 者 〈 不 等 式 推 导 )， 它 与 等 式 之 
间 的 差异 更 是 空间 维 数 上 的 差异 ， 比 如 n 维 空间 (n 个 变量 ) 上 的 不 等 式 或 不 等 
式 组 所 决定 的 有 效 区 域 仍 是 维 的 ， 而 n 维 空 间 上 的 等 式 ( 即 其 解 空间 〉 至 少 需 
要 降低 一 维 ， 一般 的 ,i (<n) 个 这 样 的 无关) 等 式 将 降低 i 维 . 
不 过 如 果 数 学 完全 被 局 限于 公式 的 推理 ， 这 对 数学 的 发 展 也 是 十 分 不 利 的 ， 
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因而 还 有 下 面 的 几 种 情况 : 

2. 概念 推理 

概念 推理 的 原意 即 根据 定义 (包括 公理 ) 来 推理 . 这 是 希 尔 伯 特 发 展 起 来 的 
(简称 希 氏 证 明 法 )， 这 时 已 不 一 定 完全 采用 等 式 或 不 等 式 方式 (可 叫做 “ 夹 叙 夹 
议 ” 的 、“ 半 定量 ”的 )， 推 出 的 也 不 一 定 是 公式 性 结论 ， 而 可 以 是 一 般 的 定理 ， 

用 定义 来 推理 的 进一步 发 展 则 是 根据 定理 来 推出 定理 ， 并 且 (如 第 二 章 第 二 
节 述 及 ) 我 们 在 高 等 数学 中 也 已 得 到 这 样 的 经 验 , 常常 能 用 定理 来 证 明 的 结论 ( 包 
括 定理 、 引 理 、 推 论 、 性 质 、 命 题 等 ) ， 总 能 最 终 地 用 有 关 定 义 来 证 明 . 但 是 也 存 
在 ， 凡 能 用 定理 来 证 明 的 结论 ， 如 果 (退回 去 ) 从 定义 出 发 去 证 明 ， 常 常 更 难 、 
更 繁 . 用 定理 来 做 证 明 的 一 个 共通 渠道 是 能 把 问题 化 归 为 某 个 定理 的 条 件 ， 从 而 
援 用 相应 定理 作出 结论 ， 这 种 例子 在 微 积分 学 中 随处 可 见 . 

概念 推理 的 男 一 类 特征 是 ， 采 用 已 有 的 原理 和 方法 .比如 反 证 法 和 归纳 法 都 
是 十 分 有 效 、 应 用 十 分 广泛 的 使 用 方法 . 此 外 诸如 箱 箱 原理 、 择 一 原理 (交集 中 
的 元 素 必 属 其 中 某 一 集 )、 构 造 原理 之 类 的 “原理 ”? 在 证 明定 理 时 也 是 常常 可 能 
用 到 的 手段 或 工具 . 

特别 是 构造 性 证 明 ( 亦 属 概念 推理 ), 被 认为 是 “ 硬 ”方法 , 容易 使 人 信服 . 比 
如 哥 德 尔 的 两 个 不 完全 性 定理 即 采 用 了 构造 性 证 明 方 法 , 这 也 是 以 Brower 为 首 
的 实证 主义 学 派 推崇 的 方法 .遗憾 的 是 数学 中 不 是 所 有 定理 都 能 用 此 方法 ， 所 以 
说 真 要 局 限于 用 构造 证 明 方法 ， 也 是 会 扼 制 数学 发 展 的 . 


3. 合 情 推理 

在 第 一 章 第 一 节 已 谈 及 ， 这 是 波 利 亚 于 其 著作 《数学 中 的 合 情 推理 》 中 提出 
来 的 ， 与 其 说 是 他 提出 来 的 ， 不 如 说 是 他 总 结 出 来 的 . 因为 这 已 是 数学 研究 中 通 
常 使 用 的 一 种 方式 ， 特 别 是 数学 家 在 思维 创造 、 归 纳 猜想 过 程 中 ， 自 党 不 自觉 地 
都 在 作 “ 合 情 推理 ”, 也 叫做 “ 似 真 推理 ”、“ 探 索性 演绎 ”、“ 归 纳 与 演绎 并 用 ”等 . 

合 情 推 理 的 基本 格式 是 ， 首 先 给 出 一 个 猜想 ， 然 后 通过 种 种 方式 找 出 理由 去 
证 实 (或 证 明 ， 至 少 要 说 明 ) 增强 或 否定 其 猜想 的 合理 性 . 这 样 的 过 程 叫做 合 情 
推理 过 程 . 通常 一 个 数学 结论 之 得 来 ， 最 初 往往 都 要 经 过 这 一 合 情 推 理 过 程 . 这 
就 是 波 利 亚 的 名 言 “ 数 学 是 猜 出 来 的 ”原理 所 在 ， 也 是 人 们 普遍 接受 这 一 名 言 的 
原理 所 在 . - 

合 情 推 理 也 是 模糊 逻辑 中 一 种 推理 方法 . 在 那里 它 被 总 结 成 归纳 推理 、 拓 广 
推理 、 类 比 推理 、 逆 向 推理 、 是 否 推 理 、 常 识 推理 等 多 种 模式 .本质 上 说 来 ， 这 


(D“ 原 理 ” 这 一 概念 十 分 广泛 ， 在 科研 中 常用 ,值得 推荐 . 
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些 模式 无 非 我 们 通常 作 合 情 推理 时 ， 自 然 采用 的 思维 方式 被 有 心 人 归纳 、 整 理 、 总 
结 而 成 . 

总 之 ， 合 情 推 理 虽 不 是 得 到 数学 结论 的 最 后 手段 ， 却 也 是 数学 发 现 的 前 期 过 
程 . 正如 爱 因 斯 坦 说 “提出 问题 比 解决 问题 更 重要 ”, 创造 与 发 现在 数学 研究 中 一 
样 重要 . 因此 说 合 情 推 理 修 养 特 别 在 研究 的 初创 阶段 是 大 显 神威 的 时 候 ， 我 们 应 
该 对 它 产生 意识 ， 从 而 有 意识 地 去 培养 和 运用 合 情 推 理 . 


第 二 节 时 间 数 学 I: 4 变量 数学 与 动力 系统 


上 帝 总 让 时 间 的 帷幕 徐徐 拉 开 ， 而 人 迫不及待 的 人 类 总 想 撩 一 捧 ， 试 图 看 得 远 
一 点 ， 时 间 数 学 也 许 就 是 这 样 发 生 的 . 

“时 间 数 学 ”一 词 系 推广 微分 拓扑 名 家 、 数 理 经 济 学 名 家 、 菲 尔 兹 奖 得 主 
S.Smale 的 书 名 《The Mathematics of Time》 而 来 ， 该 书 仅 谈 到 动力 系统 ， 我 们 这 
里 需要 来 得 更 宽 、 更 全 面 一 点 . 


一 、 序 : 时 间 变 量 与 时 间 函 数 

1. 时 间 是 特殊 变量 

第 四 章 已 痰 到 ， 时 间 是 随 (牛顿 》 空间 一 起 在 “大 爆炸 ”产生 物质 宇宙 的 同 
时 即 已 产生 的 客观 世界 的 运动 属性 或 说 一 种 物质 表象 ; 相对 于 物质 宇宙 的 固有 运 
动 来 ， 它 是 匀速 的 ， 同 时 是 单 向 的 ， 具 体 说 是 单 增 的 ， 因 而 从 代数 意义 讲 它 是 个 
典型 的 Abel 半 群 . 把 上 作为 自 变量 讨论 是 拉 普 拉 斯 第 一 个 从 力学 角度 引入 的 . 

在 牛顿 时 -空中 , 时 间 的 变 域 是 正 实 轴 (te R, )， 但 在 相对 论 时 一 空中 它 是 可 
以 为 负 的 ， 甚 至 成 为 复 域 上 问题 . 

2. 时 间 函 数 的 特征 

从 函数 意义 讲 ， 以 时 间 上 为 变量 的 函数 (时 间 函 数 ) 是 一 种 特殊 的 函数 〔 注 
意 不 能 说 “特殊 函数 ”, 因为 特殊 函数 是 一 类 特有 的 函数 名 称 ， 所 以 这 里 说 成 特殊 
“的 ”函数 ) ， 它 在 时 -空空 间 上 的 图 像 〈 仍 为 曲线 ) 是 单 值 的 、 无 回转 〈 无 负 向 ) 
的 ， 且 对 应 着 物质 运动 . 但 从 实际 运动 讲 ， 时 间 函 数 不 会 有 其 真正 的 间断 、 发 散 
等 奇异 性 ， 而 运动 轨迹 总 是 连续 的 、 有 界 的 ， 即 使 最 高 频 的 脉冲 也 如 此 . 因此 尽 
管 一 般 函 数 可 能 有 种 种 间断 情形 ， 然 而 作为 时 间 函 数 至 少 不 必 关心 它 的 间断 情形 ， 
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最 多 只 有 变化 率 的 陡 组 问题. 

19 世纪 数学 力学 家 柯 娃 列 夫 斯 基 卡 妍 还 巧妙 地 引入 虚 时 间 VY-t ， 从 而 改进 了 
欧 拉 和 拉 格 朗 日 在 理论 力学 上 的 一 项 重要 成 果 (可惜 她 40 岁 时 死 于 一 场 感冒 ) 

此 外 ， 一 般 来 说 时 间 函 数 的 定义 域 (时 间 区 间 ) 是 无 限 的 ， 作 有 限 情形 的 讨 
论 常常 是 人 为 的 处 理 . 

特别 地 , 通常 人 们 考虑 最 多 的 问题 (包括 专业 的 和 生活 上 的 ), 多 是 以 时 间 为 
自 变量 的 ， 因 此 对 “时 间 数 学 ”的 特征 考察 ， 特 别 作为 “数理 思维 ”是 更 具 意义 
的 . 
3. 时 间 数 学 的 共通 使 命 

时 间 数 学 的 共通 使 命 就 是 ， 利 用 时 间 和 时 间 函 数 的 特性 ， 以 及 时 间 函 数 的 实 
际 意 义 ， 从 有 限 去 表现 无 穷 、 从 过 去 去 探知 未 来 . 总 的 说 ， 时 间 数 学 的 共通 使 命 
即 在 于 描述 过 去 、 预 知 未 来 . 


二 、 连 续 时 间 数 学 


1. 经 典 常 微分 方程 到 连续 动力 系统 
常 微分 方程 总 是 单 自 变量 的 ， 一 般 讨 论 的 是 其 现代 形式 〈H- 形 式 ， 概 念 见 第 
五 节 、 二 ): 


全 -Jo (9.1) 


这 里 yeR", n 可 为 任 一 有 界 自然 数 , 但 只 能 xe R (一 维 ). 此 外 , 之 所 以 说 式 (9.1) 
是 一 般 形式 ， 那 是 因为 任 一 高 阶 线 性 常 微分 方程 皆 能 化 为 一 阶 线性 常 微分 方程 组 
(9.1) 的 形式 [ 例 见 第 八 章 式 (8.4)]. 为 方便 叙述 ， 下 面 仅 就 上 =1 来 讨论 . 这 时 
在 式 〈9.1) 中 ，_f(y,?) 的 定义 域 可 以 是 有 限 的 ， 且 其 解 曲 线 可 能 有 回转 .例如 
dy 本 
x 7 (9.2) 
的 解 , 皆 知 为 六 +x =c*( 圆 族 ), 所 以 在 这 种 情况 下 x 不 可 能 代表 时 间 . 事实 上 ， 
即使 从 形式 看 ， 其 解 函 数 也 不 满足 “一 、2” 中 时 间 函 数 性 质 . 
可 是 对 于 式 《9.1)， 总 可 以 化 为 对 时 间 t 的 (运动 ) 系统 ， 这 是 因为 
由 -由 /ds _ /0,7) 
de dd /DT (9.3) 


从 而 可 表 为 
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Po C9.4) 


x=1 
车 式 (9.3) 中 f(y,) 为 分 式 ( 设 为 Vy,x)/9(y,x))， 则 可 化 为 一 般 形式 
| (9.5) 
X= p(y,X) 
显然 式 (9.4) 或 式 (9.5) 都 是 对 于 时 间 的 微分 系统 ， 把 自 变 量 为 时 间 的 微分 方 
程 叫做 连续 动力 系统 或 叫 经 典 动力 系统 〈H- 形 式 ) . 
对 于 连续 动力 系统 , 其 解 (时 间 的 函数 ) 即 不 会 在 时 -空空 间 里 回转 循环 了 (但 
可 以 是 周期 函数 ) ， 比 如 式 〈9.2) 化 为 (9.5) 形式 ， 则 成 为 
E> (9.6) 
计 =y 
由 此 可 见 式 (9.1) 或 (9.2) 正 是 式 (9.5) 或 式 (9.6) 在 其 相 空间 里 的 表示 . 比 
如 为 要 在 时 空空 间 里 解 出 式 (9.6)， 可 引入 参数 变换 x=sint ，y=cost ， 而 直接 
得 出 解 
(x,y)=(sint+c,cost+c,) 


特别 地 ， 把 式 (9.3)~(9.5) 之 类 方程 右 端 不 显 含 自 变量 的 动力 系统 ， 叫 做 自 
治 (动力 ) 系统 ， 简 称 自治 系统 . 其 特点 是 其 解 曲 线 仅 由 初始 点 《初始 条 件 ) 决 
定 ， 中 途 不 会 随 ! 的 改变 而 改变 解 的 函数 结构 . 这 所 与 系统 式 (9.1) 和 式 (9.2) 
不 同 ， 式 (9.1) 和 式 (9.2) 右 端 是 显 含 自 变量 的 ， 因 而 其 解 曲 线 不 只 取决 于 初 
始点 ， 即 使 其 自 变 量 x 改 作 时 间 t 也 不 能 叫 它 动 力 系 统 , 而 只 能 叫做 “ 非 自治 ( 动 
力 ) 系统 ， 或 称 “ 动 态 系统 ”. 
通过 以 上 讨论 也 看 到 了 ,“ 自 治 系统 ”与 “ 非 自治 系统 ”之 间或 说 动力 系统 与 
动态 系统 之 间 ， 在 高 一 维 空间 的 意义 下 是 相通 的 ， 或 说 它们 无 本 质 差异 . 比较 起 
来 显然 讨论 自治 系统 要 容易 一 些 ， 因 此 一 般 更 多 的 是 讨论 自治 系统 ， 除 非 需要 特 
别 讨论 具有 时 间 性 的 控制 项 或 强迫 项 问题 . 
如 果 式 (9.1) 中 f(y,x) 对 x 没有 “回转 ”现象 ， 也 可 直接 视 x 为 “时 间 性 ” 
变量 . 但 为 要 改变 这 时 式 (9.1) 的 非 自 治 性 仍 需 要 用 式 (9.3) 的 “ 升 维 ” 方 法 . 
最 后 指出 , 通过 常 微分 方程 的 时 间 意 义 讨论 , 也 容易 看 到 它 与 第 八 章 谈 到 的 ， 
常 微分 方程 中 常常 存在 其 “ 相 空 间 ” 上 周期 解 这 一 事实 之 间 的 内 在 关系 . 同时 看 
到 ， 所 谓 “ 相 空间 ”实则 (时 -空空 间 上 的 ) 动力 系统 沿 自 变量 轴 (t 轴 ) 作 正 投 
影 后 的 系统 空间 状态 ， 又 叫 “ 状 态 空间 这 时 ， 在 状态 空间 来 考察 动力 系统 的 
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“ 动 ” 时 ， 其 公共 的 自 变 量 (时间?) 则 成 了 “ 隐 变 量 ”. 
2. 泛 函 微分 方程 
泛 函 微分 方程 又 叫 微分 差分 方程 、 时 滞 微 分 方程 等 ， 一 般 形 如 


ix0= f(x(), (1-0),0) = fx(0),x,0) (9.7) 
其 中 9e(0,r)， 叫做 时 滞 . 顾名思义 ， 时 滞 是 滞后 于 现时 上 + 的 时 间 量 ， 但 根据 问题 
需求 ， 可 推广 到 超前 时 滞 、 无 穷 时 滞 等 ， 其 方程 形式 也 已 发 展 出 多 种 ， 其 中 最 有 
名 是 中 性 方程 (neutral diferential equations) ， 形 如 : 


X(tD)—cx(t—0)= 4x(0D+Bxt- 人 + (9.8) 


其 中 x(1) 与 x(t-0) 具有 对 称 性 . 

比如 当 式 (9.7) 中 08 取 整数 ， 即 成 为 差分 形式 ， 这 时 方程 成 为 既 含 微分 ， 又 
含 差分 的 格式 ， 这 是 “微分 差分 方程 ”之 得 名 处 ， 

至 于 “ 泛 函 微分 方程 ”之 得 名 ， 皆 因此 类 方程 的 解 理论 是 建立 在 函数 空间 上 
的 ， 比 如 式 (9.7) 的 解 x9 即 是 这 样 的 函数 : 

当 te[-r,0], x = g(t)e C([-r,0], 匀 ) . C 是 映 [-r,0] 入 Banach 空间 所 的 连续 函 
数 空间 . 

当 te(0,6), 5 适当 大 ，x 满 足 式 (9.7)， 比 如 当 式 (9.7) 为 线性 方程 时 ， 即 
有 所 谓 “ 常 数 变易 公式 ” 表 出 的 x(?), te (0,6). 

由 于 泛 函 微分 方程 中 时 灌 变 量 的 引入 ,使 得 这 类 模型 所 反应 的 问题 更 为 确切 ， 
所 以 其 应 用 也 很 广 , 诸如 经 济 学 、 生态 学 、 病理 学 、 电子 学 、 气象 学 等 都 有 应 用 . 不 
过 显然 它 的 求解 要 比 解 经 典 的 常 微分 方程 难 ， 或 说 它 的 解 理论 不 如 经 典 的 常 微分 
方程 成 熟 ， 这 又 反 过 来 影响 了 它 应 用 推广 的 速度 和 广度 . 

3. 流 形 上 的 常 微分 方程 

这 是 常 微分 方程 的 现代 形式 ， 又 叫 连续 的 微分 动力 系统 ， 是 从 经 典 的 平 直 空 
间 RR" 推广 到 一 般 a 维 空间 的 研究 . 所 谓 “一般 空间 ” 即 以 平 直 空间 作为 其 特例 者 ， 
因而 叫 “ 次 空间”. 比如 ， 环 面 (又 叫 双 曲 空间 、 轮 胎 面 )、 球 面 等 .特别 地 ， 在 
爱 因 斯 坦 理论 和 现代 宇宙 学 中 ， 弯 空间 找到 了 它 的 实际 背景 . 简单 的 ， 比 如 每 一 
个 大 天 体 都 有 一 个 由 其 引力 决定 的 外 转弯 空间 ， 这 无 疑 也 增强 了 流 形 理论 的 生 
命 力 ， 

“ 流 形 ” 上 常 微分 方程 的 解 是 建立 在 流 形 的 “ 切 从 ”上 的 一 类 “ 截 痕 ” 所 决定 
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总 之 , 上 述 2、3 段 缘 属于 “抽象 空间 ”上 的 微分 方程 . 前 者 属 函 数 空间 上 的 ， 
而 后 者 属 弯 空 间 ( 流 形 ) 上 的 . 但 不 管 哪 类 常 微分 方程 ， 本质 上 都 是 时 间 数 学 的 ， 
且 属于 连续 的 时 间 数 学 . 


三 、 连 续 动力 系统 与 混沌 


1. 连续 动力 系统 
一 如 第 八 章 式 (8.4) 和 本 节 “ 二 、1” 中 讲 到 的 ， 所 谓 “ 连 续 动 力 系统 ， 即 
导 函 数 中 不 显 含 上 的 微分 系统 .“ 动 力 系统 ” 论 即 起 自 连续 动力 系统 研究 ， 其 发 祥 
领域 是 天 体力 学 中 (牛顿 的 ) 所 谓 “ 多 体 问题 ”: 
m%, = Ou/Ox, 
m$ = Ou/Oy, (9.9) 
mz = Ou/0z, 


其 中 i=12…,n ; m 为 第 i 天 体 的 质量 ; (%,,) 是 其 空间 位 置 ， 势 函数 
w= g++(4-z， 这 是 站 在 第 i 天 体 对 j 天 体 的 
万 有 引力 下 的 动力 系统 ; 它 是 个 (牛顿 形式 ) 三 维 二 阶 连续 动力 系统 ， 可 以 化 为 
H- 形 式 ( 兹 免 ). 对 于 mn 一 2 容易 求解 ， 当 年 牛顿 即 已 解决 但 >3 的 解析 解 至 
今 远 未 解决， 不 过 为 着 实践 需要 作 各 种 数值 〔 特 ) 解 倒是 可 以 的 ， 
已 知 ， 由 于 连续 动力 系统 无 非 取 时 间 自 变量 的 常 微分 方程 ， 而 常 微分 方程 一 
般 是 不 能 给 出 解析 解 的 ， 所 以 常 微分 方程 的 解 理论 主要 是 其 “定性 理论 ”. 因此 连 
续 动力 系统 解 (轨道 ) 的 研究 亦 属 已 成 专业 基础 学 科 的 )“ 定 性 理论 "， 包 括 奇 
点 理论 、 稳 定性 理论 、 极 限 环 论 、 混 沌 理论 ( 见 下 段 ) 等 . 这 里 (再 次 ) 举 出 一 
个 思想 十 分 深刻 而 简单 且 有 用 的 连续 动力 系统 如 下 
例 1 Logistic 曲线 (L- 曲 线 ) 系统 ， 这 是 在 第 三 章 第 六 节 讨论 过 的 系统 
X=Qx(b—x) (9.10) 
这 是 个 (可 直接 积分 得 解 的 )“ 可 积 系统 "，b 是 系统 量 x 的 增长 极限 ，& 一 般 为 
正 实数 ， 意 义 自明 .这 时 大 仅 叙述 为 系统 量 x 的 增长 速度 与 z 和 他 - 习 成 正比 或 
说 其 平均 增长 率 坟 xz 与 好 -如 肥 正 比 ， 似乎 得 到 的 启示 都 不 大 . 但 若 说 成 当 x 趋 小 
和 趋 大 接近 5) 时 其 增长 率 皆 趋 小 ， 即 可 感知 这 样 的 增长 系统 是 颇 有 意义 的 了 . 
的 确 ， 不 仅 其 模型 十 分 简单 ， 直 接 积分 即 可 求 出 解析 解 来 ， 而 且 所 合 思 想 十 分 深 
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刻 ， 应 用 十 分 广泛 ， 特 此 再 一 次 强调 之 . 


2. 混沌 (Chaos ) 理论 
可 以 说 不 管 是 在 一 维 还 是 高 维 动力 系统 理论 中 ,“ 混 沌 ”概念 和 对 混沌 的 探索 
都 是 它们 占 压 倒 优 势 的 研究 任务 或 研究 兴趣 .因此 内 容 同样 丰富 ， 这 里 谈 一 点 基 
本 的 东西 . 
(1) 混沌 现象 自古 有 之 ， 但 人 类 从 数学 模型 上 发 现 它 “〈 与 其 说 发 现 不 如 说 是 
对 其 产生 意识 ) ， 还 是 起 自 1963 年 气象 学 家 Lorentz 的 连续 动力 系统 ， 即 Lorentz 
方程 
X=0(y—x) 
y=Ppx—-y—xz, o,pPp>0 - (9.11) 
2=-fpz+txy 

是 他 经 计算 机 求解 ( 绘 出 解 的 图 像 ) 所 产生 的 现象 启发 人 们 所 产生 的 “混沌 ” 概念 

从 此 人 们 忱 然 醒 司 ， 原 来 到 处 都 有 混沌 现象 ， 包 括 经 济 社会 、 有 机 体 中 、 化 
学 过 程 …… 一 句 话 ， 几 是 符合 普 里 高 津 涨 落 模 型 的 开放 系统 都 可 能 产生 混沌 . 这 
就 很 普遍 了 . 

特别 地 ， 数 学 家 也 为 之 一 “ 醒 ”"， 过 去 在 数学 中 所 谓 “ 发 散 ” 情 形 有 很 多 种 ， 
常常 被 视 为 “病态 ”"、“ 不 合 实际 ”或 “不 存在 ”而 放弃 了 对 它们 的 继续 考察 ， 经 
这 一 “混沌 ”概念 提醒 ， 人们 站 在 一 种 新 的 “意识 高 度 ”去 重新 考虑 过 去 的 问题 ， 
立刻 得 到 了 新 的 深入 , 比如 ， 对 Julia 集 的 认识 、 对 施 瓦 兹 导数 (点 点 连续 却 点 点 
不 可 导 例 ) 的 认识 、 对 Peano 曲线 (映射 : 一 维 单位 线段 充满 4 维 立 方 体 ) 的 认 
识 、 对 康 托 尔 集 的 认识 、 对 遍历 的 认识 等 , 不 过 尚 不 能 说 对 混沌 的 研究 已 很 深入 、 
成 熟 ， 相 反 ， 连 混沌 概念 也 似 在 “混沌 ”中 . 

(2) 目前 , 即使 对 混沌 概念 作出 具体 定义 , 也 还 远 未 统一 . 特别 要 能 形成 “ 公 
理化 定义 ”以 便 据 此 开展 进一步 的 混沌 理论 研究 , 更 难 统一 . 现 有 定义 各 式 各 样 ， 
现 有 理论 也 是 在 各 自 定 义 下 进行 的 .比如 常见 的 (包括 连续 动力 系统 和 离散 动力 
系统 的 ) 定义 有 : 

。 混沌 即 混乱 . 

有 限 区 域内 的 无 穷 轨 线 ， 当 轨 线 没有 “极限 集 ” 时 产生 混沌 . 

“系统 的 正 炉 3. >0 产 生 混沌 ， 

。 周 期 点 集 具有 稠密 性 的 动力 系统 产生 混沌 . 

， 辐 宿 轨 自 我 相交 产生 混 渍 (简单 说 ， 同 宿 轨 是 自 奇 点 发 出 又 问 到 该 奇 点 的 
轨道 ， 系 1890 年 庞 加 莱 提 出 ，1935 年 得 到 继续 研究 ). 


。 和 迭代 轨道 具有 任意 周期 的 《离散 ) 动力 系统 产生 混沌 . 

。 任 意 轨 道 间 既 可 任意 逼近 ， 又 可 任意 分 离 的 动力 系统 是 混沌 的 . 
。 动 态 系统 所 受 干扰 量 级 与 系统 加 有 量 级 可 比拟 时 ， 产 生 混沌 ， 

。 有 混沌 机 制 的 系统 难于 做 长 期 观测 ， 反 之 亦 然 . 

*， 拓扑 粹 ent(9) >0， 产 生 混沌 . 这 里 


ent(9) = sup lim 1 logH(aVo (a)V: V9“ "(a)) 
a nD n 


简单 说 其 中 wo 是 一 种 连续 函数 ，a 为 一 种 开 履 盖 ，H(a) 表示 ac 的 任意 有 限 子 覆 
盖 的 基数 (“盖子 ” 数 ) 的 下 确 界 . 

。 和 迭代 轨道 具有 萨 可 夫 斯 基 序列 上 所 有 周期 (或 即 第 一 周期 为 3) 时 产生 混 
沌 . 

。 特 别 地 ，“ 周 期 3 意味 着 混沌 ”这 就 是 有 名 的 : 

Li-yorke 定理 ”对 于 1=[a,b] 上 的 离散 动力 系统 (9,1) ,， 设 peC"(1,1)， 车 
3xel39(x) <x<px) < (x), 

Q@ (2, 门 存在 具有 一 切 周 期 的 周期 轨 ; 

® g 在 3= 八 P(p) 上 是 混沌 的 ， 

证 明 略 . 

。 (Devang 定义 (参见 《混沌 动力 学 》, 卢 侃 等 )) .天 为 拓扑 空间 ，g :天 一 下 ， 
若 下 述 3 条 满足 ， 则 (gp,X) 是 混沌 的 . 

@ 2 对 初始 条 件 有 “敏感 依赖 性 ”; 

@ 2 是 “拓扑 传递 ”的 ; 

@ Po) 在 屏 中 稠密 . 

作为 定量 研究 所 依据 的 定义 ， 自 然 应 该 是 公理 化 的 ， 因 此 以 最 后 几 个 定义 为 
佳 ， 特 别 是 Li-yorke 定理 中 给 出 的 混沌 判定 〈 亦 作为 混沌 定义 ) ， 运 用 最 广 . 

(3) 尽管 混沌 概念 问世 已 逾 30 年 , 而 且 在 各 个 方面 引起 的 混沌 研究 热 一 直 未 
误 ， 这 方面 的 成 果 也 很 丰富 ， 但 也 不 能 不 承认 在 理论 和 应 用 上 的 进展 并 不 理想 ， 
特别 是 在 数学 上 的 进展 更 为 缓慢 . 

关于 混沌 的 研究 ， 目 前 主要 是 从 计算 机 的 数值 模拟 研究 、 实 验 观察 分 析 ( 物 
理 的 ) 和 实际 观察 思辨 (社会 的 ) 以 及 理论 的 (数学 的 ) 研究 等 几 个 方面 在 进行 ， 
目前 看 来 以 计算 机 研究 成 果 为 多 . 理论 研究 上 除了 一 维 动力 系统 在 前 些 年 有 一 些 
漂亮 成 果 外 ， 近 些 年 来 少 有 突破 性 成 果 . 

关于 混沌 运动 的 一 般 规律 是 否 只 是 已 经 作出 的 刻画 ， 尚 须 回答 . 此 外 ,混沌 
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的 机 制 和 机 理 探讨 也 需要 突破 . 


3. 多 动力 系统 

既 有 的 动力 系统 理论 基本 上 都 是 “单一 动力 源 ” 及 “点 ” 式 的 系统 . 但 显然， 
实际 的 存在 不 止 如 此 ， 只 是 更 为 复杂 些 罢 了 . 因此 说 往 后 总 是 需要 向 这 些 方面 进 
取 的 . 对 于 非 “ 点 ” 式 系统 ， 叫 做 “形态 ”动力 系统 ， 放 在 下 节 讨 论 . 本 段 谈 谈 
“ 非 单一 动力 源 ” 的 动力 系统 概念 〈 尚 待 进一步 做 工作 ) . 

非 单一 动力 源 的 动力 系统 提出 于 1991 年 的 《工程 数学 学 报 》 第 一 期 , 现 分 三 
种 情形 来 提出 : 

一 种 叫做 “多 动力 系统 ”, 即 同时 有 多 个 力作 用 在 同一 场 ( 相 空 间 ) 中 的 情形 . 比 
如 ， 同 一 市 场 中 同类 商品 有 多 个 品牌 竞争 ， 因 此 这 里 的 每 个 消费 者 都 同时 受到 多 
个 商品 广告 的 作用 . 这 时 市 场 上 的 运行 规律 是 值得 研究 的 . 

另 一 种 叫做 “多 层 动 力 系 统 "， 即 相 空间 中 每 个 “元 素 ” 在 不 同 相位 上 受到 不 
同 的 作用 力 情形 . 比如， 社会 上 每 个 人 既 受 到 食品 商 的 作用 ， 又 受到 股票 信息 的 
作用 ， 还 受到 社会 风尚 的 影响 等 .这 是 来 自 多 个 层次 (或 说 相位 ) 的 作用 ， 值 得 
考察 其 运行 规律 . 

再 一 种 叫做 “时 序 多 动力 系统 ”, 即 系 统 中 同一 元 素 随 着 时 间 的 推移 而 受到 不 
同 作用 的 情形 . 诸如 适时 控制 系统 或 (本质 上 说 ) 动态 系统 等 缘 属 该 类 情形 . 


四 、 高 维 动力 系统 轨道 的 “一 维 ” 特 征 及 其 意义 


首先 ， 推广 前 面 知 识 可 知 ， 对 应 于 系统 y=F(X)= FF(%,%,…,x,) 的 动力 系统 为 
X= f(X), i=1,2,.…,n 


这 是 个 (n 维系 统 空间 乘 1 维 时 间 空 间 的 ) n+1 维 时 -空空 间 问 题 ， 其 解 的 通 有 形 
式 为 x =%(t) ， 这 在 n+1 维 时 -空中 丝 n-1 维 “ 超 曲 面 ". 特别 地 ， 所 有 这 样 的 超 
曲面 在 此 n+1 维 空间 中 正好 相交 于 同一 条 “曲线 ”( 这 是 受 y=F(X) 约 束 的 结果 . 
注意 到 即使 直接 给 出 动力 系统 x =x(X), 其 背后 仍 有 y=FF(X) 这 一 实质 ), 那么 ， 
在 n+1 维 空间 中 的 这 一 条 曲线 ， 就 是 系统 整体 的 时 序 演变 (或 叫 运 动 ) 轨道 . 轨 
道 投影 到 “ 相 空 间 ” 叫 做 “ 轨 线 ”. 

亦 即 ， 任 一 动力 系统 的 “轨道 ”( 或 轨 线 ) 都 是 其 相应 时 -空空 间 (或 相 空间 ) 
中 一 条 条 曲线 . 这 一 事实 给 了 我 们 很 大 启示 ， 带 来 很 大 好 处 (意义). 

“启示 ”是 , 任 一 元 (n 维 ) 系统 在 其 4 维 空间 来 说 即 “成 为 ”一 个 “几何 
点 "(或 叫 “质点”), 它 在 该 空间 内 的 运动 轨道 (或 轨 线 ) 自然 是 一 条 条 (一 维 的 ) 
曲线 . 
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“意义 ”在 于 帮助 了 我 们 的 思维 。 实 际 上 我 们 在 思考 事物 的 时 序 演变 过 程 时 ， 
如 果 脑 子 里 总 装着 系统 整体 ， 必 然 显 得 很 杂乱 ， 当 知道 它 实际 上 就 是 个 高 维 欧 氏 
空间 中 一 “点 ”的 运动 规律 时 〔 议 谐 地 说 “ 当 我 们 站 在 相应 高 维 空间 去 看 时 ”) ， 
则 给 我 们 带 来 一 种 清新 感 . 这 时 ， 我 们 在 《高 等 数学 》 中 一 元 函数 学 得 的 曲线 几 
何 特征 (也 是 第 三 章 第 三 节 谈 到 的 ) ， 诸 如 单 增 、 单 降 、 凹 、 凸 、 拐 点 、 极 值 等 ， 
即 可 用 起 来 了 .因此 说 对 于 高 维 空间 的 系统 ， 这 时 仍然 具有 直观 而 熟悉 的 一 维 曲 
线 “ 数 理 思维 ”特征 ， 所 以 对 曲线 几何 特征 的 思考 也 是 “数理 思维 ”一 个 重要 
方面 . 


第 三 节 时间 数 学 工 : 迭代 论 与 离散 动力 系统 


本 节 和 下 市 讨论 的 离散 时 间 数 学 ， 在 现代 数学 中 属于 颇 为 热门 的 方面 ,其 根 
本 是 “ 适 代 ”机 制 ( 分 做 形态 迭代 与 点 式 迭 代 )， 现 依次 述 出 ， 


一 、 时 序数 据 认识 


对 于 数据 组 {a;}., ， 有 两 种 类 型 : 一 类 是 无 序 的 ， 即 其 元 素 可 以 没有 脚 标 ， 
即使 有 时 标 上 了 脚 标 也 只 是 为 了 区 别 元 素 . 这 是 “数据 数学 ”( 上 一 节 ) 谈 到 过 的 ， 
它 典 型 地 属于 统计 学 问题 . 另 一 类 是 有 序 的 ， 这 时 的 元 素 必 有 脚 标 ， 或 说 其 元 素 
脚 标 有 更 深层 意义 . 

数据 的 “元 序 ” 和 “有 序 ” 两 种 类 型 间 具 有 质 的 差异 . 后 者 相当 于 比 前 者 多 
了 一 个 因素 ， 那 就 是 后 者 的 元 素 同 时 又 是 其 脚 标的 函数 . 本 段 即 来 讨论 后 者 ， 即 
着 重 讨论 数据 在 “时 序 ” 意 义 下 的 信息 关系 ， 

1. 单一 数据 的 信息 功能 

已 知 ， 既 然 是 “数据 ”就 不 在 乎 其 数值 ， 而 在 乎 其 内 含 的 “信息 ”. 首先 看 看 
数据 组 中 单一 数据 ， 它 具备 了 两 个 信息 特征 . 

一 个 是 该 “数据 ”的 本 质 ， 那 就 是 作为 “数据 ”， 它 的 得 来 本 质 上 是 对 客观 对 
象 系统 空间 X) 的 一 种 “ 泛 函 ”有 映射 ( 记 为 F(X)). 比如 ， 股 市 上 任 一 时 刻 所 
显示 的 “指数 ”", 本 质 上 就 是 不 知 有 多 少 股 民心 理 空间 的 总 体 映射 ,再 经 多 道 计量 
才 得 出 的 一 个 “ 数 ”. 虽然 没有 给 出 它 的 表达 式 , 但 总 容易 理解 到 ，, 它 是 经 多 种 复 
杂 函 数 的 再 函数 所 形成 的 一 种 最 终 函 数 (或 叫 映 射 ). 这 正 是 符合 泛 函 定义 的 ( 见 
第 三 章 第 一 节 、 二 ). 
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另 一 个 是 作为 单个 “数据 ”( 而 不 是 数量 ) 在 其 数据 组 中 的 功能 . 这 时 候 体现 
为 该 数据 在 “ 序 ” 位 上 与 其 前 后 数据 间 的 “关系 "， 也 是 一 种 函数 关系 〈 如 下 ) 


2. 两 相 邻 数 据 问 关 系 

(1) 序 : 这 里 有 个 基本 “原理 ”( 理 解 之 后 可 作为 公理 来 用 ) ， 那 就 是 “时 序 
性 离散 数据 的 相 邻 数据 间 必 存在 一 定 的 函数 关系 ”， 叫做 后 者 对 前 者 的 “记忆 ”. 其 
至 这 种 “记忆 ”可 以 是 多 阶 的 〈 多 级 相 邻 的 ) ， 只 不 过 常常 是 愈 远 者 记忆 愈 弱 罢了 . 

其 实 即使 肉眼 看 离散 图 像 ， 也 有 个 32 分 之 1 秒 的 “记忆 ”期 呢 . 

显然 ， 相 邻 数据 间 间 距 〈 步 长 ) 愈 短 ,“ 记 忆 性 ” 念 强 . 

(2) 模型 : 据 此 ， 设 有 a，ar ea}? ， 则 可 有 (一 阶 记忆 的 ) 关系 了: 


a = f(a) +n, (9.12) 


其 中 满足 a =X( 恒 同 映射 )， 第 二 项 是 第 i 步 到 第 i+1 步 过 程 中 受到 的 外 来 因素 
“影响 ”， 可 以 是 人 为 控制 或 干扰 等 .注意 到 这 里 “干扰 ”可 分 为 随机 干扰 和 非 随 
机 干扰 两 类 . 相对 说 来 前 者 往往 频率 高 且 时 正 时 负 《( 叫 做 随机 摆动 )， 因而 容易 相 
互 抵 消 ; 后 者 常常 具有 持续 性 、 单 向 性 ， 不 容易 自我 抵消 ， 对 于 不 利 的 非 随机 干 
扰 需 要 用 人 为 控制 去 对 付 ， 比 如 环境 污染 . 

当 i 依次 取 自 然 数 时 , 把 式 (9.12) 这 样 的 关系 叫做 “和 迭代 关系 ”, 把 式 (9.12) 
叫做 “和 迭代 式 . 

(3) 对 于 迭代 式 (9.12) 可 从 三 个 方面 去 讨论 : 

Q@ 涩 是 随机 干扰 量 时 ， 式 (9.12) 属于 随机 迭代 系统 ， 归 于 随机 微分 方程 
论 中 离散 问题 . 当 其 为 非 随机 干扰 量 时 归于 控制 系统 论 〈 如 下 ) . 

@ 当 7 为 控制 量 时 ， 式 (9.12) 属于 控制 型 动力 系统 ， 这 在 “控制 论 ” 中 已 
是 十 分 基本 〈 因 而 较为 成 熟 ) 的 问题 . 

@@ 当 =0 时 ， 属 于 一 般 迁 代 式 〈 动 力 系统 ) 研究 . 这 时 若 式 (9.12) 中 每 
次 映射 方式 都 一 样 〈 皆 记 为 了 ) ， 则 有 


ar = f(a)= (fa) = /Cf(X)…) af'(X) (9.13) 
(4) f(a,) 的 简易 确定 : 实践 中 当知 道 时 序数 据 {a 六, 时 ， 可 求 出 环比 序列 
{om /ej 大 } 各 


则 车 间 “比较 ”接近 (根据 问题 容许 度 来 定 ( 还 可 进一步 研究 ))， 可 取 
k= k/(n-1), 从 而 有 线性 关系 式 
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否则 可 进一步 求 
{a /eo = 
若 这 时 4 间 “比较 ”接近 ， 则 取 r= 避 kn/(n-D) 得 二 阶 关系 式 


等 . 

3. 时 序 分 析 

“时 序 分 析 ” 是 1943 年 由 控制 论 之 父 维 纳 创立 的 . 从 时 间 方面 看 ， 它 典型 地 
属于 离散 时 间 数 学 ， 但 从 学 科 的 从 属性 看 ， 它 却 属于 随机 数学 ， 具 体 来 说 应 属于 
随机 过 程 、 统 计 学 、 控 制 论 和 差分 方程 、 动 力 系统 等 的 交叉 学 科 ， 所 以 仅 在 这 里 
提出 来 ,具体 叙述 则 放 到 第 四 节 最 后 . 


二 、 和 迭代 论 1 : 系统 形态 序列 


若 站 在 系统 (对 象 ) 整体 角度 去 看 它 的 时 序 演 变 序列 ， 可 看 到 系统 是 在 其 时 - 
空空 间 中 依 时 间 轴 上 ( 瞬 刻 序列 ) 的 一 个 “ 横 截 症 ”( 犹 如 黄瓜 横 切 片 的 ) 序列 . 这 
样 的 每 个 “ 横 截 痕 ” 叫做 系统 在 此 刻 的 “ 瞬 刻 图 像 ”又 叫做 此 刻 的 “系统 形态 ”. 把 
这 样 的 “ 横 截 痕 ” 序 列 叫做 系统 的 “形态 序列 ”. 

由 时 序 性 的 记忆 性 可 知 , 每 一 “形态 ”总 含有 前 一 “形态 ”( 甚 至 前 多 个 形态 、 
多 阶 记忆 )〉 的 信息 . 为 简便 ， 在 不 考虑 外 来 因素 (上 述 六 =0) 且 取 一 阶 记 忆 时 
可 说 : 每 一 “形态 ”总 是 其 前 一 “形态 ”的 迭代 ， 即 其 前 一 形态 的 函数 . 因此 这 
时 的 形态 序列 就 是 “迭代 序列 “， 也 叫 形态 迭代 序列 . 

花蕾 经 十 小 时 开放 ， 若 每 小 时 照 一 张 相 〈 一 个 横 截 痕 、 形 态 ) ， 则 此 过 程 成 为 
n=10 的 “形态 序列 ”了 . 原子 弹 爆炸 过 程 中 若 每 分 每 秒 照 一 张 像 ， 则 它 也 是 个 
离散 的 “形态 序列 ”. 推 想 之 , 当初 达尔 文 脑子 曙 也 充分 显示 出 生物 种 群 进化 的 “ 形 
态 序列 ” 呐 ， 乃 至 任何 物种 一 代 代 的 传承 ， 都 是 些 “ 形 态 序 列 ”.…… 

进一步 要 问 ， 在 这 样 的 序列 中 ， 其 迭代 〈 函 数 ) 关系 的 机 制 ( 即 内 在 动因 ) 
是 什么 ? 简单 说 来 就 是 “动力 系统 的 运行 轨道 是 由 其 初始 条 件 唯 一 决定 的 ”这 一 
原理 ， 或 说 是 因为 一 旦 有 了 统一 的 迭代 模型 ， 其 依次 的 函数 关系 “机 制 ” 就 内 在 
地 涵 于 其 中 了 〈 这 里 未 考虑 选 代 过 程 中 受到 的 非 随 机 性 影响 ) , 

下 面 继续 认识 “形态 序列 ”. 记 系 统 为 5S， 其 形态 序列 为 {5,} ， 则 它 也 是 个 形 
态 的 “迭代 ”序列 . 形式 上 应 有 8 =F(S, |) ， 乃 至 有 
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S = ES )=…=F (9) (9.14) 


注意 到 式 《9.14) 与 式 (9.13) 差异 是 很 大 的 . 因为 式 (9.13) 中 自 变量 w 是 〈 代 
表 的 自 变 ) 量 ， 因 而 式 中 函数 /可 以 落实 为 具体 的 函数 式 ， 但 式 (9.14) 中 不 
可 能 落实 成 具体 函数 式 . 原因 是 这 里 的 5 或 8 不 是 〈 自 变 )“ 量 ”而 是 图 形 、 是 
空间 、 是 系统 在 瞬 刻 的 形态 ， 所 以 其 符号 表示 只 能 到 此 为 止 . 比如 第 八 章 第 六 节 
例 中 序列 { 瑟 } 即 如 此 . 又 如 Peano 映射 《十 一 章 第 二 节 、 六 )、 种 种 分 形 序列 《分 
形 见 第 二 章 第 二 节 、 一 ) 等 都 是 形态 序列 ， 它 们 的 迭代 映射 丝 非 具体 函数 ， 而 是 
用 白话 和 条 例 界定 出 来 的 . 

数学 上 至 今 对 “形态 序列 ”的 描述 有 两 种 类 型 . 

(1) 它 仅 表 示 到 上 述 序列 {5,} 或 式 (9.14) 的 程度 ， 进 一 步 的 则 是 直接 对 其 
中 映射 巨 作 定 性 讨论 ， 比如 ， 除 上 述 Peano 映射 、 分 形 序列 等 外 还 可 (根据 对 问 
题 的 理解 ) 假设 和 迭代 函数 满足 连续 或 光滑 〈 即 可 导 )、 增 降 凹 凸 之 类 条 件 ， 以 讨论 
其 形态 序列 (或 轨道 族 ) 的 定性 特征 ， 如 均衡 性 、 周 期 性 、 复 杂 性 等 . 

(2) 把 系统 S( 设 为 4 维 ) 看 作 半 元 函数 〈 已 知 ， 在 相应 4+1 维 时 - 空 坐标 系 
下 即 “ 成 为 ”其 定义 域 中 一 个 通常 “点 ”) 来 建立 具体 的 离散 模型 作 分 析 . 这 时 它 
能 更 为 深刻 地 对 这 样 的 “点 ”刻画 或 描述 出 它 的 “序列 ”轨道 来 . 那么 ， 由 于 这 
种 点 是 其 “ 变 域 ”中 通常 点 ， 当 其 在 同一 时 刻 取 遍 8 的 “ 变 域 ”时 ， 即 能 得 到 系 
统 5S 在 此 刻 的 “ 横 截 痕 ” 或“ 形态” 了. 

当然 ， 也 可 以 将 形态 序列 {5,}《 作 泛 函 式 ) 映射 为 “数列 "， 然 后 用 (2) 中 
方法 建 模 分 析 . 不 过 这 时 问题 已 被 提升 〈 抽 象 ) 了 一 个 层次 ， 比 如 取 系 统 5 的 功 
能 (系统 的 一 种 泛 函 ， 记 为 w) 增长 序列 fw} 来 讨论 ， 就 是 提升 一 个 层次 了 . 

显然 ， 两 种 类 型 各 有 偏重 、 各 有 特色 ， 如 今 〈 根 据 课 题 特征 ) 两 者 都 是 “ 离 
散 动力 系统 ”( 续 见 四 ) 的 研究 方式 ， 


三 、 和 迭代 论 工 ; 时 序 离散 模型 的 建立 


在 实践 中 所 用 的 技术 性 手段 常常 具有 “离散 ”性 ， 这 时 即使 对 连续 对 象 或 连 
续 模 型 也 需要 作 离 散 化 处 理 . 比如 用 数值 积分 方法 (近似 ) 求解 微分 方程 时 ， 即 
需要 化 为 离散 形式 . 特别 在 (具有 离散 本 质 的 ) 计算 机 科学 时 代 ， 对 离散 化 手段 
与 离散 形式 的 构建 认识 ， 更 是 十 分 重要 的 . 

1. 连续 动力 系统 的 差分 化 

在 已 知 连续 动力 系统 (对 时 间 的 常 微分 方程 》 情 况 下 ， 可 以 直接 对 其 “差分 
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化 ”使 之 成 为 离散 模型 .为 方便 计 ， 现 仅 对 一 阶 方程 
X= f(x) (9.15) 
为 将 式 (9.15) 离散 化 ， 首 先 需 要 将 其 连续 的 时 间 te7 离散 化 ， 并 简单 地 取 
单位 步 长 ， 记 为 h=1 ， 再 记 T x {n}cZ (整数 )， 则 有 


> Xx —xX 
郭 一 lim 一 ~ n+l 
aA26At (nt+l)—n 


~ 


二 Xtt A = f(x,) 


从 而 有 
x = jx)+z F(x), neZ (9.16) 


式 (9.16) 叫做 式 (9.15) 的 差分 格式 ， 也 叫 差分 方程 ， 它 是 离散 动力 系统 的 初 
等 形式 . 
特别 地 ， 若 记 罗 为 初始 点 ， 则 


| (n=1,2,.) (9.17) 
ZXn-0 = Xo: 
表示 式 (9.15) 过 点 罗 的 一 条 《近似 ) 轨 线 . 

这 里 再 作 两 点 介绍 : 

(1) 由 连续 动力 系统 (9.15) 离散 化 ， 成 为 离散 动力 系统 (9.16) 型 ， 总 是 
容易 的 ， 在 同一 空间 内 即 可 完成 . 反之 ， 若 由 式 (9.16) 或 下 面 讲 到 的 一 般 的 离 
散 动力 系统 化 为 连续 动力 系统 则 是 有 条 件 的 ， 甚 至 较 难 . 一 般 说 来 需要 提升 到 高 

一 维 空间 去 讨论 ， 有 时 还 要 作 一 定 的 诸如 “嵌入 “、“ 扭 扩 ” 之 类 的 技巧 处 理 方 可 
完成 . 

值得 称奇 的 是 ， 这 一 事实 在 现实 生活 中 也 有 很 好 的 对 应 . 比如， 当 我 们 根据 
某 事物 在 物质 空间 无 内 的 有 限 〈 离 散 ) 观察 信息 去 理解 它 的 原 〈( 连 续 ) 过 程 时 ， 
即 属 这 类 从 离散 系统 到 连续 系统 的 问题 . 比如 破案 分 析 、 科 学 实验 分 析 、 天 文 观 
测 分 析 等 ， 都 是 在 完全 空间 (X,X') 上 完成 的 . 因此 说 是 在 〈 相 对 于 苞 的 ) 高 维 空 
间 进 行 的 ， 而 分 析 过 程 中 的 困难 ， 广 义 地 说 正好 对 应 于 “嵌入 “、“ 扭 扩 ” 之 类 处 
理 方式 ， 

(2) 对 于 (9.16) 型 差分 格式 的 研究 有 两 条 途径 : 一 个 是 计算 方法 上 对 连续 
动力 系统 (如 式 (9.15)) 作 数 值 积分 . 这 时 主要 体现 为 提高 精确 性 和 计算 速度 、 
收敛 速度 等 .比如 ， 这 时 对 其 离散 化 的 方式 和 步 长 、 步 伐 的 考究 都 是 十 分 精细 、 
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深刻 ， 它 属于 (本 章 第 一 节 、 一 ) 谈 到 的 数值 数学 ， 另 一 个 是 对 式 〈9.16) 进 一 
步 宙 和 成 一 般 的 离散 动力 系统 ， 以 作 更 为 广泛 的 理论 研究 . 如 今 离 区 动力 系统 已 
成 为 动力 系统 学 科 的 主流 ， 因 此 可 直接 把 它 叫做 “动力 系统 ”. 


2. 根据 数据 模拟 离散 系统 

在 预知 时 序 “ 数 据 ” 而 不 是 (9.15) 型 “方程 ”的 情况 下 ， 可 以 直接 根据 数 
据 来 建立 离散 动力 系统 . 一 般 方法 是 用 统计 方法 中 回归 分 析 等 模拟 建 模 《〈 见 第 四 
节 ). 此 外 ， 是 根据 具体 问题 特征 作 多 学 科 交叉 建 模 ， 如 “时 序 分析 ” 等 即 如 此 

最 后 ， 显 然 还 有 直接 将 系统 的 连续 过 程 离散 化 而 成 “ 迁 代 序列 ”的 情形 ， 不 
过 这 在 段 “ 二 ”中 谈 过 了 ， 这 里 点 到 为 止 . 


四 、 和 迭代 论 亚 : 离散 动力 系统 


已 说 过 ， 如 今 所 说 “动力 系统 ”就 是 离散 动力 系统 ， 又 叫 一 般 动力 系统 2?， 
主要 特征 是 其 “迭代 性 ”. 也 就 是 说 , 其 轨道 ( 解 ) 是 以 一 个 序列 的 迭代 点 表 出 的 . 
对 这 样 的 轨道 和 轨道 族 作 定 性 分 析 ， 产 生 了 远大 于 连续 动力 系统 的 灿烂 境地 ， 这 

里 只 能 作 一 略 览 (更 多 的 可 参见 拙 著 《 系 统 学 原理 》 第 二 版 十 一 章 ). 

一 般 动 力 系统 定义 如 下 : 

定义 9.1 设 X 是 拓扑 空间 ，G(Z) 是 Z 上 拓扑 加 群 , 且 设 映射 w: 着 xG 一 世 
是 G 上 加 群 ， 满 足 : 

(1) p(x)=x,xEeX; 

(2) p(x)=9'(9'(x)), x eX,s,teG, (9.18) 
则 称 式 (9.18) 是 天 上 一 个 动力 系统 ， 记 为 (po,X) ， 亦 叫 离散 动力 系统 ， 这 时 区 
叫做 相 空 间 ， 好 为 1 次 迭代 映射 .2 

当 G(2Z) 为 半 加 群 时 ，(g,X) 叫做 半 动 力 系统 . 从 时 间 变 量 的 特征 来 说 半 动 力 
系统 才 是 合 符 实 际 的 , 但 一 般 动力 系统 (有 回复 “运动 ”) 在 理论 研究 上 也 是 不 可 
少 的 . 

当 geC"(X) 时 ， 称 式 (9.18) 为 拓扑 动力 系统 . 

当 peC'(X), >1 时 ， 称 式 (9.18) 为 微分 动力 系统 . 

若 G=G(R), 且 wg 是 XX 的 同 胚 映射 则 满足 式 (9.18) 的 pg 是 G 上 的 Lie 群 ， 


QOD“ 动力 系统 ”一 词 不 能 与 “系统 动力 学 ” 相 混 ， 后 者 属于 “动力 系统 ”的 应 用 方法 ， 提 出 于 20 世 
纪 50 年 代 ， 具 有 立足 计算 机 的 建 模特 色 . 
@@ 请 对 比 第 五 章 第 四 节 、 三 中 同一 定义 ， 它 们 是 等 价 的 . 
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这 时 (9.18) 叫做 连续 动力 系统 ，g 称 为 X 上 的 “ 流 ”， 并 将 g(x) 记 做 9(1,x). 

又 设 半 = :X= 区); ,XE{0,1,…,k}} ， 显 然 天 是 一 个 拓扑 空 
间 . 再 设 p=o:X 忆 X, o 为 X 的 移 位 自 同 构 , 则 (g,X)= (co,XX) 叫做 符号 动力 系统 . 

现 仅 就 离散 动力 系统 谈 谈 它 的 基本 情况 . 

关于 (离散) 动力 系统 ,其 理论 分 为 一 维 动力 系统 和 高 维 动力 系统 两 大 分 支 . 

(1) 一 维 动力 系统 . 根据 线段 和 圆周 这 两 个 独立 的 拓扑 类 型 的 不 同 ， 一 维 动 
力 系统 又 分 为 “线段 上 动力 系统 ”与 “圆周 上 动力 系统 ”两 个 分 支 . 其 中 以 线段 
上 的 动力 系统 研究 最 为 活跃 ， 其 目标 是 力图 完全 地 认识 一 维 空间 的 动力 系统 规律 ， 
因此 内 容 很 丰富 . 现 着 重 以 如 下 重要 的 线段 上 动力 系统 

x = PX) Er (B-x), XeX=[a,0] (9.19) 
为 背景 ， 就 该 类 动力 系统 的 几 个 特征 性 问题 作 一 罗列 . 

@ 单 峰 函数 与 迭代 图 因 若 式 (9.19) 中 的 gp 为 线性 函数 ， 人 迭代 是 平凡 的 ， 
而 若 g 的 非 线性 性 太 强 〈 图 像 为 多 峰 的 ) ， 则 迭代 中 变化 太 复杂 ， 所 以 一 般 研究 中 ， 
只 取 op(2 为 单 峰 的 或 叫 帐篷 的 ， 亦 即 仅 以 二 次 函数 作为 起 始 迭 代 . 原因 是 ， 随 着 
迭代 的 进展 ， 各 种 复杂 情形 都 是 能 够 获得 的 . 

如 图 9.2 所 示 ，9 为 一 种 单 峰 函 数 ， 作 为 动力 系统 (9.19)， 这 里 X=[a,b]， 
为 了 便于 表述 ， 将 其 纳入 二 维 空间 [ea, 寻 进行 
讨论 . 如 图 中 w 为 [a, 刀 的 一 次 迭代 图 像 ， 它 与 
图 上 对 角 线 的 交点 为 不 动 点 ， 通 过 对 角 线 容易 
作出 六 图 像 (图 中 虚线 ) 县 为 双 峰 函数 ， 在 
(a,b) 上 有 三 个 不 动 点 .9 图像 的 描 点 方式 ， 
如 图 9.2 所 示 ， 自 Vx efa,6b] ， 沿 图 中 描 出 的 途 
径 即 可 得 到 g(x) 点 . 

@ 不 变 集 . 不 变 集 是 动力 系统 中 一 
重要 的 概念 . 一 维 动力 系统 同样 有 多 种 不 变 
集 ， 比 如 不 动 点 集 F(9)、 周 期 点 集 P(m) 、 回 图 9.2 


复 点 集 R(g) 、 非 游荡 点 集 2(9)、 终于 周期 点 集 EP(p) =[jp"(P(p))、 极限 集 w(g) 
(无 穷 轨道 趋向 的 极限 ) 等 ,它们 的 关系 如 第 八 章 式 (8.9), 同时 有 w(p) 除外 ): 
FoO)s Pg) Cc R(9)C (2(9) Cc EP(9) (9.20) 


@ 萨 可 夫 斯 基 (A.N.Sarkovskii) 序列 ，1964 年 ， 苏 联 年 轻 数学 家 萨 氏 提出 
247 


了 一 个 自然 数 集 的 萨 - 序 列 : 
DDTD.D 2n+1DP 2n+3D:-D2x3D2x SD2xTD:D 2x(2n+ DP 2x (2n+3) 
BD...D 2 x3D 2 x5SD.D 2 x(2n+t DD 2 x(2n+3)D:D 27 x3P 2 x SD 
D2" x (2n+ DD 2" x2n+ D:D 2D 27D...P2D2D D1 (9.21) 


从 而 有 : 
定理 9.1 (A.N.Sarkovskii) 若 g(x)e C"([a,b],[a,b]) ([a,b] 上 连续 自 映射 )， 
设 pg 有 区 周期 点 ， 则 在 式 (9.21) 中 满足 
mbD> nD .Pk 
的 一 切 n,k 都 是 9g 的 周期 ， 即 有 -周期 点 、- 周 期 点 等 (证 明 略 ). 
曲 费 根 堡 蒙 (M. J. Feigenbaum) 现象 . 1970 年 代 美 物理 学 家 费 氏 对 单 峰 
函数 
P(X) =1 一 AN 
进行 和 迭代 研究 时 发 现 , 取 jy e {44} 自 0 到 2 的 过 程 中 有 若干 “突变 ”点 , 且 gp 依 
秩 产 生 超 稳定 周期 ( 若 (pi (x) =0 ， 则 太 为 i- 超 稳定 周期 ) 的 2- 周 期 点 、2 - 周 
期 点 …… 2"- 周 期 点 、2*p(p>1, 奇 ) 周期 点 ……3- 周 期 点 等 ， 同 时 发 现 


Jim 人 = 人 <2 


lim(p, jy) him 
Pe ph — Hn 
其 中 5=4.6692.… ,5 是 对 任何 9 都 适合 的 普 适 常数 ， 正 如 数学 中 的 te 和 物理 学 
中 三 大 普 适 常数 (万 有 引力 常数 g ， 相 对 论 常 数 c (光速) 和 量子 力学 中 普 朗 克 常 
数 及 等) 一 样 . 

关于 费 氏 现象 的 研究 有 丰富 的 内 容 ， 它 对 动力 系统 ， 特 别 是 一 维 动力 系统 的 
研究 促进 很 大 . 

(2) 高 维 动力 系统 ， 当 系统 (9.18) 中 Yc R", n>1 时 ， 该 动力 系统 叫做 高 
维 动力 系统 . 对 于 高 维 动力 系统 ， 不 可 能 指望 全 面 地 认识 它 ， 即 使 在 一 维 情形 也 
还 没有 做 到 这 点 . 因此 对 于 它 ， 目 前 还 只 能 就 一 些 典 型 的 问题 、 模 型 或 典型 的 应 
用 对 象 作为 任务 去 研究 . 比如 , 在 动力 系统 内 部 有 奇异 吸引 子 、 分 枝 理 论 、Henon 
映射 、Thom 双 曲 映射 、Smale 马蹄 映射 等 著名 问题 ， 推 动 着 动力 系统 理论 的 发 
展 . 在 应 用 中 则 可 说 几乎 一 切 有 动态 过 程 的 问题 或 能 化 为 动态 过 程 的 问题 都 有 动 
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力 系统 理论 的 用 场 ， 因 此 其 实例 是 不 胜 枚 举 的 . 

(3) 关于 动力 系统 中 的 混沌 (Chaos) 理论 . 

前 节 已 谈 过 连续 动力 系统 中 混沌 概念 .关于 (离散 ) “动力 系统 "中 混沌 (Chaos) 
理论 更 为 丰富 . 比如， 已 证 明 一 阶 、 二 阶 连续 动力 系统 皆 没 有 混沌 ， 然 而 就 连 一 
阶 非 线性 〈 即 右 端 函数 非 线性 ) 动力 系统 也 可 有 混沌 ， 足 见 动力 系统 中 混沌 的 丰 
富 性 了 ， 现 仍 以 系统 (9.19) 为 例 来 说 明 . 

已 看 到 系统 (9.19) 是 离散 Logistic 动力 系统 ， 它 是 既 简单 又 十 分 有 效 的 一 
类 动力 系统 ， 因 此 是 动力 系统 理论 中 非常 基本 的 一 个 模型 ， 然 而 我 们 又 看 到 ， 它 
也 是 对 应 着 连续 Logistic 动力 系统 (如 式 (9.10)) 的 ， 因 而 其 思想 也 是 一 种 很 好 
的 世界 观 、 方 法 论 . | 

关于 式 (9.19) 的 遂 代 及 其 特征 见 图 9.2 及 相应 说 明 .特别 地 ， 已 经 表明 ， 
比如 当 式 《9.19) 中 取 一生 有 = 1 时 《相对 于 式 (9.10) 中 取 一 4,5=)， 系 统 
即 处 于 “混沌 ”状态 . 

自然 会 问 ， 既 然 系统 (9.19) 与 式 (9.10) 皆 属 Logistic 型 系统 ， 仅 仅 是 个 离 
散 型 与 连续 型 的 差异 ， 那 么 一 个 系统 存在 混沌 而 另 一 系统 却 不 存在 混沌 ， 这 是 为 
什么 ? 

这 里 仅 给 出 简单 解释 (更 细 的 可 参见 《系统 学 原理 》): 

@ 一 个 原理 .由 于 过 一 有 序 离散 点 列 (简称 “ 点 列 ") 可 以 引 无 穷 多 条 连续 
曲线 ， 诸 如 折线 和 各 级 光滑 曲线 等 等 .因此 若 要 过 此 “点 列 ”作出 某 个 确定 的 或 
符合 某 些 条 件 的 曲线 那 就 不 容易 了 . 

这 点 表明 了 一 个 实质 ， 即 一 个 “点 列 ” 所 对 应 的 空间 维 数 必 高 于 过 此 “点 列 ” 
的 一 条 连续 曲线 的 维 数 ， 比如， 平面 上 任 两 不 同 点 间 可 以 有 函数 空间 〈 至 少 无 穷 
维 ) ， 较 之 这 两 点 的 点 集 (0 维 ) 维 数 或 其 任 一 具体 连 线 的 (1 维 ) 维 数 来 ， 那 是 
本 质 的 差异 . 

@ 本 质 解释 .连续 动力 系统 (9.10) 和 离散 动力 系统 〈9.19) 的 轨道 族 中 都 
有 一 个 以 常 轨 x=b ( 见 图 3.4@) 为 轴 的 所 谓 “奇异 吸引 子 ” 带 ， 这 对 于 连续 动 
力 系统 来 说 仅 是 个 “压缩 ” 带 而 已 ， 但 这 点 对 于 离散 动力 系统 则 非 同 小 可 了 因 
为 这 个 “压缩 ” 带 内 的 特点 是 ,轨道 族 进入 这 一 带 域 后 轨道 之 间 将 越 来 越 靠 的 紧 、 
密度 将 越 来 越 大 ， 由 于 离散 动力 系统 中 的 迭代 运算 总 有 误差 ， 那 么 在 “压缩 ” 带 
内 这 一 误差 将 被 大 大 “放大 ”， 从 而 轨道 表现 得 十 分 敏感 ， 使 得 离散 轨道 在 “吸引 
子 x=b” 附 近 将 会 跳动 得 很 历 害 . 特别 在 适当 参数 下 可 能 产生 一 种 周期 性 的 上 下 
跳动 , 且 最 终 将 以 不 同 的 周期 收 化 到 直线 x=b 上 成 为 2" 种 形式 的 不 动 点 , 混沌 就 
这 样 产 生 了 . 
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第 四 节 时间 数 学 五 : 随机 数学 


概率 论 与 统计 学 是 大 家 学 过 的 ， 本 节 仅 就 一 些 有 关 知 识 作 一 简 述 ， 诸 如 概率 
的 空间 特征 、 泛 函 特征 、 时 间 特 征 及 其 预测 实质 、 平 均 实质 等 ， 


一 、 随 机 数学 小 议 


关于 随机 数学 的 起 源 ,可 推 至 15 世纪 末 卡 丹 与 塔 塔 利 亚 合 著 的 《博弈 者 人 门 》 
一 书 ， 稍 近 的 也 可 说 起 自 1651 年 由 斯 卡 〈B.Pascal) 的 同乡 人 软 勒 向 他 提出 的 掷 
山子 问题 ， 后 经 帕 氏 与 费 马 的 书信 讨论 得 到 了 如 今 概率 论 的 前 提 知 识 一 一 排列 、 
组 合 及 二 项 式 的 系数 规律 (帕斯卡 三 角形 ) 等 . 而 后 , 了 伯 努 利 还 发 现 了 大 数 定 
律 ; 到 1812 年 拉 普 拉 斯 提出 了 先 验 概率 论 ， 并 总 结 成 书 ; 后 又 有 Von Mises 提出 
经 验 概率 论 ; 1920 年 为 庞 加 莱 、 和 希 尔 伯 特 所 振兴 并 成 为 学 科 . 但 概率 论 长 期 未 被 
数学 界 正式 接纳 ， 原 因 是 说 它 与 数学 哪 一 个 基础 学 科 都 挂 不 上 钩 ， 说 它 不 属于 数 
学 . 直至 1935 年 才 为 柯 尔 莫 哥 洛 夫 证 明 它 属于 测度 论 , 为 之 找到 了 逻辑 基础 ,这 
时 概率 论 才 作为 测度 概率 论 正式 成 为 数学 中 的 一 员 ， 也 因此 而 得 到 了 猛烈 发 展 的 
生机 . 20 世纪 50 年 代 即 形成 了 概率 论 基 础 教材 ，60 年 代 又 从 中 独立 出 统计 学 分 
支 学 科 . 如 今 概 率 统计 学 及 其 应 用 学 科 分 支 已 构成 一 大 学 科 体 系 ， 统 称 为 随机 数 
学 ， 也 包括 博弈 论 、 排 队 论 、 随 机 微分 方程 、 时 序 分 序 等 如今， 随机 数学 已 成 
为 应 用 数学 和 工程 技术 应 用 界 不 可 或 缺 的 基础 知识 和 主要 的 定量 分 析 手 段 . 

本 质 上 说 ， 所 谓 随机 问题 无 非 是 “高 维 的 确定 性 问题 作 低 维 处 理 ” 的 一 种 方 
式 罢了 . 比如 每 次 掷 货 子 的 结果 ， 显 然 应 该 是 其 初始 条 件 〈 向 量 ) 与 过 程 中 很 多 
细微 因素 共同 形成 的 ， 皆 因 现时 无 力 探知 、 人 掌握 和 控制 它们 ， 这 才 将 其 〈 很 多 因 
素 ) 统一 地 以 一 个 随机 因素 上 来 表示 . 推 想 之 , 确定 数学 建 模 中 也 丢掉 了 不 少 “ 弱 ” 
因素 . 从 随机 数学 意义 讲 ， 本 应 在 确定 模型 后 加 上 一 个 随机 项 6 以 表征 一 切 丢 掉 
了 的 多 维 因素 才 是 . 换 句 话说 ， 从 实践 意义 讲 ， 确 定数 学 模型 也 应 该 是 随机 的 
在 这 里 ， 随 机 数学 与 确定 数学 仅仅 是 处 理 方法 上 的 差别 而 已 . 

最 后 ， 笔 者 愿 借 此 提出 ， 作 为 非 数 学 专业 公共 的 应 用 数学 基础 知识 ， 除 “高 
等 数学 ”外 (在 “高 等 数学 ”基础 上 ) ， 最 重要 的 应 该 是 “概率 统计 学 ”和 “动力 
系统 理论 基础 ”这 样 两 门 各 具 特 色 但 同等 重要 的 学 科 . 比如 ， 两 者 建 模 的 原理 就 
十 分 不 同 ， 特 别 是 后 者 对 于 培养 我 们 观察 分 析 问 题 的 能 力 ， 帮 助 我 们 理解 客观 事 
物 ， 形 成 思维 习惯 都 是 十 分 有 用 的 . 

当然 ， 随 机 数学 与 动力 系统 理论 也 有 共通 之 处 ， 那 就 是 都 具有 时 间 性 ， 只 是 
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随机 数学 的 时 间 性 来 的 不 那么 直接 罢了 


二 、 概 率 概念 中 的 时 间 性 


1. 概率 论 具 有 预测 实质 

比如 说 搓 一 次 硬币 ， 问 是 国徽 向 上 还 是 面值 〈 文 字 ) 向上? 显然 这 是 个 预测 
性 问题 . 不 过 一 般 按 确定 性 数学 得 到 的 预测 回答 应 该 是 “确定 ”的 ， 然 而 我 们 这 
里 只 能 给 出 不 确定 的 预测 答案 (概率 值 )， 即 说 有 0.5 的 可 能 是 国徽 向 上 . 由 于 等 
事件 发 生 后 则 不 是 1 就 是 0， 所 以 这 个 预测 值 总 是 有 误差 ， 叫 做 “不 确定 性 ”. 又 
如 ， 当 我 们 说 一 个 一 般 的 社会 都 有 6% 左右 的 残疾 人 时 , 这 里 的 概率 似乎 具有 “ 结 
构 ” 意 义 ， 但 若 问 在 社会 中 随机 抽取 1 000 人 将 有 多 少 残疾 人 ? 这 种 情况 下 来 说 
概率 值 ， 即 成 为 具有 “预测 ”意义 的 了 . 

事实 上 , 凡是 0,1 性 (不 发 生 与 发 生 ) 事件 , 事先 给 出 其 发 生 的 概率 值 都 是 一 
种 预测 ， 只 是 通常 不 这 么 说 办 了 . 通常 (生活 中 ) 说 “预测 ”是 指 确 定性 的 ， 亦 
即 测 出 的 结果 本 身 是 0 或 1， 但 实际 经 验 后 却 不 一 定 ， 误 差 要 么 是 100% ( 错 )， 
要 么 是 0 〈 对 ) ， 而 概率 论 预测 虽 总 有 误差 ， 但 都 小 于 100%， 所 以 说 两 种 预测 具 
有 实质 性 差异 . 

总 之 ， 容 易 发 现 凡是 求 概率 的 问题 都 属于 待 发 生 的 0,1 问题 ， 或 叫 0,1 事件 . 
因此 说 “概率 ”概念 中 具有 预测 实质 ， 它 能 科学 地 给 出 事件 发 生 的 可 能 性 大 小 . 

那么 ， 一 方面 说 概率 问题 是 随机 性 问题 ; 另 一 方面 说 我 们 能 作 预 测 的 只 能 是 
时 间 意 义 下 的 稳定 〈 非 随机 ) 规律 ， 怎 么 解释 ”我 们 有 : 

2. 概率 值 中 已 消除 了 随机 干扰 

首先 我 们 知道 ， 概 率 值 是 一 种 “期 望 值 ， 而 期 望 值 是 一 种 “均值 ”， 实 则 极 
限 意 义 下 (无 穷 次 实验 ) 的 均值 . 现在 看 看 ,作为 一 个 事件 (比如 撕 硬 币 )， 它 受 
到 的 随机 干扰 虽然 就 其 个 别 实验 来 讲 , 不 具有 稳定 规律 , 但 从 系列 实验 的 “干扰 ” 
( 记 为 {6,)*) 来 讲 ， 一般 情况 下 ， 它 们 是 大 约 为 0 均值 的 或 叫 0 和 的 ( 白 噪声 )， 


亦 即 >s “0 ， 那 么 假若 该 实验 集 (样本 集 fa 并) 中 ， 客 观 值 期望 值 ) 为 思 ， 
则 可 记 任 一 x = 加 + ， 所 以 有 


1 1 1 . 
n 和 Gt) -lm tj 


或 说 
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limL $x =% (9.22) 
i=] 


z lm 
局 即 为 相应 期 户 值 ， 在 无 量 纲 意义 下 即 为 概率 值 

所 以 说 概率 值 原则 上 是 消除 了 干扰 之 下 的 度量 (比例 值 ) 既然 如 此 ， 所 量 得 
的 就 是 客观 规律 值 ， 是 对 《随机 环境 下 ) 不 确定 事物 ， 析 出 其 确定 成 分 ， 由 于 它 
是 常量 ， 所 以 是 对 + 稳定 的 ， 这 里 再 次 解释 了 概率 值 具有 预测 实质 的 机 理 - 

特别 指出 ， 概 率 值 在 这 里 虽 是 一 个 被 度量 出 来 的 “消除 了 随机 干扰 的 必然 数 
值 *， 但 它 是 有 内 洱 的 实际 上 它 不 只 有 个 概率 分 布 函数 ， 更 是 个 被 测 对 象 的 ) 
表征 事物 必然 性 的 一 般 函 数 甚 至 是 个 泛 函 数 . 

3. 概率 p=0,1 与 必然 事件 

要 问 ， 当 计算 出 一 个 事件 的 概率 为 0 或 为 1 时 ， 是 不 是 该 事件 就 是 必然 事件 
了 呢 ? 回答 是 否定 的 . 

首先 说 ， 一 个 未 知 的 完全 事件 〔W) 由 且 仅 由 必然 事件 和 可 能 事件 构成 ， 而 
必然 性 仅 属于 集合 {.1) (要 么 不 发 生 ， 要 么 必 发 生 ) ， 可 能 性 〈 概 率 ) 仅 属 于 集 
合 (0,1) ， 两 个 端点 值 0 和 1 只 是 取 极限 的 结果 ， 但 其 随机 性 同样 存在 ， 并 不 必然 
(只 是 小 概率 里 了 )， 

具体 说 是 因为， 根据 概率 p 的 定义 ，p= 各 (~ 各] (其 中 ,表示 放 次 
实验 中 事件 发 生 的 次 数 为 由， 其 分 子 分 母 一 般 会 都 趋 于 无 穷 大 (必然 概念 下 只 人 
是 N- =0)， 其 极限 值 仅 取决 于 两 个 无 穷 大 的 阶 的 比较 ， 所 以 在 概率 式 中 ， 尽 管 
可 能 p=0 (或 D) ， 然 而 发 生 的 次 数 不 为 0 (或 与 分 母 等 价 ) ， 因 此 不 能 说 〈 概 率 
为 9 或 1 时) 事件 必然 不 发 生 或 一 定 发 生 ，。 以 上 讨论 对 概率 的 近似 公式 也 成 立 ， 

换 句 话说 ，{f0,1 问题 不 属于 预测 性 问题 , 而 (0.D 问 题 才 ( 必 ) 属 预测 问题 . 所 
以 有 


W = {0,1}U(0,1) =[0,1] (9.23) 


三 、 随 机 过 程 的 了 时间 特征 


“过 程 ”一 词 本 身 即 表明 了 时 间 特 征 ， 又 叫做 时 间 “ 记 忆 ” 性 ,不管 它 是 直接 
的 还 是 间接 的 , 所 谓 “ 随 机 过 程 ”就 不 是 只 承认 初始 条 件 的 动力 学 过 程 ， 而 是 同 
时 考虑 到 过 程 中 有 随机 干扰 的 过 程 .显然 这 是 十 分 有 意义 的 方向 ， 难 怪 说 随机 过 
程 论 是 概率 论 中 一 个 内 容 非常 丰富 的 分 支 领域 . 这 也 正体 现 了 概率 论 的 “时 间 数 
学 ”特征 . 
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在 随机 过 程 论 中 ,主要 的 是 Mapkob 过 程 〈 一 阶 记 忆 )， 仅 此 也 已 成 为 一 门 分 
支 学 科 . 此 外 ,还 有 诸如 正 态 过 程 、 独 立 过 程 、 平 稳 过 程 、 分 枝 过 程 、 样 本 过 程 、 
遍历 过 程 以 及 生 灭 过 程 、 布 朗 过 程 、Q 过 程 、 款 论 等 概念 和 理论 分 支 ， 其 中 比如 
“ 款 论 ”等 也 已 成 为 独立 分 支 . 特别 地 ， 比 如 “五 ” 段 将 讲 到 的 “时 序 分 析 ” 以 及 
随机 微分 方程 论 等 都 是 一 些 随机 过 程 理 论 , 由 此 可 见 概率 论 中 广泛 存在 的 “过 程 ” 
实质 ， 从 而 说 它 深刻 地 、 普 遍地 存在 着 “时 间 ” 特 征 . 


四 、 统 计 学 中 的 时 间 性 


统计 学 ， 全 名 数理 统计 学 ， 目 的 是 在 随机 事物 中 找 出 它 的 必然 性 规律 .由 于 
它 具 有 极 强 的 应 用 性 ， 获 得 了 极 强 的 生命 力 ， 如 今 的 发 展 规模 已 超过 了 它 的 母 学 
科 概 率 论 . 

具体 来 说 ， 统 计 学 的 首要 任务 即 在 于 探知 对 象 总 体 〈 母 本 ) 的 “结构 状态 ”， 
在 统计 学 中 叫做 总 体 分 布 . 知道 了 总 体 分 布 ， 所 要 的 统计 信息 就 都 在 其 中 了 . 问 
题 是 ， 原 则 上 不 可 能 直接 得 到 总 体 分 布 ， 而 只 能 用 其 子 样 ( 样 本) 去 构 作 与 总 体 
分 布 近似 的 子 样 分 布 . 即使 为 求 得 子 样 分 布 也 需要 多 个 样本 才 行 ， 原 则 上 要 求 样 
本 越 多 越 好 . 

这 是 因为 本 质 上 每 个 样本 都 是 从 所 求 对 象 的 全 部 因素 升华 出 的 一 个 “ 泛 函 
值 ”. 这 里 既 不 知道 或 无 法 知道 全 部 影响 因素 ,也 不 知 其 函数 式 结构 (原则 上 ， 所 
求 对 象 是 个 “黑箱 ”) ， 因 此 仅 任 一 个 泛 函 数 去 求 它 的 反问 题 一 一 探知 原 对 象 的 结 
构 状 态 ， 是 困难 的 . 那么 统计 学 上 采用 “一 组 ”这 样 的 泛 函 值 (样本 组 ) 加 上 系 
列 的 数学 手段 ， 终 于 取得 了 成 功 ， 这 就 是 统计 学 上 必须 采集 样本 和 样本 组 的 基本 
原理 . 

特别 地 ， 实 践 中 样本 组 的 特征 〈 包 括 客 观 的 和 主观 赋予 的 ) 越 来 越 繁 复 ， 考 
虑 也 越 来 越 细腻 ， 由 此 还 产生 了 所 谓 “ 数 据 控 据 (data minig)” 分 支 ， 同 时 创造 
出 越 来 越 多 的 统计 方法 ， 这 也 是 统计 学 越 来 越 深入 、 扩 展 的 机 理 所 在 . 

总 的 来 说 ， 子 样 分 布 所 在 的 空间 形式 有 两 类 : 一 类 是 结构 空间 ， 另 一 类 是 时 
空空 间 . 对 于 结构 空间 中 子 样 分 布 (总体 分 布 的 近似 ) 的 探讨 方法 ， 主 要 有 参数 
检验 和 非 参数 检验 两 类 方法 : 前 者 是 在 先 验 猜测 (通过 经 验 观 察 ) 的 基础 上 ， 建 
立 起 一 个 函数 关系 后 再 用 子 样 “估计 ”出 其 中 参数 ， 并 作出 假设 检验 ， 以 判定 相 
应 分 布 函数 类 型 诸如 正 态 分 布 、Poisson 分 布 等 的 合理 性 . 当先 验 猜 测 其 分 布 函数 
类 型 仍 难以 定 玄 时 ， 宜 采用 直接 从 问题 出 发 的 非 参数 检验 法 ， 诸 如 拟 合 检验 或 经 
验 分 布 检验 、 秩 和 检验 等 等 . 当然 这 时 仍 需要 以 样本 集 作 为 基本 信息 ， 同 样 是 从 
中 析 取 所 需要 的 内 蕴 信 息 . 
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至 于 时 空空 间 中 的 分 布 函数 问题 ， 则 具有 典 
型 的 时 间 特 征 . 在 统计 学 上 叫做 预测 问题 ， 在 计 
算数 学 上 叫做 外 推 问题 ， 在 经 济 学 上 叫做 计量 分 
析 问 题 . 该 类 问题 的 特征 是 “未 知 的 分 布 函数 是 
沿 时 间 轴 来 分 布 的 "， 如 图 9.3 所 示 ，i 是 考察 问 
题 的 “现在 ”时 刻 ， 需 要 的 是 预测 i 的 右 侧 适 当 
区 间 上 的 分 布 函数 ,为 此 只 能 通过 1 的 左 侧 ( 历 
史上 ) 去 找 出 上， 然后 外 推 实现 . 为 此 ， 又 只 能 
通过 历史 的 子 样 集 来 近似 地 确定 f 左 侧 的 分 布 
函数 .再 根据 /的 定义 域 〈 往 往 超过 图 中 上 点) 
推出 t 右 侧 的 分 布 函 数 ， 以 达到 预测 的 目的 . 如 
图 9.3 中 统计 曲线 (其 1 左 侧 为 实 线 ，t 右 侧 为 虚线 ) 即 表 明 这 一 思想 . 

统计 学 上 具体 采用 的 统计 预测 方法 主要 是 “回归 分 析 法 ”. 回归 分 析 是 概率 统 
计 学 中 一 个 分 支 理论 ， 已 发 展 成 了 线性 和 非 线性 、 一 元 和 多 元 乃至 动态 的 等 回归 
分 析 . 回归 分 析 的 基本 思想 是 首先 根据 样本 组 的 分 布 特征 以 及 对 问题 的 思辨 认识 
而 先 验 地 选 定 一 个 模型 类 型 ， 然 后 求 出 (估计 出 ) 模型 的 相应 参数 . 在 经 典 统计 
学 中 常常 选取 线性 模型 ， 比 如 图 9.3 中 ， 虽 然 选 取 逻 辑 斯 请 (Logistic) 曲线 /更 
合适 ， 但 作为 近似 ， 在 一 定 的 判定 标准 下 选 作 直线 往往 也 是 可 以 的 . 这 时 若 预测 
期 间 较 短 〈 短 期 预测 ) ,误差 仍 会 很 小 , 符合 要 求 . 至 于 对 参数 的 估计 ,一般 采 用 
最 大 似 然 估 计 法 ， 具 体 到 回归 分 析 上 叫做 最 小 二 乘法 . 所 谓 最 小 二 乘法 ， 系 利用 
拉 格 朗 日 条 件 极 值 原理 ， 对 所 选 模型 在 所 给 样本 下 ， 保 证 误差 最 小 时 ， 求 得 参数 
估计 值 ， 从 而 完全 确定 所 给 模型 ， 以 作 预 测 . 

最 后 ， 我 们 说 统计 学 中 的 时 间 性 ， 即 表现 在 此 预测 性 问题 上 . 

鉴于 如 今 概率 统计 方法 已 成 为 普及 知识 ， 这 里 即 不 必 举 例 和 作 更 多 叙述 了 . 


五 、 时 序 分 析 学 与 时 序 认识 


1. 时 序 分 析 学 


1927 年 G Yule 首次 提出 一 个 自 回归 (AR) 预测 模型 ，1931 年 Box 等 人 再 次 
建立 AR 预测 模型 ， 并 于 1943 年 ， 控 制 论 创 始 人 维 纳 正式 将 其 发 展 成 一 门 应 用 数 
学 分 支 “ 时 序 分 析 学 ”, 简称 时 序 分 析 . 它 是 横 跨 概率 论 、 控 制 论 、 泛 函 分 析 与 党 
数 分 方程 的 一 个 交叉 性 学 科 . 不 过 虽说 时 序 分 析 学 涉及 控制 论 , 也 为 维 纳 所 发 展 ， 
但 毕竟 时 序 分析 更 属于 随机 过 程 ， 因 而 不 能 用 控制 论 的 确定 数学 方法 去 建 模 . 这 
是 因为 顾名思义 ， 时 序 分 析 的 特征 在 于 “时 序 ” 性 和 “分 析 ” 性 两 个 方面 : 
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(1“ 时 序 ” 性， 即时 序 样 本 {x,} 的 序号 具有 明显 的 时 间 意 义 , 不 可 任意 调换 . 
这 与 统计 学 中 某 些 “无 序 样本 ”的 意义 有 所 不 同 . 比如 ,对 一 批 产 品 作 抽样 检验 ， 
以 确定 其 质量 分 布 规律 时 ， 其 样本 即 与 其 序号 无 关 ， 或 说 其 序号 不 具有 时 间 意 
义 ， 但 比如 要 用 统计 方法 对 一 个 企业 作 经 济 增长 预测 ， 这 时 的 样本 组 序号 即 有 时 
间 意 义 了 . 因此 ， 样 本 序号 的 时 间 意 义 并 非 时 序 分 析 方 法 独 有 的 ， 而 构成 其 独 有 
特征 的 还 在 于 其 “分 析 ” 人 性 . 

(2)“ 分 析 ” 性 主要 表现 为 它 的 “ 建 模 ”特征 . 总 的 来 说 ， 它 是 接受 了 各 类 机 
械 振动 模型 ， 诸 如 

mix+axt+bx= p(t) (9.24) 

或 mx+axt+bx=cy+ky 


等 的 启迪 , 以 及 差分 格式 和 控制 论 模 型 (控制 项 ) 的 思想 启发 , 而 提出 的 模型 ( 参 
见 杨 叔 子 等 《时 间 序 列 分 析 的 工程 应 用 为 ， 一 般 形 式 如 


x -Vox 三 4 -yba (9.25) 
i=l i=] 


式 (9.25) 是 个 随机 差分 方程 ， 具 体 叫 做 n 阶 自 回归 m 阶 滑动 平均 方程 ， 记 为 
ARMA(n,m) . 其 中 为 待 确定 的 自 回 归 参 数 ; 6 为 待 确定 的 滑动 平均 (对 随机 干 
扰 作 “光滑 ”处 理 的 ) 参数 ; 4a 为 残 差 值 ， 由 白 噪声 生成 ; 时 间 序 列 {x%} 中 忆 为 
现时 值 ， 式 中 ,为 第 i 阶 “ 记 忆 ” 值 . 

以 上 仅 是 时 序 分 析 模 型 的 一 般 形式 叙述 ， 作 为 一 个 实际 问题 ， 是 否 能 适 于 建 
立 《9.25) 型 模型 ， 是 有 条 件 的 ， 那 就 是 在 时 序 性 条 件 下 更 要 求 {x} 满足 “平稳 
性 ”和 “ 零 均 值 ”. 简单 说 , 平稳 性 表明 {x%} 所 受 的 随机 干扰 因素 与 时 间 无 关 ， 其 
严格 定义 需 根据 {x%} 的 谱 分 布 函数 和 自 相关 函数 的 统计 特征 〈 兹 免 ); 在 平稳 性 之 
下 ， 零 均值 条 件 即 可 通过 所 谓 “ 零 均值 化 ”来 实现 . 这 往往 是 在 必要 时 才能 用 该 
方法 . 

时 序 分 析 的 优点 在 于 它 的 模型 中 已 充分 考虑 到 了 随机 因素 造成 的 影响 ， 并 进 
行 了 处 理 . 这 就 使 得 实践 中 许多 难以 用 确定 数学 方法 建 模 的 问题 ， 都 能 很 好 地 用 
时 序 分 析 方 法 ， 诸 如 ， 当 机 器 在 运行 中 的 一 些 系 统 参 数 无 法 观测 时 ; 一 个 系统 可 
观测 多 个 时 序 ， 而 这 些 时 序 间 的 关系 不 清楚 时 ; 系统 的 噪声 太 多 、 太 强 以 至 于 无 
法 测 准 等 情形 时 ， 难 以 用 控制 论 的 系统 辨识 法 ， 却 能 用 时 序 分 析 法 . 

时 序 分 析 法 常常 用 于 描述 动态 过 程 ， 因 而 能 用 于 预测 、 系 统 辨 识 和 系统 控制 
等 ， 从 而 在 各 种 工程 技术 和 经 济 、 交 通 等 领域 都 有 广泛 的 用 处 . 
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2. 时 序 认 识 

图 9.3' 中 (al)、(b) 分 别 是 同一 个 时 序 过 程 的 连续 型 与 离散 型 两 种 表示 : 前 
者 是 〈 表 ) 系统 的 实际 过 程 ; 后 者 系 其 实践 上 常用 的 (包括 实际 操作 和 一 种 理论 
分 析 的 ) 形式 ， 因 为 观察 总 是 离散 的 ， 只 是 离散 的 步 长 有 大 有 小 的 差异 . 


(a) (b) 
9.3' 


那么 这 就 存在 一 个 由 技术 的 〈b) 去 推 知客 观 的 (a) 的 问题 ， 可 归纳 为 三 种 
方法 : 

第 一 类 是 实践 技术 操作 法 ,此 即 采 用 增加 观测 次 数 ( 增 密 离散 点 , 缩短 步 长 ) 
的 方法 容易 逼近 (a) . 

第 二 类 是 数学 理论 方法 ， 此 即 由 系统 一 定 的 时 序 离散 信息 集 ， 推 知 原 系统 运 
行 过 程 问题 . 这 时 又 分 为 统计 建 模 求解 法 和 数理 模拟 、 建 模 求 解法 两 种 方法 (和 皆 
已 谈 及 ) . 

第 三 类 是 这 里 特别 要 说 的 思辨 认识 法 . 显然 ， 比 较 起 前 两 类 方法 来 似乎 这 是 
最 不 精确 、 最 不 实在 的 ， 却 不 能 不 看 到 这 也 是 最 基本 的 、 最 普及 的 方法 . 首先 它 
在 社会 科学 研究 中 是 (不 得 不 作为 ) 常用 的 方法 ， 其 次 即使 在 执行 前 两 类 方法 时 
往往 少不了 【在 脑子 里 ) 会 自然 地 用 到 这 一 方法 . 因此 我 们 不 能 忽视 它 ， 必 须 正 
视 它 . 相信 这 一 问题 只 要 提出 来 即 算得 到 解决 ， 这 里 仅 特 别提 出 〈 例 述 ) 一 个 负 
面 的 问题 . 

例 2 历史 本 是 个 连续 的 时 序 过 程 , 客观 说 既然 成 为 历史 就 是 雷 打 不 动 的 事实 
了 . 但 为 什么 对 历史 从 来 都 争论 不 休 ? 原来 正 是 因为 上 述 原理 ， 正 是 后 人 对 历史 
只 知道 些 离散 事实 ， 自 然 难以 推断 出 真实 的 原 过 程 了 . 显然 ,不同 的 人 基于 不 同 
的 离散 点 集 可 提出 不 同 的 “结论 ”( 连 续 轨 线 ) 来 了 . 更 何况 ,车 带 着 不 同 观 点 到 
历史 中 去 选取 其 离散 事实 集 ， 更 会 得 出 不 同 “ 结 论 ” 了 . 难怪 有 人 说 :“ 历 史 是 任 
人 打扮 的 小 姑娘 ”. 
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第 五 节 不 确定 数学 与 复杂 性 数学 


一 、 关 于 不 确定 数学 
1. 原始 概念 
不 确定 数学 的 原始 概念 系 指 随机 数学 和 模糊 数学 的 总 称 . 相 对 于 经 典 数 学 (又 
叫 确定 数学 ) 的 确定 性 来 ， 不 确定 数学 与 确定 数学 在 逻辑 上 有 两 大 区 别 ; 一 是 经 
典 数 学 属 {0,1} 逻 辑 ， 又 叫 二 值 逻 辑 ; 而 不 确定 数学 则 属于 [0,1] 逻 辑 ， 又 叫 多 值 罗 
辑 或 无 穷 值 逻辑 ， 田 一 区 别 是 确定 数学 完全 满足 形式 逻辑 的 四 大 定律 (第 五 章 第 
二 节 ); 而 不 确定 数学 则 有 缺陷 ， 它 不 满足 “ 排 中 律 ”. 
2. 现代 概念 
随 着 数学 和 整个 科学 的 现代 化 进程 ， 在 纯 数 学 领域 和 应 用 数学 范畴 中 具有 种 
种 不 确定 性 的 分 支 学 科 不 断 出 现 ， 且 越 来 越 多 . 比如 混沌 理论 、 非 线性 理论 、 耗 
散 理论 、 计 算 复杂 性 中 的 已 =?NP 问题 、 数 学 中 不 完全 问题 ， 实 数理 论 、 数 理 经 
济 学 中 不 可 能 性 问题 以 及 越 来 越 多 的 悖 论 、 怪 轿 、 伴 庄 问 题 ， 乃 至 “ 物 元 分 析 ” 
中 提出 的 “不 可 解 问题 ”等 等 ， 对 它们 的 数学 探讨 都 引出 不 确定 数学 . 仔细 观察 
可 发 现 它们 有 着 一 个 共同 的 逻辑 特征 , 即 都 不 属于 典型 的 形式 逻辑 范畴 , 而 是 ( 按 
第 五 章 的 思想 ) 进入 了 形式 逻辑 的 边沿 区 域 或 说 非典 型 的 形式 逻辑 范畴 ， 这 时 它 
们 对 “四 大 定律 ”当然 不 一 定 完全 满足 . 把 所 有 这 些 领 域 统称 为 复杂 性 数学 . 
总 之 ， 很 显然 ， 现 代 的 不 确定 数学 ， 应 该 包括 随机 数学 、 模 糊 数学 和 复杂 性 
数学 . 
3. 随机 数学 与 模糊 数学 的 区 别 
虽然 随机 数学 与 模糊 数学 篆 属 不 确定 数学 ， 其 度量 值 缘 在 [0,1] 上 ， 逻 辑 上 
和 车 缺 乏 排 中 律 等 ， 但 它们 仍 有 着 本 质 的 区 别 . 首先 即 表现 在 ， 随 机 概念 和 概率 概 
念 中 都 必须 含有 时 间 意 义 ， 离 开 了 时 间 意 义 就 谈 不 上 随机 与 概率 . 比如 我 们 说 某 
过 程 中 受到 随机 因素 干扰 ， 虽 然 说 干扰 因素 不 具 时 间 规 律 ， 但 这 件 事 是 相对 于 时 
间 概 念 来 说 的 . 又 如 说 到 概率 ， 则 必 具 预测 性 的 时 间 意 义 ， 它 是 对 0,1 事 件 的 预 
测 . 比如 说 任意 抽取 某 一 商品 为 次 品 的 可 能 性 是 1% ， 这 就 是 一 种 预测 它 使 你 
预先 知道 买 回 这 种 商品 一 般 不 会 有 问题 ， 而 真正 买 到 手 ， 则 要 么 是 正品 、 要 么 是 
次 品 ， 即 不 再 有 那个 1% 了 . 
相反 地 容易 看 到 ， 模 糊 概念 则 不 含 时 间 意 义 ， 或 说 它 是 一 个 空间 结构 概念 
从 另 一 方面 说 ， 模 糊 关系 是 客观 世界 事物 间 普 遍 存 在 的 一 种 结构 特征 ， 一 种 具有 
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相对 稳定 性 的 结构 关系 , 它 的 度量 只 能 是 [0,1] 的 , 原则 上 不 可 人 为 地 变 成 {0,1} 
结构 . 但 “概率 ”和 “随机 ”的 产生 则 不 完全 是 自然 的 、 不 是 不 可 人 为 改变 的 . 抽 
象 说 来 ， 人 的 能 力 和 设备 是 可 以 达到 掌握 和 控制 事物 变化 过 程 中 所 有 因素 的 ， 这 
时 间 题 即 成 为 {0,1} 的 了 ， 亦 即 转 化 成 为 确定 的 了 . 因此 本 质 上 说 所 谓 概率 论 、 统 
计 学 等 随机 数学 只 是 人 为 的 一 种 处 理 方式 ， 是 一 个 本 来 属于 更 高 维 的 确定 问题 ， 
只 是 出 于 无 能 为 力 才 不 得 不 将 其 作为 低 维 的 “随机 问题 ”来 解决 . 所 以 本 质 上 说 
它 只 是 一 种 处 理 技巧 ， 并 非 客观 的 本 原 性 存在 . 但 模糊 结构 则 不 然 ， 它 是 客观 世 
界 的 本 原 性 存在 ， 由 此 足 可 见 随机 数学 与 模糊 数学 的 本 质 差 异 了 . 

总 之 ， 随 机 问题 是 时 间 性 的 ， 模 糊 问题 是 空间 性 的 ; 随机 问题 是 相对 性 的 ， 
模糊 问题 是 本 原 性 的 ; 随机 性 是 高 维 问 题 的 低 维 认识 ， 模 糊 性 是 客观 世界 的 本 来 
结构 ; 随机 数学 ,特别 是 统计 学 ,是 从 样本 ( 泛 函 值 ) 求 原 事物 的 《必然 ) 规律 ， 
是 反问 题 ， 模 糊 数学 与 必然 数学 一 样 ， 是 直接 探索 事物 的 结构 规律 是“ 正 ” 
问题 . 

但 随机 数学 与 模糊 数学 有 两 点 是 共同 的 : 一 个 是 两 者 都 是 区 间 [0,1] 上 的 数 
学 ; 另 一 个 是 它们 都 是 为 求 客观 世界 的 “必然 ”规律 . 具体 说 来 ， 随 机 数学 是 在 
随机 之 中 求 “ 定 常 ”， 模 糊 数学 是 在 模糊 之 中 求 “分 明 ， 不 确定 数学 是 在 不 确定 
之 中 求 “确定 "， 但 定常 、 分 明 、 确 定 皆 属 一 个 “必然 ”概念 . 


二 、 模 糊 数学 


自 1965 年 计算 机 科学 家 L. A. Zadeh 提出 模糊 (Fuzzy) 集 理论 以 来 ， 模 糊 数 
学 即 宣告 诞生 并 得 到 迅速 发 展 ， 尽 管 它 也 与 许多 新 学 科 ， 诸 如 概率 论 、 集 合 论 、 
非 欧 几何 、 傅 里 叶 分析 等 的 出 现 一 样 ， 受 到 种 种 非议 ， 至 今 尚 未 完全 平息 也 罢 
对 模糊 数学 的 非议 主要 是 说 它 只 是 经 典 数学 的 平移 ， 没 有 独立 特色 . 但 它 的 发 展 
仍然 迅速 ， 其 重要 原因 即 在 于 : 中 模糊 性 道 出 了 客观 世界 普遍 的 存在 特征 ,因而 
它 有 着 广阔 的 实际 背景 ; @ 模糊 逻辑 占领 了 逻辑 学 中 一 大 片 领 地 , 使 它 有 了 坚实 
的 逻辑 基础 . 总 之 ， 是 模糊 数学 的 应 用 前 景 和 逻辑 基础 黄 定 了 它 旺盛 的 生命 力 . 


1. 模糊 数学 理论 的 发 展 


(1) 模糊 集 基本 概念 : 
设 分 明 集 半 为 论 域 ，F” 为 的 一 切 模糊 子 集 的 集合 (也 可 视 为 蒜 x[0,1] 的 短 
集 ， 叫 做 模糊 罕 集 )，v4e F”， 可 视 4 是 由 一 个 模糊 映射 Au 给 出 的 ， 


Ls XX— [0, 1] 
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其 中 (Xx) 为 xe 半 的 模糊 度 , 从 而 4 可 表示 为 


这 里 “|， ”在 XX 为 有 限 集 或 无 穷 集 时 ， 沸 表 
“形式 ”和 ， 最 终 仍 是 一 个 集合 而 非 数 ; 形式 
人 (下 不 是 通常 分 式 ， 仅 表示 在 分 明 元 素 x 处 
的 模糊 度 为 wu(9 .如 图 9.4 所 示 ， 叉 称 为 4 
的 余 集 ， 叫 子 集 和 = 公约 为 4 的 4 巷 集 (或 4 层次 )，/CD:AnCD9 > 


(2) 模糊 数学 的 通 有 研究 . 

这 是 指 以 模糊 集合 为 直接 研究 对 和 象 进行 的 ， 诸 如 在 基本 运算 关系 和 相应 的 系 
列 概念 的 建立 上 ， 所 产生 的 理论 “扩展 ”. 比如 ， 除 了 模糊 集 的 “基本 运算 ”外 ， 
还 有 诸如 模糊 集 的 凸 性 研究 等 “集合 论 研究 ”与 模糊 集 的 范畴 性 研究 、 模 糊 格 
的 研究 等 “代数 性 研究 ”"， 以 及 模糊 数 、 区 间 数 之 类 概念 的 建立 与 相应 的 “运算 
研究 ”等 . 

(3) 模糊 拓扑 的 研究 . 

模糊 拓扑 是 一 种 格 上 的 拓扑 ， 车 记分 明 集 为 X， 则 其 知 集 为 2”， 其 模糊 短 集 
为 F* ,那么 若 F*” 上 能 赋予 格 结构 则 成 为 上 的 模糊 格 , 记 为 ,这 时 再 在 玉 上 
赋予 拓扑 结构 就 成 为 模糊 拓扑 . 

由 于 格 的 特征 是 序 结构 和 代数 结构 的 复合 ， 所 以 可 说 模糊 拓扑 的 特征 是 把 拓 
扑 结构 与 序 结 构 、 代 数 结构 融合 起 来 的 复合 结构 . 

当前 关于 模糊 拓扑 研究 有 两 个 学 派 :一 派 是 英国 剑桥 的 “无 点 化 ”学派 (Locale 
理论 ) ; 另 一 派 是 中 国 川 大 的 “有 点 化 ”学 派 〈 重 域 系 理论 ) . 

2. 模糊 数学 的 逻辑 研究 

是 模糊 数学 的 诞生 推动 了 多 值 逻 辑 的 研究 ， 特 别 是 因为 模糊 数学 是 [0,1] 数 
学 而 激发 了 无 穷 值 逻辑 (又 叫 模糊 逻辑 ) 的 研究 . 

模糊 逻辑 的 研究 有 两 个 特点 : 一 个 是 较 多 地 移植 数理 逻辑 的 思想 和 方法 ， 包 
括 一 些 符 号 集 、 公 式 集 ， 以 及 真 假 概念 和 语句 、 命 题 等 概念 都 可 以 说 是 从 数理 逻 
辑 学 移植 过 来 的 ; 另 一 特点 是 它 的 研究 紧 紧 围绕 着 应 用 ， 形 成 了 丰富 的 不 确定 性 
推理 方法 ， 其 中 仅 关 于 模糊 集 的 不 确定 性 推理 方法 〈 叫 做 模糊 推理 方法 ) 已 有 多 
种 ,比如 有 Zadeh 方法 、Baildwin 方法 、Tsukamoto 方法 、Yager 方法 、Mizumoto 
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方法 和 徐 扬 方法 等 . 

此 外 ， 比 如 专家 系统 理论 和 模糊 逻辑 电路 、 模 糊 语 言 逻辑 等 应 用 性 研究 也 都 
体现 了 模糊 逻辑 的 应 用 特征 ， 

3. 模糊 数学 的 应 用 研究 

已 经 知道 ， 模 糊 数学 的 强大 生命 力主 要 源 于 它 的 应 用 性 . 这 点 即使 在 其 逻辑 
研究 中 也 体现 得 十 分 鲜明 ， 在 模糊 数学 本 身 则 更 是 如 此 .模糊 数学 的 应 用 主要 体 
现在 以 下 两 个 方面 : 

(1) 模糊 方法 . 

这 主要 表现 为 模糊 规划 方法 、 模 糊 决策 方法 、 模 糊 评 价 方法 和 模糊 识别 、 模 
糊 评判 、 模 糊 的 聚 类 分 析 等 方法 ， 这 是 模糊 概念 和 模糊 表述 方式 在 管理 科学 、 控 
制 论 和 聚 类 分 析 中 的 应 用 ， 它 能 够 充分 体现 为 模糊 概念 和 模糊 运算 下 的 优越 性 . 

(2) 模糊 技术 . 

模糊 数学 不 仅 作 为 模糊 逻辑 方法 和 模糊 定量 ( 软 ) 方法 而 紧 紧 为 着 应 用 ， 如 
今 还 形成 了 具有 设备 投资 和 产业 化 特征 的 “技术 ”， 叫 做 模糊 技术 . 

目前 的 模糊 技术 主要 体现 为 模糊 控制 特征 , 将 {0 事物 [0,1] 化 ,这 一 技术 
已 在 种 种 生产 系统 和 工程 现场 展开 . 此 外 ， 比 如 模糊 探测 仪 、 模 糊 诊断 仪 、 模 糊 
家 电 等 的 开发 亦 皆 属 此 . 

最 后 顺便 提 到 ， 颇 具 戏 剧 性 的 是 ， 模 糊 数学 产生 于 计算 机 科学 ， 其 初衷 是 为 
着 解决 计算 机 “智能 ”化 中 的 “ 非 模糊 性 ”缺陷 ， 但 如 今 在 其 他 学 科 领 域 已 颇 为 
受益 ， 然 而 在 其 发 祥 地 的 计算 机 领域 还 远 远 谈 不 上 实现 其 初衷 当然 这 也 是 完 
可 以 作出 科学 理解 的 事实 . (猜测: 出 于 “二 象 论 ”观点 可 认为 ， 现 在 的 电子 级 计 
算 机 其 电子 的 虚 象 还 难以 技术 化 ， 也 许 待 下 一 代 再 下 一 代 的 “量子 级 、 夸 克 级 计 
算 机 ”有 望 增进 其 模糊 化 问题 ， 因 为 到 那 种 级 别 ， 其 ( 量子 、 夸 克 的 ) 虚 象 更 强 ， 
更 利于 模糊 化 吧 .) 


三 、 复 杂 性 数学 


复杂 性 数学 不 是 一 门 独 立 学 科 ， 而 是 一 类 学 科 的 总 称 ， 且 这 类 学 科 还 在 越 来 
越 多 地 增加 着 . 按照 查 德 的 互 斥 原理 ,“ 一 个 系统 愈 复杂 ,其 数学 表述 的 精确 性 将 
愈 差 . 当 复杂 性 超过 某 一 临界 值 时 , 其 复杂 性 与 描述 的 精确 性 将 互 斥 ”. 换 句 话说 ， 
科学 的 复杂 性 对 应 于 数学 的 难以 精确 性 的 描述 . 据 此 我 们 把 定量 分 析 中 难以 作出 
精确 性 描述 的 领域 都 叫做 “复杂 性 数学 ”. 
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复杂 性 数学 的 “复杂 性 ”来 自 两 个 方面 : 一 个 是 随 着 各 个 学 科 的 现代 化 深入 ， 
将 产生 各 自 的 “复杂 性 ”; 另 一 个 是 具有 典型 的 复杂 性 特征 的 新 学 科 、 新 方向 不 断 
“ 涌 ” 现 . 

现代 科学 已 进入 定量 化 时 代 ， 因 此 现代 科学 的 复杂 性 首先 应 表现 在 数学 描述 
的 复杂 性 上 . 由 此 再 次 看 到 了 复杂 性 科学 与 复杂 性 数学 的 对 应 性 ， 因 而 复杂 性 数 
学 也 应 该 具有 广泛 性 和 继续 扩展 性 . 

事实 上 ,复杂 性 具体 到 哪 一 门 学 科 分 支 ， 都 有 其 具体 的 复杂 性 数学 和 相关 
概念 表征 着 它 . 比如 , 在 混沌 系统 中 混沌 就 是 复杂 性 ; 在 热力 学 系统 中 正 炉 5, 增 
就 是 复杂 性 ; 在 人 文 社 科 、 经 济 管理 系统 中 不 可 逆 就 是 复杂 性 ， 难 于 精确 度量 
就 是 复杂 性 ;在 耗 散 系统 中 涨 落 就 是 复杂 性 ， 系 统 远离 平衡 态 就 是 复杂 性 ; 在 
自然 科学 中 非 线 性 就 是 复杂 性 ; 在 “ 物 元 分 析 ” 中 关联 函数 kK; < -1 或 关联 度 
K.(w) < -1,ueU ( 论 域 ) 者 是 复杂 的 ; 计算 数学 中 已 =?NP 问题 是 复杂 的 ; 任何 
对 象 〈 或 叫 系统 ) 当 考 察 的 层次 多 了 都 是 复杂 的 ;数学 中 ， 高 维 空间 、 非 欧 空 间 
是 复杂 的 ， 世 界 公 开 问题 是 复杂 的 ， 哥 德 巴 蔡 (1+ 1) 问题 是 复杂 的 ， 连 续 统 猜 
测 和 ZFC 公理 问题 是 复杂 的 , 一切 进 入 逻辑 的 边沿 、 模 糊 区 , 难以 判定 其 状态 的 、 
难以 确定 的 问题 如 悖 论 、 怪 圈 等 “ 超 逮 辑 ”问题 都 是 复杂 的 . 

尽管 复杂 性 数学 分 布 广 、 形 式 多 ， 但 它们 有 一 个 共同 特征 ， 即 具有 各 种 各 样 
的 不 确定 性 ， 所 以 它们 应 该 与 不 确定 性 数学 类 有 着 广泛 “ 交 ”. 不 过 也 是 鉴于 复杂 
性 数学 中 具体 “复杂 性 ”的 非 统 一 性 ， 这 里 不 可 能 一 一 叙述 出 来 . 


四 、 网 络 数学 


根据 “二 象 论 〈 第 四 章 第 四 节 ) ， 任 何 系统 皆 由 虚实 二 象 构成 .那么 社会 的 
实在 象 必 有 其 虚拟 象 与 之 对 应 ， 且 应 该 与 此 实在 象 同 样 深刻 、 同 样 复杂 . 

的 确 如 此 ， 业 已 兴起 的 “网 络 世界 ”就 是 其 虚 象 中 一 个 重要 形式 . 如 今 可 以 
说 网 络 已 成 为 一 面 镜子 映照 出 社会 生活 的 方方面面 . 诸如 网 络 营销 、 网 络 会 议 、 
网 络 查询 、 网 络 金融 、 网 络 交友 、 网 络 游戏 乃至 网 络 犯罪 等 ， 应 有 尽 有 ， 且 已 经 
形成 了 一 个 对 偶 于 现实 社会 的 “网 络 社会 “. 

当然 , 网络 社会 作为 又 一 个 系统 仍 有 其 二 象 . 其 实 象 就 应 该 是 种 种 网 络 设置 、 
网 络 运行 、 网 络 技术 等 属于 “结构 ”特征 ; 其 虚 象 应 该 是 网 络 管理 、 网 络 规划 、 
网 络 交际 等 属于 “信息 ”特征 . 显然 其 中 “网 络 数学 ”是 少不了 的 . 既 有 的 虽然 
已 有 诸如 研究 “结构 ”的 图 论 和 研究 “信息 ”的 信息 数学 等 ， 显 然 都 还 很 不 够 ， 
还 不 能 与 实在 社会 这 一 象 相 匹配 . 
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“网 络 数学 ” 除 涵盖 信息 数学 外 ， 还 有 诸如 网 络 结构 、 网 络 图 论 、 网 络 管理 、 
网 络 运筹 之 类 非 信息 学 科研 究 任务 . 

总 之 ， 网 络 数学 ”的 产生 势 所 必然 ， 虽 可 说 已 有 了 一 些 苗头 ,但 仍 属 待 创 学 
科 ， 这 里 只 能 作为 问题 提出 ， 吁 请 关注 . 


第 六 节 ”优化 数学 


人 类 似乎 永远 处 于 一 种 迷雾 中 ， 永 远 存在 “下 一 步 怎 么 走 ， 明 天 怎么 办 ”的 
问题 ， 优 化 数学 就 是 在 这 样 的 环境 中 诞生 和 成 长 的 . 


一 、 价 值 数学 与 优化 数学 、 运 筹 学 

1. 价值 数学 

已 经 知道 ， 从 哲学 角度 看 ， 人 们 对 整个 客观 世界 ， 也 包括 主观 世界 的 认识 特 
征 可 归 为 五 论 : 本 原 论 、 认 识 论 、 方 法 论 、 实 证 论 和 价值 论 . 前 四 论 是 排除 了 自 
我 的 ， 具 有 纯粹 的 客观 特征 ， 唯 有 价值 论 则 不 然 ， 它 正 是 考虑 了 个 人 或 某 方 利益 
下 的 认识 ， 亦 即 为 着 某 种 价值 观 的 认识 . 比如 ， 自 然 科 学 可 说 是 完全 属于 前 四 论 
的 ， 但 社会 科学 中 即使 文 、 史 、 哲 也 不 全 属于 前 四 论 ， 而 其 他 学 科 以 及 社会 活动 
中 的 大 部 分 内 容 则 更 属于 价值 论 范畴 的 ， 因 此 价值 论 领域 也 是 很 宽广 的 . 

顾名思义 , 在 价值 论 意 义 下 的 一 切 思维 和 活动 , 都 少不了 “利害 关系 ”和 “ 划 
算 ” 与 “不 划算 ”的 计较 ， 因 此 这 里 也 少不了 数学 . 在 小 事 诸 如 蔬菜 市 场 和 人 际 
关系 上 ， 尚 可 自如 地 应 对 ， 但 作为 企业 部 门 及 地 区 管理 者 在 制订 经 营 策略 或 涉外 
关系 时 ， 就 需 债 重 了 ， 因 此 需要 价值 数学 .实际 上 ， 科 学 中 已 经 发 展 起 了 丰富 的 
价值 数学 . 

价值 数学 中 最 重要 的 内 容 是 优化 数学 ( 见 下 小 段 ), 此 外 还 有 预测 学 、 社 会 度 
景 学 以 及 经 济 数学 、 金 融 数 学 、 管 理 数学 乃至 系统 工程 学 . 因为 它们 或 者 是 完 
服务 于 社会 价值 观 的 ,或 者 是 主要 服务 于 社会 价值 观 的 . 比如 社会 度量 学 中 的 评 
价 、 评 估 、 社 会 统计 、 企 业 诊 断 等 软 度量 ,自然 都 属于 社会 价值 观 的 活动 . 此 外 ， 
比如 层次 分 析 法 、 系 统 动力 学 、 物 元 分 析 法 等 也 都 属于 价值 数学 . 

总 之 , 价值 数学 是 个 分 布 宽广 、 门 类 繁多 的 数学 范畴 ,这 里 不 可 能 一 一 述 及 ， 
好 在 其 中 不 少 学 科 已 从 另外 角度 在 别 的 部 分 叙述 到 了 ， 本 节 仅 就 优化 数学 作出 重 
点 叙述 . 
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2. 运筹 学 与 优化 数学 

运筹 学 , 原名 “Operational Research”, 经 科学 院 许 国志 、 周 华 康 先生 根据 “ 汉 
书 : 张 良 传 ” 上 名 言 “ 运 筹 帷 幅 中 ,决胜 千里 外 ”, 译作 运筹 学 ,立即 被 大 家 接受 . 
运筹 学 起 自 第 一 次 世界 大 战 时 期 ， 形 成 于 第 二 次 世界 大 战 时 期 ， 后 来 一 直 积 极 发 
展 ， 至 今 方兴未艾 ， 

运筹 学 的 宗旨 是 用 数学 工具 为 人 类 各 种 活动 作 咨询 、 策 划 ， 所 以 运筹 学 属于 
价值 数学 . 运筹 学 的 原 有 范畴 是 比较 分 明 的 ， 特 别 在 20 世纪 70 年 代 以 前 的 运筹 
学 ， 主 要 指控 制 论 、 规 划 论 、 排 队 论 、 存 储 论 、 博 弈 论 等 . 至 于 现代 运筹 学 ， 从 
运筹 学 杂志 来 看 ， 其 范畴 已 逐渐 扩展 到 几乎 一 切 优化 领域 ， 其 研究 仍然 分 为 理论 
探讨 与 方法 研究 两 个 方面 ， 且 以 后 者 为 重 . 

优化 数学 (optimization mathematics) 系 指 一 切 运 用 数学 工具 寻求 在 价值 、 效 
用 、 效 益 或 心理 满意 度 等 前 提 下 的 最 佳 方案 、 最 佳 状态 与 最 佳 途 径 的 内 容 和 活 
动 . 正如 价值 数学 一 样 ， 优 化 数学 不 是 一 门 独立 学 科 ， 而 是 一 种 泛 指 . 

从 实质 上 看 ， 运 筹 学 与 优化 数学 应 该 是 等 价 的 ， 但 由 于 运筹 学 已 成 为 基础 学 
科 ， 且 《运筹 学 》 (课本 ) 的 内 容 有 限 ， 范 畴 界定 较为 明显 ， 所 以 给 人 的 印象 是 ， 
运筹 学 就 是 《运筹 学 >， 似 乎 比较 狭窄 ， 只 能 算是 狭义 的 优化 数学 . 因此 我 们 也 遵 
照 这 一 世俗 ， 把 运筹 学 视 为 狭义 的 优化 数学 . 

不 管 怎样 ， 出 于 本 节 的 简要 性 ， 下 面 仅 就 运筹 学 与 优化 数学 共通 的 典型 内 容 
作 一 总 体 认 识 . 


二 、 优 化 数学 基本 原理 


上 述 优化 数学 常常 是 从 应 用 角度 来 说 的 ， 因 而 多 重 于 实用 方法 ， 不 过 这 里 罗 
列 一 些 作为 所 有 优化 数学 的 数学 基础 的 基本 原理 . 


1. 最 值 原理 
这 是 很 直观 的 ， 对 于 〈 比 如 最 小 值 ) 问题 
f(x)— min 
st. G(x)<B 


求 出 
min{f(x):xel2 ={x:G(x) < B}} 2 f(x') 
则 * 即 为 所 求 . 要 强调 的 是 , 最 值 (大 或 小 ) 是 在 整个 只 域 上 比较 的 结果 , 具 “ 全 
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局 性 ”， 应 与 极 值 的 “局 部 性 ”区 分 . - 
最 值 原理 表现 在 物理 学 和 经 济 成 本 分 析 上 就 是 最 小 作用 原理 ， 表 现在 效用 、 
效益 上 就 是 最 大 值 原理 . 
2. 拉 格 朗 日 (Lagrange ) 条 件 极 值 原理 
理论 力学 的 发 展 经 过 了 三 个 阶段 : 
第 一 阶段 是 牛顿 力学 ， 其 特点 是 研究 自由 运动 ， 典 型 方程 为 
dV 


= 
dx 


其 中 尹 为 势 函数 ，x 为 运动 路 程 
第 二 阶段 是 Lagrange 力学 ， 是 拉 氏 创立 了 分 析 力学 ， 其 特点 是 研究 约束 运动 ， 
提出 广义 坐标 9， 并 采用 变换 L=7 -V7 表 动 能 函数 )， 得 到 泛 函 
71(9)=|, L(g, dd 
其 典型 方程 是 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 : 


der _ (9.26) 


dg 6g 


第 三 阶段 是 哈 氏 的 ， 见 “3”. 
至 于 一 般 函 数 的 所 谓 拉 格 朗 日 条 件 极 值 原理 ， 也 称 为 拉 格 朗 日 原理 、 拉 氏 原 
理 或 极 值 原理 ， 它 是 在 欧 氏 空间 坐标 下 的 分 析 ， 基 本 形式 为 : 对 问题 


f(x) 一 min( 或 max), xeER 有 R” 


st G(x) = 0, G 可 以 是 向 量 ‘927) 
建立 二 -函数 
L(x,4)= f(x)+ AG(x) 
其 中 4 与 G 同 维 . 再 解 方程 组 
VL(x, 人 =0 (VV 为 梯度 算 子 ) (9.28) 


即 成 . 

3. 哈密 顿 ( Hamilton ) 变 分 原理 

哈密 顿 变 分 原理 又 叫 哈密 顿 原 理 ， 或 叫 变 分 原理 ， 也 直接 叫 最 小 作用 原理 . 
哈 氏 对 牛顿 力学 作 变换 斑 =7+ 扩 ， 得 到 的 典型 方程 是 哈密 顿 方程 : 
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0g 
a (9.29) 
4 总 
其 中 p= ar， 这 就 是 哈 氏 变 分 原理 . 
顺便 指出 ， 现 代 的 分 析 力学 (建立 在 闻 流 形 上 的 ) 就 是 从 (9.29) 出 发 的 
4. 临界 点 原理 


临界 点 原理 又 叫 M.Morse 原理 ， 它 是 在 函数 “ 极 值 点 ”概念 的 深化 和 推广 意 
义 下 ， 形 成 的 一 个 非 线性 分 析 的 分 支 领域 ， 在 不 同 的 背景 下 ， 临 界 点 概念 可 以 被 
推广 、 引 申 、 转 义 成 请 如 极 值 点 、 驻 点 、 平 衡 点 、 均 衡 点 、 奇 点 、 不 动 点 、 分 支 
点 、 突 变 点 、 极 限 点 等 概念 . 这 在 第 八 章 第 四 节 也 曾 从 另 一 角度 谈 到 过 ， 下 一 节 
还 将 涉及 

“临界 点 理论 ”主要 属于 非 线 性 泛 函 领域 ， 当 然 比如 在 拓扑 学 、 动 力 系 统 甚至 
在 运筹 学 中 对 它 也 有 专门 的 研究 . 这 和 皆 因 它 的 广泛 存在 性 和 重要 性 . 

同时 ， 在 多 昌 标 规划 中 临 太 点 术 全 涡 视 失 /or 人 
优 . 这 是 一 类 所 谓 次 最 优点 或 叫 最 佳 点 概念 下 的 研究 〈 续 见 第 六 节 、 

5. max-min 原理 


max-min 又 叫做 “马鞍 原理 ”、“ 脆 山 原 理 ”、 极 大 - 极 小 原理 ， 最 初 产生 于 博 
弈 论 中 的 最 大 -最 小 决策 , 后 来 得 到 非 
线性 泛 函 的 深刻 研究 ,获得 著名 的 “的 
山 引 理 ”、“ 形 变 引 理 ” 等 系列 理论 . 如 
图 9.5 所 示 , 人 们 要 翻越 马鞍 形 山 峰 ， 
自然 是 以 过 “鞍点 4” 的 抛物 线路 径 
工 为 最 优 方案 了 ， 那 么 这 时 4 对 于 山 
疹 是 min 点 ， 对 于 路 径 工 是 max 点 ， 
所 以 称 4 为 max-min 点 . 可 贵 之 处 在 
于 将 这 一 生活 原理 升华 成 为 理论 ， 成 为 一 种 思维 方法 . 


三 、 求 最 优 方 案 的 优化 数学 
这 是 在 高 维 空 间 〈 问 题 涉 及 的 自 变 量 、 因 变量 对 应 的 高 维 欧 氏 空间 ) 中 求 最 
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优 “点 ”的 问题 ， 相 对 说 来 它 不 具有 时 间 意 义 ， 是 静态 问题 ， 或 说 是 求 结构 空间 
中 一 种 (最 优 ) 状态 的 位 置 问题 ， 这 类 问题 在 社会 实践 中 是 广泛 存在 的 ， 因 其 方 
法 简便 有 效 、 容 易 推广 ， 已 纳入 大 学 基础 教程 ， 成 为 运筹 学 的 主体 内 容 ， 其 中 几 
个 主要 分 支 是 : 

1. 规划 论 I : 线性 规划 

这 是 运筹 学 中 的 主要 内 容 ， 分 为 单 目标 规划 和 多 目标 规划 两 种 . 单 目标 规划 
中 又 分 为 线性 规划 和 非 线性 规划 两 大 分 支线 性 规划 由 于 其 目标 和 约束 皆 线 性 ， 
决定 了 它 的 解法 的 特殊 性 . 例如 ， 图 9.6 可 设 目标 为 平面 zx， 对 于 约束 集 (可 行 
域 , 多边形) 0 来 说 , 最 优点 不 可 能 在 2 内 
实现 , 且 必 能 在 的 顶点 上 找到 . 然而 这 时 
不 能 用 微分 手段 ， 只 能 在 “最 值 原理 ”下 去 
寻找 捷径 ， 这 就 是 单纯 形 法 的 创 生 背景 . 目 
前 ， 关 于 单 目标 线性 规划 的 求解 方法 〈 或 直 
接 说 成 计算 方法 ) ， 除 了 对 已 经 普及 的 单纯 形 
法 的 种 种 改进 和 完善 外 ,还 在 产生 新 方法 . 比 
如 ，1959 年 产生 了 Kamaka 算法 ， 之 后 所 引 
起 的 种 种 内 点 法 的 问世 即 表明 了 这 点 . 

2. 规划 论 开 : 非 线性 规划 

在 规划 模型 中 ， 其 目标 函数 与 约束 函数 只 要 有 一 个 函数 非 线 性 ， 整 个 问题 就 
成 为 非 线性 规划 问题 ， 因 为 这 时 据 拉 格 朗 日 原理 ， 相 应 的 (形式 上 的 ) 工 -函数 总 
是 非 线 性 的 . 尽管 作为 该 非 线性 规划 问题 ， 不 一 定 适 于 用 拉 格 朗 日 条 件 极 值 法 ， 
但 其 非 线性 实质 决定 了 它 是 不 违背 4 - 极 值 原理 的 . 

自然 ， 非 线性 情形 更 为 复杂 ， 其 最 优点 〈 解 ) 既 可 落 在 可 行 域 避 内 也 可 落 在 
2 的 边界 上 当 其 落 在 口内 ， 且 目标 /(x) 和 约束 函数 G(x) 可 微 时 ， 原 则 上 即 可 
用 微分 学 原理 〈 仿 拉 氏 条 件 极 值 原理 ) 求解 了 .不 过 要 看 到 ， 解 非 线性 问题 一 般 
比 解 线 性 问题 复杂 得 多 ， 因 而 没有 一 种 统一 的 方法 ， 往 往 是 根据 具体 问题 的 特征 
去 创造 特殊 的 方法 ， 由 此 产生 了 诸如 凸 规划 、 二 次 规划 、 几 何 规划 、 整 数 规划 、 
分 数 规划 、 多 层 规划 等 . 同时 ， 根 据 问题 的 约束 条 件 特征 还 有 诸如 最 速 下 降 法 、 
梯度 法 、 共 罗 梯 度 法 、 牛 顿 逼 近 法 、 抛 物 线 法 、 黄 金 分 割 法 、 转 轴 法 、 加 速 法 、 
罚 函数 法 等 等 ， 可 谓 不 胜 枚 举 . 它们 哪个 都 不 具备 通用 性 . 下 面 来 例 示 一 个 适用 
面 较 宽 的 、 重 要 的 基础 性 判别 条 件 . | 

K-T 条 件 : 这 是 一 般 非 线性 规划 问题 的 最 优化 条 件 , 是 直接 推广 拉 格 朗 日 条 
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件 极 值 原理 而 来 的 一 种 判别 方法 . 这 是 1976 年 由 Kuhn 和 Tucker 提出 来 的 ， 叫 
做 天 -7 判别 条 件 .， 比如 对 模型 
min f(x), xeR" 
g(xX)>0, i=1,2,…,m (9.30) 
(x)=0, j=12,,K <n 


车 x 是 (9.30) 的 可 行 解 ，f 和 gg, 在 x 可 微 ，h 在 x' 连续 可 微 ， 则 存在 广义 拉 
格 朗 日 常数 《向 量 ) r= (0 六》 4 = (4 人) ， 使 得 


m x 
fx) -Drvg(x) -Dvh(x')=0 


rg,(x')=0 (9.31) 


总 之 ， 至 今 非 线性 规划 问题 还 没有 个 通 有 的 解法 ， 都 是 根据 具体 问题 去 创造 
发 挥 . 也 正 因 如 此 才 使 得 现 有 方法 越 来 越 多 ， 但 通用 性 都 不 强 ， 我 们 应 该 有 接受 
“ 诸 子 百 家 ” 的 思想 ， 但 要 立足 于 发 挥 自己 才能 ， 去 创造 新 方法 . 

3. 规划 论 亚 : 多 目标 规划 与 目的 规划 

多 目标 规划 又 叫 多 目标 决策 ， 这 是 更 为 逼近 现实 的 思想 ,因为 作 决策 、 规 划 
时 往往 既 有 多 种 约束 ， 又 有 多 个 目标 ， 甚 至 这 些 且 标 之 间 常 常 不 相 容 .比如 ， 既 
要 安全 又 要 高 产 ; 既 要 低 碳 又 要 低 成 本 等 就 是 一 些 不 相 容 因素 ， 却 需要 同时 成 为 
优化 项 目的 目标 所 以 多 目标 规划 的 提出 是 很 有 现实 意义 的 . 

多 目标 规划 模型 ， 一 般 形 式 如 

max( 或 min) u(x) = {u (x), 22 (x), "Ux (x)} 
| G(x)<B (9.32) 
“|xef22cR’ 


其 中 w(x) 表示 第 i 种 目标 函数 , 可 为 线性 或 非 线 性 ; 约束 函数 向 量 G(x)(m 维 ) 可 
为 线性 或 非 线 性 ， 当 其 为 线性 时 记 为 G(x)=G:x，G=(8;)wwn， 总 之 系统 (9.32) 
与 一 般 规划 模型 的 差别 仅 在 于 “多 个 目标 函数 ”. 

多 目标 规划 的 研究 在 20 世纪 五 六 十 年 代 十 分 “ 热 ”"， 很 快 产生 了 五 十 多 种 方 
法 ， 不 过 至 今 没有 一 个 得 到 流行 .被 认为 最 为 直观 、 简 易 ， 较 为 流行 的 方法 还 是 
多 目标 的 “ 单 目 标 化 ”. 具体 说 就 是 给 出 单 目标 形式 

u(x) = y au (x) 
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其 中 w; 为 权 系数 . 它 既 能 调节 各 u(x) 间 的 重要 性 尺度 ， 又 能 调节 各 w(x) 间 的 量 
纲 并 使 之 统一 ， 以 使 得 {u(x)} 具有 可 比 性 、 比 例 协调 性 和 可 运算 性 . 一 经 化 成 单 
目标 ， 以 下 的 讨论 则 是 单 目 标 规划 了 . 

多 目标 规划 中 的 困难 主要 在 建 目 标 函 数 上 ， 缺乏 简易 便于 操作 的 方法 . 因此 
20 世纪 70 年 代 以 来 ， 主 要 是 从 应 用 和 计算 方法 的 实现 上 研究 较 多 .而 在 理论 上 
体现 为 方向 较为 分 散 , 主要 有 来 自 所 谓 “ 非 劣势 解 ” 等 概念 上 的 推广 和 派生 理论 、 
“多 层 优 化 ”理论 和 “目的 规划 ” 论 等 . 

特别 地 ,，“ 目 的 规划 ”是 1961 查 里 斯 等 提出 的 在 多 目标 规划 中 这 样 的 一 类 问 
题 ， 其 目标 不 直接 含 最 值 性 ， 或 说 其 最 值 包含 在 条 件 之 中 ， 因 此 不 便 直接 建立 优 
化 模型 ， 这 就 是 目的 规划 问题 . 对 此 ， 常 用 的 方法 是 ， 首 先 求 出 一 个 间接 的 目标 
函数 ， 以 最 终 成 为 直接 的 最 值 目标 函数 问题 ， 便 于 建立 典型 的 优化 模型 求解 . 限 
于 篇 幅 兹 免费 述 ， 可 参见 文 《系统 工程 理论 与 实践 >，10 (1995)). 

4. 决策 论 

本 着 决策 论 的 原始 概念 ， 若 作 一 个 决策 须 经 历 三 个 阶段 . 首先 是 调查 和 分 析 
现状 以 提出 问题 ， 其 次 是 穷 举 出 为 解决 所 面临 问题 ， 有 多少 个 方案 ; 最 后 是 作出 
各 方案 的 评价 比较 ， 以 选 出 最 优 方案 . 在 无 穷 方 案情 形 下 则 应 作出 一 般 方案 的 形 
式 表 述 ， 再 用 抽象 方法 作出 选择 ， 由 此 还 可 看 出 ， 事 实 上 ， 上 述 规划 论 就 是 这 里 
(无 穷 ) 多 方案 情形 下 的 决策 论 . 所 以 说 决策 论 与 规划 论 关系 密切 , 在 某 种 意义 (无 
穷 方 案 ) 下 它们 是 等 价 的 . 

但 决策 问题 与 规划 问题 也 有 实质 性 差别 比如， 规划 问题 是 求 满足 一 定 约束 
(现实 条 件 ) 下 目标 最 优 的 实施 方案 , 着 眼 于 通 向 最 优 目 标的 过 程 设计 , 着 眼 于 现 
实 条 件 ; 而 决策 问题 是 求 具 有 最 好 预后 效果 的 最 优 方案 ， 着 眼 于 未 来 ， 着 眼 于 预 
期 效果 . 因此 ,解决 决策 问题 的 最 大 特点 是 预测 和 预后 .“ 预 测 ” 是 为 了 估计 现 有 
状态 的 发 展 趋势 ， 以 便 选择 方案 ;“ 预 后 ”是 利用 统计 方法 估计 各 方案 的 风险 和 效 
果 ， 以 便 最 终 选 定 方案 . 

正 因 如 此 ， 决 策 问题 是 未 来 型 问题 ， 在 很 大 程度 上 是 风险 问题 、 概 率 问 题 、 
不 确定 性 问题 .因此 有 风险 型 决策 类 、 不 确定 型 决策 类 、 信 息 不 全 型 决策 类 、 博 
弈 型 决策 类 等 ， 而 这 些 尼 具有 随机 性 . 


5. 博弈 论 


1944 年 博弈 论 (又 叫 对 策 论 ) 产生 于 经 济 学 ， 尔 后 成 为 应 用 数学 的 一 门 独立 
分 支 . 这 是 已 熟悉 的 代数 学 家 、 计 算 机 之 父 、“ 一 般 均衡 ”证 明 思想 重要 提供 者 、 
蒙特 卡 罗 (统计) 法 创立 者 之 一 的 数理 经 济 学 家 冯 . 诺 伊 曼 与 经 济 学 家 摩尔 根 斯 
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坦 合作 创立 的 . 

博弈 论 提 出 了 社会 生活 中 一 个 十 分 普遍 而 又 十 分 重要 的 博弈 概念 ， 本 身 就 是 
一 个 很 大 的 成 功 . 同时 ， 比 如 它 也 与 分 形 学 的 思维 特征 一 样 ， 不 仅 提 出 了 重要 概 
念 ， 而 且 立 即使 之 形式 化 、 模 型 化 、 数 学 化 ， 从 而 得 到 了 进一步 的 成 功 . 

我 们 知道 ， 人 类 的 社会 生活 除了 从 事理 智 的 “善事 ”这 样 的 局 部 、 暂 时 场合 
外 ， 都 是 为 着 自身 利益 在 运作 , 足 可 见 博 弈 场合 之 多 ， 博 弈 情形 之 复杂 了 . 的 确 ， 
诸如 对 策 、 谈 判 、 砍 价 、 竞 争 、 比 赛 、 战 争 、 交 易 、 破 案 等 ， 哪 里 都 有 博弈 实践 . 

博弈 论 的 问世 ， 不 仅 其 数学 方法 给 了 我 们 以 知识 ， 而 且 其 对 策 理念 更 给 了 我 
们 以 思想 武装 ， 提 高 了 我 们 的 意识 和 思维 空间 . 

博弈 论 在 理论 的 发 展 上 曾 受 到 过 一 次 挫折 ， 那 就 是 冯 : 诺 伊 曼 与 摩尔 根 斯 坦 
曾 猜 测 “ 一 切 博 弈 问题 均 存 在 稳定 集 解 "， 但 是 1969 年 得 到 了 W.F.Lucas 否定 性 
的 证 明 . 这 使 得 人 们 对 博弈 问题 的 数学 热情 受到 了 一 定 的 影响 . 

博弈 论 的 理论 发 展 以 1950 年 代 作 为 一 个 分 界 ， 其 前 为 经 典 时 期 (可 叫做 “ 代 
数 博弈 ”时 期 ) ， 主 要 是 研究 冯 氏 等 提出 的 在 纯 策 略 和 混合 策略 下 的 二 人 “0 和 ”、 
“ 非 0 和 ”博弈 问题 以 及 二 人 博弈 问题 . 由 于 a>3 时 可 能 产生 很 多 组 合 情 形 ， 其 
中 最 基本 的 类 型 是 上 人 合作 博弈 和 半 人 非 合作 博弈 两 种 . 

1950 年 进入 “分 析 博 弈 ”时 期 ， 表 现 出 一 种 解析 的 、 动 力学 的 特征 . 首先 是 
纳什 (Nash) 证 明 卫 人 合作 博弈 存在 均 衔 点 ， 宣 告 了 博弈 论 经 典 时 期 的 结 
并 于 1951 年 与 塔 克 (Tucker) 一 起 提出 二 人 非 合 作 博 弈 , 使 博弈 论 进 入 现代 时 期 . 

现代 博弈 论 主要 提出 了 动态 博弈 ( 泽 尔 腾 )、 微 分 博弈 和 个 人 理性 、 信 息 不 完 
全 博弈 ( 海 萨 尼 ) 等 概念 ,此 外 , 便 是 结合 具体 应 用 对 象 进行 研究 . 1994 年 纳什 、 
泽 尔 腾 、 海 萨 尼 三 人 因此 获得 该 届 诺 贝尔 经 济 学 奖 . 2005 年 又 有 罗伯特 : 奥 曼 和 
托马斯 : 谢 林 二 人 因此 获得 诺 贝 尔 经 济 学 奖 . 2007 年 又 有 赫 维 茨 、 马 斯 金 、 罗 杰 
-B- 迈 尔 森 等 因此 获得 诺 贝 尔 经 济 学 奖 . 近 二 十 年 来 博弈 论 在 信息 经 济 学 (契约 理 
论 ) 上 的 应 用 已 成 为 它 的 一 大 特色 . 


6. 图 论 
图 论 又 叫 网 络 分 析 ， 它 是 由 顶点 集 p 和 边 集 4 构成 的 网 络 式 图 形 上 的 数学 ， 
记 为 G(p,9) . 历史 上 促进 图 论 发 展 的 命题 不 少 ， 首 先是 欧 拉 关于 了 个 面 、p 个 顶 
点 、4 条 边 的 凸 多 面体 的 欧 拉 公式 : 
p+f=4g+2 
的 问世 . 其 次 是 欧 拉 关于 柯 尼斯 堡 七 桥 问 题 的 解决 (1736 年 ). (这 些 也 是 形成 组 
合 拓 扑 的 原始 思想 ). 再 就 是 哈密 顿 回路 问题 (1859 年 ) ， 通 常 叫 旅 行商 问题 、 货 
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郎 担 问 题 . 这 是 至 今 还 在 吸引 着 研究 者 兴趣 的 问题 . 此 外 ， 还 有 四 色 问 题 (1852 
年 ) 也 是 至 今 未 息 的 历史 性 难题 ， 虽 然 在 1970 年 代用 计算 机 作出 了 肯定 性 证 明 ， 
但 纯 数 学 的 证 明 还 指 日 无 期 ， 

如 今 ， 图 论 已 从 代数 研究 发 展 到 微分 图 论 、 随 机 图 论 等， 特别 还 受 计算 机 理 
论 的 影响 ， 使 得 网 络 分 析 成 了 图 论 的 理论 重心 ， 诸 如 网 上 最 大 流 问 题 、 最 小 费用 
流 问 题 等 . 总 之 ， 图 论 也 是 优化 数学 一 个 重要 的 分 支 领域 . 


7. 排队 论 、 储 运 问题 及 其 他 

作为 运筹 学 寻找 最 优 方案 的 数学 方法 ， 其 内 容 还 在 不 断 增 加 ， 即 使 经 典 方法 
也 还 有 诸如 排队 论 、 存 储 论 、 运 输 问 题 以 及 最 近 问 世 的 搜索 论 、 数 据 包 络 分 析 
(DEA) 等 ， 尚 未 正式 谈 及 ， 这 里 也 仅 点 到 为 止 ， 不 再 一 一 叙述. 


、 求 最 优 轨道 的 优化 数学 ， 控制 论 等 


相对 于 “三 ”中 寻求 静态 意义 下 最 优 状态 的 优化 数学 ， 下 面 来 谈 谈 寻求 ( 动 
态 意 义 下 ) 最 优 途 径 和 最 优 过 程 的 数学 分 支 ， 它 们 可 以 统 归 于 控制 论 磨 下 . 

1. 控制 论 1: 控制 论 通 议 

作为 工程 上 的 控制 技术 研究 ， 早 在 1868 年 已 有 麦 克 斯 韦 〈 电 磁场 方程 之 父 ) 
关于 蒸汽 机 和 1920 年 米 诺 斯 基 关 于 船舶 驾驶 的 著作 . 但 作为 控制 论 学 科 ， 直 到 
1940 年 代 才 为 诺 伯 特 维 纳 提出 和 创立 ， 从 而 使 人 们 对 它 的 认识 提高 到 “意识 ” 
上 来 了 ， 人 也 才 有 此 后 的 猛烈 发 展 . 

说 起 来 也 简单 ， 比 如 对 于 经 典 的 动力 学 模型 (牛顿 形式 ) : 

mxi+axt+bx=p (9.33) 


过 去 只 把 p 视 为 “干扰 ”或 “ 强 连 ”,， 都 不 足以 激发 起 人 们 的 意识 , 可 一 旦 视 之 为 
“控制 "， 认 识 便 觉醒 了 . 又 如 模型 : 


对 =AX+Bu(H- 形 式 ,与 (9.33) 的 关系 见 第 八 章 (8.4) 式 ) (9.34) 


亦 即 ， 当 给 一 个 线性 动力 系统 下 = AX 输入 一 个 人 为 项 u 后 就 成 为 控制 论 模型 了 . 
其 思想 是 何等 简单 ! 却 正 是 它 的 引入 使 人 们 的 认识 为 之 一 振 . 

控制 论 是 个 “ 硬 ” 理 论 ， 它 的 理论 和 技术 是 相 谐 并 进 的 . 一 方面 ， 控 制 技术 
的 发 展 和 需求 为 控制 理论 提供 了 课题 、 财 力 和 发 展 动力 . 反 过 来 ， 正 是 控制 理论 
的 发 展 带动 了 整个 控制 工程 的 迅速 发 展 . 而 控制 理论 在 纯 数学 中 则 是 个 多 学 科 的 
交汇 领域 ， 所 涉及 的 数学 工具 也 十 分 宽广 . 
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半 个 多 世纪 以 来 控制 论 经 历 了 四 个 发 展 阶段 : 20 世纪 60 年 代 以 前 是 对 (9.33) 
型 模型 进行 研究 : p 为 常数 时 是 预 给 控制 ，p = p(t) 时 是 适时 控制 , 同时 也 研究 差 
分 格式 离散 型 控制 (迭代 ) 系统 . 比如 ， 已 讲 到 的 时 序 分 析 (本 章 第 三 节 、 
五 ) 和 将 讲 到 的 动态 规划 都 是 此 期 内 在 控制 论 研究 中 发 展 起 来 的 . 

20 世纪 60 年 代 是 控制 论 发 展 的 第 二 阶段 ， 这 时 的 模型 进入 到 (9.34) 型 ， 
且 主 要 是 研究 线性 控制 系统 . 

20 世纪 70 年 代 进 入 了 第 三 阶段 ， 其 特征 是 发 展 了 最 优 控制 . 

20 世纪 80 年 代 ( 第 四 阶段 ) 的 最 大 特征 是 产生 了 重 棒 (robust control) 控制 . 以 
前 控制 理论 的 原则 是 (似乎 是 无 意识 的 ), 把 目标 值 视 为 一 个 几何 点 去 控制 , 笋 费 
苦心 还 总 是 不 满意 ， 然 而 鲁 棒 发 现实 践 中 没有 必要 向 着 一 个 “几何 点 ”目标 去 提 
高 精度 、 劳 民 伤 财 ， 常 常 只 需 按 精度 要 求 ， 把 目标 值 视 作 一 个 〈 原 几何 点 的 ) 邻 
域 ， 只 要 保证 系统 状态 处 于 该 邻 域 内 ， 控 制 即 属 正常 了 . 这 就 是 鲁 棒 控制 的 基本 
思想 ， 一 个 新 的 理念 . 它 给 控制 技术 带 来 了 一 次 革命 性 的 迁 升 . 

此 外 ， 在 控制 论 中 还 有 几 点 突破 ， 其 贡献 也 是 很 大 的 : 

(1) 一 个 是 反馈 概念 的 提出 和 反馈 技术 的 发 展 给 “ 建 模 ” 带 来 了 很 大 好 处 . 因 
为 已 有 “和 定律” 表明， 反馈 控制 技术 可 以 在 相当 大 程度 上 弥补 模型 的 不 足 . 比如 
图 9.7， 设 有 一 光滑 动力 系统 ， 经 控制 后 理论 上 应 沿 轨道 ! 行 进 ， 但 实践 要 求 精度 
为 5 ， 则 据 鲁 棒 原 理 只 要 保证 系统 落 在 1+5 邻 域内 即 可 . 为 此 ， 我 们 可 简单 地 将 
模型 差分 化 , 而 且 通 过 反馈 去 控制 步 长 ,使 得 只 要 保证 这 时 的 折线 “ 解 ” 落 在 1 的 
和 鲁 棒 域 里 即 可 . 显然 ， 若 56 变 小 了 ， 不 必 改 变 模 型 ， 只 需 将 反馈 频率 提高 即 可 . 


图 9.7 


总 之 ， 反馈 技术 ( 亦 即 自 适 应 ， 自 学 习 ) 给 建 模 和 控制 技术 带 了 来 很 大 好 处 . 
特别 地 ， 和 仔细 想来 ， 反 馈 控制 原理 在 人 类 生活 中 从 来 就 朴素 地 存在 着 ， 从 小 孩 玩 
的 “陀螺 ”到 骑 自 行车 、 开 汽车 、 开 机 器 乃至 管理 社会 等 ， 到 处 都 在 执行 反馈 控 
制 和 和 鲁 棒 控 制 . 这 样 一 来 ， 认 识 就 上 升 到 反馈 控制 意识 和 重 棒 控 制 意 识 了 . 

(2) 男 一 个 是 系统 辨识 的 理论 和 技术 ， 这 是 控制 论 的 又 一 大 贡献 . 它 的 最 大 


271 


好 处 是 能 在 技术 上 实现 ， 通 过 系统 的 输入 输出 间 关系 来 认识 模型 和 模型 中 有 关 参 
数 ， 须知 在 建 模 过 程 中 ， 参 数 的 确定 也 是 一 个 十 分 重要 的 阶段 ， 但 有 时 容易 被 忽 
视 ， 目 前 ， 数 学 建 模 中 有 三 类 典型 的 确定 参数 的 方法 ， 那 就 是 建立 计量 模型 的 统 
计 学 方法 (如 最 小 二 乘法 ); 另 一 个 是 建立 数理 模型 的 模拟 方法 ; 再 则 就 是 控制 论 
的 系统 辨识 法 . 

最 后 必须 看 到 ， 目 前 控制 论 早 已 由 工程 技术 领域 扩展 到 了 其 他 领域 ， 诸 如 管 
理科 学 、 社 会 科学 ， 特 别 在 经 济 学 上 已 经 有 了 不 少 研究 .此 外 控制 技术 也 进入 混 
沌 系统 的 控制 .不管 怎样 ， 控 制作 为 一 种 对 系统 的 、 人 为 的 、 价 值 论 意义 下 的 操 
纵 , 是 普遍 存在 于 大 科学 和 社会 生活 中 的 ,可 信 控 制 论 还 将 扩展 , 至少 其 思想 意识 
应 该 首先 得 到 抽象 和 扩展 . 

2. 控制 论 下 : 动态 规划 

动态 规划 由 R.Bellman 于 1957 年 正式 提出 ， 它 是 一 种 离散 的 寻求 最 优 控制 途 
径 的 设计 理论 ， 其 模型 也 可 表 成 非 线 性 规划 甚至 线性 规划 形式 ， 其 规划 特点 是 作 
“ 道 序 设计 ”， 假设 过 程 为 n 步 ， 则 首先 作出 目标 (第 步 ) 至 第 -1 步 的 最 优 设 
计 ; 然后 在 第 -1 步 设计 的 基础 上 ， 作 出 第 n-1 步 到 第 n-2 步 的 最 优 设计 . 如 此 
下 去 直至 起 始 状态 ， 从 而 找 出 最 优 途径 ， 也 叫 最 优 策略 、 最 优 轨道 .动态 规划 根 
据 的 是 最 优化 原理 : 最 优 策略 必须 且 只 需 由 最 优 子 策略 组 成 ， 意 思 是 说 ， 将 最 优 
途经 中 任 一 步 作为 初始 点 来 看 ， 则 它 以 后 的 途径 仍然 是 最 优 . 

显然 ,动态 规划 的 重点 不 在 于 求 算法 ， 而 在 于 理论 分 析 、 在 于 建 模 . 也 就 是 说 
它 比 较 活 ， 首 先 即 表现 在 难以 确定 其 “状态 函数 ”， 还 要 求 状态 函 满足 马尔 柯 夫 性 
(无 “记忆 ”性 ) 为 此 ， 它 正在 致力 于 建立 一 种 判别 是 否 能 用 上 动态 规划 的 “ 必 充 
条 件 ”, 并 形成 一 类 非 线性 泛 函 方程 (Bellman 方程 , 形 如 V(x) = max{r(x%w)+ BV()) ， 
符号 免 叙 ). 它 经 历 了 几 十 年 ， 至 今 还 在 发 展 . 

一 般 来 说 ， 动 态 规划 方法 宜 用 于 解决 一 些 较 难 的 规划 问题 ， 而 作为 方法 本 身 
也 并 非 易于 推广 . 

3， 控制 论 什 :最 优 控制 

已 经 说 过 ， 动 态 规划 是 最 优 控制 的 一 种 特殊 形式 ， 是 一 种 离散 型 最 优 控制 
那么 ， 这 里 谈 谈 一 般 的 连续 性 最 优 控制 问题 . 

最 优 控制 问题 是 一 种 泛 函 求 极 值 问题 或 说 变 分 问题 ， 其 解 是 一 种 函数 曲线 ， 
它 就 是 最 优 解 ， 或 说 最 优 控制 过 程 、 最 优 途 径 . 

最 优 控制 的 一 般 模型 形 如 : 
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J = A(x(1)t)+| f(x(D,u(D),)dr 目标 泛 函 
= G(x(1),u(?),f)，G 为 r 维 向 量 (9.35) 
st.1 x(t)e E”" CR", 状态 约束 
ue 人 2 CR”, 控制 约束 


其 中 端点 值 4(x(4),t) 是 根据 情况 给 定 的 ， 常常 取 0 值 ， 要 求 / 一 min (或 max). 
这 村 求 连续 解 的 方法 可 有 两 条 思路 ， 分 别 来 自力 学 上 不 同 的 变 分 原理 : 
(1) 拉 格 朗 日 变 分 原理 ( 见 “ 二 、2”)， 由 《9.35) 的 状态 约束 中 反 解 出 u(?) 
并 代入 7 ， 再 求 变 分 8 =0 ， 从 而 得 到 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 : 
YY_dg_o (9.36) 
Ox dtox 
这 时 求 出 式 (9.36) 的 解 ( 曲 线 族 @)， 再 据 边 界 条 件 (9.35)， 即 可 求 出 最 优 轨 
和 最 优 的 控制 变量 x&=x(0 . 
例 3 在 经 济 学 中 有 关于 消费 的 “大 道 定理 ”( 萨 缪 尔 森 提出 )， 其 模型 为 


J=|[ ux)erds[ Bx .nd 
=|, u(x )e s[ (x, :1)dt 一 max 


| = F(k) -Ak —x 
st. 


三 0 过 >0 


(9.37) 


其 中 x(x,) 表 消费 量 为 x, =x(G0 的 效用 函数 ，P 为 贴现 因子 ,约束 方 程 中 此 =k( 四 为 
人 均 投资 ，F(k) 为 人 均 产 量 , 视 % 为 控制 参数 ， 则 将 (9.37) 状态 约束 中 反 解 出 
代入 目标 函数 中， 有 


D= DK, k,t) =uUFk) Ak kler 
再 求 6] =0 得 到 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 : 


22_d432 -0 (9.38 ) 
Ok dt ok 
其 中 
O98 _ er 
ok 
Er 一 Me (9.39) 


元 = 天 对 一 人 一 大 
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所 以 


d[ 65 _ 
了 | | 人 ep 9.40 
引 训 | u'Xe ”+ pu'e ( ) 
从 而 式 (9.38) 成 为 
x=—[F' (A+p)] (9.41) 
u 


若 能 解 出 式 (9.41) 则 问题 即 可 解决 ， 但 求 出 式 (9.41) 的 解析 解 并 不 容易 ， 
这 才 产 生 了 有 名 的 “大 道 定理 ”等 一 系列 理论 研究 和 成 果 . 
(2) 哈密 顿 变 分 原理 ( 见 “ 二 、3”). 哈 氏 力学 是 现代 力学 的 基本 形式 ， 而 哈 
氏 变 分 原理 也 成 为 现代 变 分 原理 的 一 般 形式 ， 所 以 也 是 现代 最 优 控制 的 基本 形 
式 . 其 特点 是 在 模型 (9.35) 的 基础 上 十 分 容易 地 构造 出 一 个 哈密 顿 孙 数 
H = xD 人)D+AGOXCD u(t),t) (9.42) 


其 中 4eR- ， 叫 做 协 态 变量 .已 -函数 的 思想 类 似 于 构造 拉 格 朗 日 函数 ， 这 是 因 
为 哈 氏 对 牛顿 力学 作出 的 变换 瑟 =7T+V 带 来 的 方便 ( 拉 氏 变换 L=7T- 信 却 没有 这 
一 方便 ， 对 玉 -函数 的 直观 (空间 ) 理解 也 可 借用 于 对 熟知 的 条 件 极 值 中 拉 氏 函 
数 的 理解 )， 有 了 简单 的 五 -函数 构造 就 有 了 简单 的 - 变 分 原理 : 哈密 顿 方程 : 


(9.43) 


显然 方程 组 (9.43) 的 第 一 方程 即 (9.35) 中 的 控制 约束 ， 第 二 方程 叫做 协 
态 方程 . 一 般 地 ， 式 (9.35) 中 心 常常 为 无 穷 空 间 ， 这 时 须 再 加 上 方程 
HH 
Ou 
则 联 立 式 〈9.43)、 式 〈9.44) ， 再 据 式 (9.35) 中 边界 条 件 x(1)e E" 以 确定 积分 常 
数 ， 即 可 得 解 . 
例 4 某 钢 铁 生 产 最 优 控制 问题 ， 模 型 为 


J(xu) =— | ， (xzD)x(Ddr -> min 


(9.44) 


X=u(t)x(t), x(0)=c, x>0 (9.45) 
[ul e 12 =[0,1] 
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其 中 x(Q) 表 示 产 量 增长 率 ,，w 为 控制 变量 . 

为 求 其 解 ， 先 构造 刀 -函数 : 

H=H(x,u,4,t)= (1 —u)x+ Aux 
从 而 有 哈密 顿 方程 组 : 
4 人 -加 

. 05 
= 一 二 Ux 

| 04 
但 这 时 由 于 人 2 有 限 ， 最 优点 不 一 定 在 人 内， 所 以 不 能 再 用 式 (9.44) ， 经 分 析 创 
造 性 地 代 之 以 不 等 式 关系 : 


(1l+A4°)xu >(-1+4 )xu, uel[0,1] 
其 中 (x ,4 ,w ) 为 假设 的 最 优 解 ， 再 经 适当 讨论 最 后 可 得 最 优 解 为 


x (=Ce, wu(D)=1, 410>1 tel[0,t -1 
第 七 节 ”均衡 与 和 谐 系 统 论 


一 、 小 序 


“均衡 (equilibrium)” 概 念 ， 从 科学 理论 到 生活 实践 都 十 分 基本 ， 被 引申 成 
了 多 种 术语 . 基本 意义 来 自 ( 物 理学 )“ 质 点 ”所 受 合力 为 0 的 状态 (或 指 “ 向 量 
场 ”中 的 迷 向 点 ). 引申 到 社会 系统 ,尽管 所 有 元 素 总 处 在 非 均衡 运动 状态 , 但 是 
“均衡 ”理论 才 是 它 的 核心 . 

因此 “均衡 ”理论 在 数学 中 受到 特别 而 广泛 的 重视 是 必然 的 . 从 等 式 的 含义 、 
代数 式 求解 的 含义 到 动力 系统 中 奇 点 理论 、 突 变 理论 , 再 到 泛 函 的 M. Morse 理论 
(第 五 节 、 二 4) ， 再 到 优化 理论 等 ， 无 不 充满 着 “均衡 ”理论 及 其 思想 . 

总 的 说 来 ， 均 衡 概念 及 其 发 展 层次 可 归 为 如 下 两 类 情形 . 

(1) 第 一 类 ， 从 系统 在 其 均衡 点 邻 域 的 运动 轨道 特征 来 分 : 

在 “第 五 节 、、 二 4” 谈 到 的 基础 上 ， 这 里 只 需 代表 性 地 简 述 一 下 从 动力 系统 
角度 作出 的 分 类 . 这 时 主要 有 四 种 所 请“ 初等 型 ”均衡 点 : 

， 中心 型 一 一 绕 着 均衡 点 的 一 族 闭 轨 线 . 
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则 叫 不 稳定 型 . 
， 结 点 型 一 一 轨 线 族 直 接 进 (出 ) 均衡 点 者 ， 进 者 为 稳定 型 ， 出 者 为 不 稳定 


一 


。 蒂 点 型 一 一 轨 线 族 中 有 一 对 进入 均衡 点 ， 一 对 自 均衡 点 远离 ， 其 他 所 有 轨 
线 皆 流 近 均衡 点 后 又 离开 去 ， 形 成 “马鞍 ” 状 ， 

。 综合 型 一 一 高 级 均衡 点 ， 系 多 个 初等 均衡 点 汇聚 而 成 . 

(2) 第 二 类 ， 从 均衡 点 集 的 功能 特征 来 分 : 

这 是 以 社会 系统 为 背景 对 应 到 数学 中 得 到 的 一 个 多 层次 的 “均衡 ”概念 . 这 
时 可 分 为 代数 的 、 函 数 的 、 有 约束 的 、 多 目标 多 约束 的 、 均 衡 增长 的 等 类 型 (或 
叫 层次 ). 

本 节 将 着 重 讨论 “第 二 类 ” (从 均衡 点 集 的 功能 特征 ), 将 以 社会 系统 为 背景 ， 
用 “数学 思维 ”对 5 种 (也 是 5 个 层次 的 ) 均衡 作 一 简单 描述 . 在 数学 上 尚 不 成 
熟 ， 但 相信 这 是 值得 研究 的 应 用 方向 ， 提 出 来 与 读者 共 维 . 

以 下 设 社会 系统 为 $3， 有 元 素 (成 员 ) 集 


{x} = 大 (9.46) 


在 不 致 混 清 时， 元素 也 可 表示 相应 的 量 或 函数 等 . 当 提 到 x， 即 指针 中 的 一 元 . 


二 、 代 数 均衡 


代数 均衡 又 叫 初 等 均衡 ， 简 称 平等 、 均 等 ， 它 直接 对 应 着 “合力 为 0” 的 情 
形 ， 表 现 为 (会 计 的 ) 收文 借贷 、 资 源 配 置 上 账目 平衡 等 . 系 指 〈 实 象 中 ) 实在 
的 、 物 质 的 均衡 类 型 ， 可 记 为 


入 二] 二 一 Q (9.47) 


式 (9.47) 表示 各 元 素面 对 共同 的 物质 4， 直接 所 得 数 其 皆 相 等 且 等 于 a， 不 过 这 
不 是 常 有 的 事 . 

因为 社会 上 每 个 人 除了 人 权 是 平等 的 以 外 ， 诸 如 能 力 、 贡 献 和 各 自 的 企 求 等 
都 是 非 平 等 的 ， 但 社会 要 追求 平等 ， 这 就 造成 复杂 性 了 . 


三 、 函 数 均衡 


函数 均衡 是 一 种 非 初等 均衡 ， 属 于 心理 上 的 满足 问题 ， 系 精神 空间 层次 上 的 
均衡 ， 又 叫 最 优 . 对 个 人 来 讲 系 指 效 用 、 效 益 、 功 能 之 类 函数 的 均衡 问题 ; 对 社 
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会 系统 来 讲 系 指 市 场 效率 、 社 会 保障 、 环 境 保 护 之 类 函数 的 均衡 问题 .它们 组 表 
现 为 相应 的 非 线 性 函数 的 导数 等 于 0 的 情形 . 

具体 说 这 时 面 对 4， 元 素 中 各 自 会 有 所 反映 ， 因 此 视 各 元 素 为 4 的 函数 . 
如 图 9.8 示意 ， 要 在 函数 意义 下 来 满足 (9.47) 式 ， 即 要 要 求 各 曲线 交 于 同一 点 ， 
这 是 不 容易 的 《即使 相交 ， 其 交点 已 不 是 式 〈9.47) 中 a 的 含义 了 ). 


图 9.8 


再 结合 实际 来 看 ， 仅 据 经 济 学 已 能 得 知 ， 对 于 利益 4 各 自 都 有 个 自己 的 “ 效 
函数 ， 且 都 有 要 求 其 效用 最 优 (导数 为 0) 的 企 求 , 这 时 各 自 的 世 更 是 不 等 的 ， 
总 量 甚 至 会 超出 4. 

那么 ,实践 中 人 们 是 怎样 获得 均衡 的 呢 ? 总 体 思想 是 提高 一 个 层次 来 看 问题 ， 
即 首先 《〈 设 已 ) 给 出 系统 (在 有 关 方 面 ) 建立 在 元 素 立 上 的 〈 设 为 ) 功能 函数 ， 
记 为 


用 
且 


W = F(X) 
并 求 出 不 最 优 时 〈 际 为 常数 ， 右 端 函数 的 仿 导 向 量 为 0) 各 个 元 素 的 值 ( 实 则 各 
元 素 的 贡献 值 ) ， 再 按 此 比例 来 分 配 4 则 是 公平 的 了 ， 因 而 能 得 到 均衡 . 
换 句 话说 ， 就 是 要 求 方程 


此 -0 (i=1,2,.…,n ) (9.48) 
Ox, 


的 解 . 这 是 个 4 阶 方程 组 ,一般 是 非 线 性 的 ， 不 能 保证 有 人 解 .不 过 这 时 还 可 增加 
一 个 方程 (又 叫 约束 ) 

> .x=4 
这 样 会 增强 可 解 性 ， 但 在 具体 实践 中 主要 困难 还 在 于 ， 其 中 的 功能 函数 所 需要 具 


体 去 建立 . 
附 : 顺便 解释 一 下 函数 “均衡 点 ”与 动力 系统 中 “ 奇 点 ”的 关系 . 
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求 出 功能 函数 厂 = 天 (X) 在 非 均 衡 点 ( 叫 常 点 ， 这 时 于 非常 数 ) 的 各 偏 导 函数 : 


OW _ 
Ox Ox, 


再 用 其 中 i=1 式 通 除 以 i=2,…,n 各 式 ， 得 


W/o -站 OF (2 (9.50) 
OW/éx, Ox OF/x, 


注意 到 偏 导 符号 不 是 本 质 的 ， 仿 本 章 式 (9.3 ) 法 可 有 
人 -由 da (yn) (9.51) 
Oo do dh/dt % OF/dx, 
若 能 求 出 并 将 (9.51 ) 式 中 各 分 母 变 成 它们 的 公 倍 数 ( 记 为 gy )， 相 应 分 子 记 
为 ， 则 有 方程 组 


(i=1,2,.…,n ) (9.49) 


=p (i=h2n) (9.52) 


这 时 动力 系统 的 均衡 点 ( 奇 点 )， 即 式 (9.52 ) 右 端 函数 同时 等 于 0 的 方程 组 的 解 
集 . 实质 上 就 是 式 (9.51 ) 中 各 偏 导 同时 等 于 0 的 解 . 

原来 一 个 动力 系统 是 由 其 更 高 层次 (比如 功能 ) 函数 生成 的 ， 它 的 奇 点 就 是 
该 “功能 函数 ”的 均衡 点 ， 它 的 轨道 也 会 通 向 其 “均衡 点 ”. 这 个 功能 函数 就 是 该 
动力 系统 的 所 谓 “ 积 分 函数 ”. 

注 : 这 里 看 到 了 ， 对 于 同样 建立 在 全域 (nn 维 立 方 体 ) 上 的 F(X)， 当 把 它 看 
做 函数 时 , 可 直接 对 其 作 “ 分 析 ”; 当 对 其 引入 时 间 变 量 时 ,可 作 动力 系统 “分 析 "; 
特别 地 ， 由 于 下 ( 针 ) 也 是 个 建立 在 nn 维 立 方 体 于 之 上 的 “ 超 曲 面 ”几何 体 ( 属 一 
般 流 形 )， 因 此 当 把 它 看 做 几何 对 象 时 ， 则 可 在 其 上 作 (属于 现代 几何 学 的 ) 几何 
“分 析 ”， 可 见 “ 第 一 节 、 三 ”中 说 的 “分 析 数 学 ”之 “ 数 ”、“ 动 "、“ 形 ”三 大 特 
征 ， 原 则 上 可 在 同一 个 对 象 上 表现 出 来 . 

还 看 到 ， 动 力 系 统 研 究 的 重心 只 是 〈 测 度 为 0 的 ) 奇 点 集 及 其 邻 域 作为 全 测 
度 的 常 点 集 仅 附属 于 奇 点 分 析 的 结论 . 恰好 ， 这 点 与 社会 系统 的 重心 是 均衡 ( 平 
等 、 公 平等 ) 且 互 相对 应 ， 并 非 偶然 又， 动力 系统 的 突变 对 应 着 社会 系统 的 应 
急事 件 ， 这 些 都 说 明 社会 活动 具有 动力 系统 的 自然 实质 . 
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、Pareto 均衡 


这 是 针对 群众 心理 的 一 种 “多 目标 、 多 约束 ” 范 数 均衡 . 实际 上 ， 一 个 最 优 
系统 常常 要 求 满足 多 个 目标 函数 ,比如 “二 ”中 的 功能 函数 不 只 是 一 种 目标 函数 ， 
还 可 能 有 系统 效率 、 效 能 、 环 保 、 社 会 贡献 之 类 函数 ， 所 以 说 多 目标 问题 是 常 有 
的 . 至 于 其 约束 “方程 ”， 本 质 上 (在 拉 格 朗 日 意义 或 哈密 尔 顿 意义 下 ) 也 是 目标 
“函数 ”. 因此 现在 仅 对 “多 目标 ”情形 来 讨论 均衡 . 

上 段 已 经 看 到 ， 求 一 般 单 目标 下 的 均衡 已 较 困 难 (主要 是 没有 建立 目标 函数 
的 规范 模式 )， 对 于 多 目标 情形 更 是 如 此 (多 目标 概念 见 第 六 节 、 三 ). 其 困难 一 
方面 是 需要 独立 创建 多 个 足够 精确 的 (一 般 是 ) 非 线性 目标 函数 ， 常 常 难以 满足 
实践 需要 . 更 重要 的 是 多 目标 函数 间 常 常 出 现 “ 不 相 容 ”性 ， 比 如 既 要 效率 又 要 
公平 即 是 “两 难 ” 的 . 再 说 ,， “系统 总 体 最 优 不 等 于 各 局 部 丝 优 ”， 所 以 难以 实现 
多 目标 下 的 最 优 . 

克服 困难 的 方法 之 一 , (其 思想 ) 是 将 问题 再 升华 一 步 , 建立 更 高 一 级 的 泛 函 ， 
再 求 出 使 其 变 分 为 0 的 解 空 间 芭 可 ,但 仍然 涉及 建立 该 类 泛 函 之 难 . 

这 里 介绍 另 一 个 既 有 的 有 效 方法 ， 它 属于 “P- 均 衡 理 论 `. 

这 是 新 福利 经 济 学 代表 人 物 Pareto 于 20 世纪 30 年 代 提 出 的 . 他 的 创造 性 在 
于 ， 面 对 传统 多 目标 问题 的 困难 ， 另 辟 蹊 径 地 想到 “ 退 一 步 天 地 宽 ” 提出 了 
一 个 “次 最 优 ”( 或 次 均衡 ) 概念 . 其 思想 是 ， 既 然 同 时 满足 对 各 元 素 的 偏 导 为 0 
难 〈 多 个 目标 函数 同时 达到 顶点 难 ) ， 那 就 退 一 步 在 各 自 顶 点 附近 去 找 个 “次 最 优 ” 
( 偏 导 近 于 0 的 状态 ) 是 可 行 的 ， 且 这 种 状态 还 是 非 唯 一 的 . 

定义 9.2(p -均衡 ) ”对 于 可 行 域 人 2 (如 群众 集 ) 上 多 目标 函数 集 

u(x) = {00}, 
若 有 x e 02， 满足 纱 e .02， 使 得 对 Vie{,2,…,0} 丝 有 
WW(y) 之 u(x ) 且 “>>” 必 产生 
则 叫 在 x 达到 pp- 均衡，x 叫做 u(x) 的 p- 均 衡 点 ， 又 叫 p- 最 优点 . 

易 知 ， 这 时 的 p- 均 衡 点 x 非 唯 一 ， 且 这 样 的 均衡 点 集 构成 所 谓 p- 流 形 . 它 
是 周 于 系统 完全 空间 的 一 个 ( 子 ) 空间 ， 即 系统 (各 目标 ) 均衡 点 邻 域 之 并 集 ， 
一 般 是 高 维 的 . p- 流 形 的 一 个 有 名 的 特例 , 即 “ 埃 奇 沃 兹 箱 ” (一般 的 可 参见 “p- 
最 优 与 p- 最 优 配置 ", 系统 工程 ，1995 (5))， 即 使 在 “ 埃 奇 活 兹 箱 ” 中 ， 其 p- 流 
形 也 是 个 一 维 轨迹 “合同 曲线 ”. 

显然 , 关于 经 济 系统 的 p -最 优 理 论 完全 可 以 推广 至 社会 系统 , 仅仅 是 具体 的 
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范畴 、 资 源 、 目 标 、 约 束 、 因 素 等 类 考察 复杂 一 些 罢了 . 以 下 则 直接 认为 p- 最 优 、 
Pp- 流 形 是 针对 社会 系统 的 . 

关于 p- 流 形 的 研究 不 管 从 理论 上 还 是 应 用 上 都 是 优化 理论 、 均衡 理论 ,特别 
是 数理 经 济 中 一 个 重要 的 研究 领域 . 

已 -均衡 概念 还 可 叙述 为 “ 任 有 一 个 元 素 的 “效用 ” 值 增加 ， 都 将 有 其 他 元 
素 的 效用 值 被 减少 ， 因 此 它 最 接近 于 现实 、 易 于 操作 . 比如 一 个 企业 中 ,多 作 贡 
献 者 获 高 效益 了 并 不 影响 他 人 (大 家 认同 ), 然而 少 作 贡献 者 获 高 效益 了 即 会 影响 
到 他 人 心理 而 产生 不 平衡 . 


五 、 均 衡 增长 


1. 一 般 的 均衡 增长 

这 是 一 种 动态 均衡 、 持 续 均衡 , 本 质 上 是 一 种 “ 泛 函 均衡 ”, 即 如 本 章 式 (9.35) ， 
设 其 控制 量 为 常数 ， 其 目标 是 个 泛 函 ， 约 束 式 含 〈 增 长 性 ) 动力 系统 ， 其 解 是 个 
更 高 层 泛 函 (H- 函 数 ) 的 变 分 方程 的 解 ， 它 是 个 时 -空空 间 上 的 增长 轨 线 . 对 应 到 
社会 系统 ， 即 群体 心理 在 持续 均衡 下 的 发 展 过 程 . 

显然 ， 从 理论 上 说 这 是 最 正规 的 分 析 途 径 ， 但 是 它 同 样 遇 到 “三 ” 段 所 述 在 
实践 上 的 困难 ， 因 此 这 里 仍 需要 “另辟蹊径 ”. 

那么 ， 继 续 借 助 己 -均衡 的 优点 ， 自 然 不 失 为 一 种 途径 . 那 就 是 : 

2. 广义 的 均衡 增长 : 尸 -均衡 

进一步 说 ， 若 将 上 述 “时 - 空 ”意义 下 ， 轨 线 的 “ 空 ”( 一 般 为 空间 中 的 点 ) 
广义 化 为 p- 流 形 (“时 ”不 变 )， 则 成 为 系统 整体 (状态 ) 保持 其 p -均衡 的 时 序 
增长 过 程 了 . 把 这 样 的 系统 均衡 状态 叫做 “时 序 p- 均 衡 *,， 记 为 p,- 均 衡 ， 亦 即 其 
均衡 状态 是 随时 间 而 不 同 的 ， 且 要 求 它 是 增长 的 . 

对 于 这 样 的 问题 ， 据 本 章 第 三 节 系 统 状态 的 时 序 性 讨论 ， 难 于 建立 起 〈 由 一 
般 阔 数 表 出 的 )“ 典 型 模型 ”来 , :因此 宜 于 建立 ( 非 一 般 函 数 表 出 的 )“ 象 征 性 模 
型 ” 且 宜 于 建立 离散 的 迭代 模型 (有 待 具体 深入 ). 比如 , 还 可 把 目标 函数 的 空间 
形式 划分 为 均衡 点 、 均 衡 点 邻 域 、 远 离 均 衡 态 、 危 机 状态 等 依次 包含 的 四 个 部 分 ， 
以 讨论 如 何 才能 保证 系统 处 在 前 两 种 状态 ， 在 第 三 种 状态 如 何 预警 ， 第 四 种 状态 
如 何 挽救 等 . 


QD 这 里 应 注意 到 它 是 一 种 心理 量 增 加 ， 而 非 初等 的 配置 量 增加 
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六 、 和 谐 系 统 


定义 9.3 (和 谐 系统 ) ”把 系统 的 “局 -均衡 ”状态 叫做 系统 和 谐 ， 又 叫 “ 和 
谐 系统 ”. 亦 即 ， 系 统 和 谐 只 是 系统 “持续 均衡 发 展 ”概念 的 更 富生 活性 、 实 践 性 
的 一 种 说 法 . 

因为 “时 间 具 有 积分 功能 ， 如 果 系统 有 了 不 和 谐 因素 , 诸如 发 展 中 对 环境 污 
染 的 忽视 或 决策 中 对 某 些 “不 起 眼 ” 因 素 的 忽视 等 ， 即 会 产生 负 的 “进步 量 ， 那 
么 经 时 间 积累 (量变 ) 常常 可 能 酿 成 质变 . 因此 说 系统 如 果 不 能 保持 p, -均衡 就 是 
不 可 持续 的 系统 . 

显然 , 在 上 述 思想 准备 下 ， 以 社会 为 背景 用 数理 工具 对 “和 谐 系统 ” 作 研 究 ， 
应 该 是 一 个 大 有 前 途 的 应 用 领域 . 这 里 既 有 很 强 的 实际 需求 、 实 际 背景 和 实际 意 
义 ， 又 可 以 用 上 广泛 的 (特别 是 现代 的 ) 数学 工具 ， 更 是 大 有 创造 、 创 新 的 驰 怠 


空间 . 
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第 十 章 “ 数学 按 其 空间 形式 的 发 展 


数学 的 一 个 流行 定义 是 “ 数 与 形 结合 的 科学 ”, 注意 到 其 中 “结合 ”二 字 的 含 
义 ， 不 可 把 数学 各 分 支 看 成 要 么 属于 “ 数 ” 的 研究 ， 要 么 属于 “ 形 ” 的 研究 . 当 
然 也 不 是 每 门 学 科 中 都 是 数 与 形 的 平均 结构 , 往往 是 或 者 偏重 于 “ 数 ”, 或 者 偏重 
于 “ 形 ”. 这 里 当 强 调 ， 即 使 重 “ 数 ”的 分 支 ， 比 如 分 析 学 也 有 它 的 形 作为 思维 背 
De 前 者 是 后 者 (空间 ) 中 的 具 
体 对 象 ， 后 者 是 前 者 的 背景 和 参考 ， 总 的 都 叫做 空间 形式 

和 由 看 末 ， 对 空间 形式 的 认识 也 是 整个 数学 的 需要 ， 按 其 空 = 间 形 式 的 发 展 也 
从 一 个 大 的 方面 体现 了 整个 数学 的 特征 ， 而 且 是 个 根本 性 特征 ， 这 也 说 明了 本 章 
的 重要 性 . 


第 一 节点 式 数学 


一 、1619 年 前 : 线段 数学 


在 1619 年 诞生 稍 卡 儿 坐 标 概念 之 前 的 几 千 年 历史 中 ,整个 数学 处 于 初等 数学 
时 期 ， 其 特点 是 : 

1. 数学 三 基 

算术 、 几 何 、 三 角 学 是 当时 数学 的 三 门 基 础 学 科 ， 也 是 最 高 级 学 科 . 当时 的 
算术 ， 包 括 “ 文 字 代 数 ” 和 初等 数论 的 早期 问题 ， 最 多 只 有 “六 则 ”运算 : 加 、 
减 、 乘 、 除 、 乘 方 、 开 方 . 因 当 时 刚 发 明 对 数 (1613 年 )， 还 说 不 上 有 成 熟 的 对 
数 运算 . 至 于 指数 运算 ， 也 属于 函数 问题 ， 还 没有 产生 . 所 以 当时 只 有 “六 则 ” 运 
算 ， 而 不 是 “ 八 则 ”运算 . 

当时 的 几何 主要 是 平面 几何 ， 是 对 点 、 线 段 、 圆 、 三 角形 等 对 象 的 研究 . 

至 于 三 角 学 ， 实 则 平面 几何 中 三 角形 的 各 种 角 所 引出 的 度量 特征 与 规律 研究 . 

2. 线段 数学 

根据 毕 达 哥 拉 斯 的 熟知 “故事 ”"， 当 时 的 数 ( 属 有 理 数 R, ) 除了 整数 可 以 来 
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自 对 单个 个 体 的 数 (shi) 数 外 ， 一 般 的 数 包 括 小 数 都 来 自 线段 的 度量 实践 ， 所 以 
可 把 算术 中 的 数 视 作 由 线段 度量 而 来 . 

又 ， 容 易 看 出 ， 三 角 学 、 几 何 学 实际 上 都 是 直接 对 线段 的 研究 . 比如， 有 关 
三 角形 的 理论 自然 如 此 ， 对 圆 的 研究 也 在 于 弦 、 弧 、 直 径 、 半 径 、 圆 周 与 角 的 研 
究 , 前 四 者 皆 为 线段 的 , 对 圆周 的 研究 也 是 用 直径 对 它 作 “ 度 量 `. 至 于 角 的 研究 ， 
与 三 角 学 相同 ， 而 三 角 函 数 都 是 用 线段 的 比值 关系 来 定义 的 ， 所 以 ， 初 等 的 三 角 
学 和 几何 学 都 是 直接 研究 线段 的 数学 . 

归结 起 来 即 可 说 ,“ 三 基 ” 数学 都 是 建立 在 线段 度量 基础 上 的 . 特别 还 圈 于 当 
时 的 “度量 ”水 平 ， 仅 体现 为 对 线段 认识 的 古典 特征 〈 除 知道 少数 “无 理 ” 的 数 
以 外 ， 就 只 有 在 有 限 的 有 理 数 上 作 运 算 ) ， 否 则 就 成 为 坐标 意义 或 说 基数 意义 的 
了 . 换 句 话说 ，1619 年 前 的 古典 数学 基本 上 是 建立 在 线段 度量 实践 基础 上 的 ， 把 它 
叫做 线段 数学 . 

可 以 想象 ， 当 时 由 于 没有 坐标 系 ， 人 们 脑子 里 的 数 概念 只 能 与 线段 及 其 度量 
活动 相 联系 ， 这 就 不 难 理解 毕 达 哥 拉 斯 会 犯 有 理 数 错误 了 . 

3. 线段 数学 与 点 式 数 学 

所 谓 点 式 数 学 是 从 今天 坐标 系 〈 实 轴 ) 上 的 特征 ， 亦 即 空间 特征 来 说 的 . 因 
为 “线段 数学 ”中 的 数 都 是 离散 的 、 静 态 的 、 一 个 一 个 的 数 ， 分 布 在 实 轴 上 就 是 
点 式 的 、 没 有 数 的 邻 域 概念 ， 更 没有 稠密 性 、 连 续 统 概念 ， 所 以 线段 数学 属于 点 
式 数学 ， 

但 反之 不 然 .“ 点 式 数学 ”含义 更 广 , 包括 一 切 以 数值 为 特征 而 不 强求 数 集 的 笛 
密 性 、 连 续 性 、 区 间 性 、 族 聚 性 的 全 部 数学 内 容 ， 因 此 点 式 数学 也 是 今天 数学 的 一 
大 成 分 . 


二 、1619 年 后 的 点 式 数学 


如 上 所 述 , 所 谓 “ 点 式 数学 ”， 只 是 相对 于 它 的 数 在 实 轴 上 的 空间 分 布 特征 而 
言 ， 每 一 个 数 在 实 轴 上 皆 有 一 个 且 只 有 一 个 几何 “点 ”对 应 着 它 . 离开 这 一 空间 
特征 来 说 ， 就 是 通常 说 的 数值 数学 或 初等 数学 . 进一步 说 ， 在 近 现代 来 看 点 式 数 
学 的 特点 是 : 

(1) 点 式 数学 是 初级 数学 , 因而 , 如 今 点 式 数学 仍然 分 布 在 社会 生活 的 基层 ， 
包括 现代 的 文盲 在 内 ， 人 人 都 能 使 用 的 “数学 ” 即 属 点 式 数学 . 

(2) 点 式 数 学 用 到 的 数值 都 是 有 理 数 , 而 且 只 是 有 理 数 集 RR, 的 子 集 , 在 这 里 
即使 无 理 数 也 成 为 有 理 数 了 (有限 小 数 近似 ). 
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(3) 度量 数学 也 是 点 式 数学 . 度量 学 是 科学 技术 中 一 门 十 分 重要 的 学 科 类 ， 
主要 体现 为 度量 技术 的 需求 与 发 展 ， 它 在 每 个 时 代 都 是 站 在 技术 前 沿 的 ， 具 有 确 
定数 学 的 特征 . 从 “一 、2” 亦 知 ， 点 式 数 学 本 来 即 具有 度量 实质 . 度量 学 除了 它 
的 理论 ， 比 如 误差 理论 涉及 更 广 的 数学 外 ， 它 得 到 的 数 都 是 点 式 的 数值 ， 且 仍然 
只 能 是 RR, 中 一 个 很 小 的 子 集 . 

(4) 社会 统计 学 ， 以 及 财会 学 、 审 计 学 等 皆 属 点 式 数学 . 

(5) 点 式 数学 具有 数值 性 数学 的 基本 特征 . 不 仅 如 此 ， 如 今 同 样 进入 现代 化 
的 ， 能 与 其 他 优美 数学 媲美 的 ， 并 且 同 样 发 展 很 快 的 数学 类 ， 诸 如 计算 数学 、 数 
值 至 近 、 离 散 数 学 、 信 息 数 学 、 有 限 元 数学 乃至 初等 数论 、 组 合 数学 、 价 值 数学 
等 ， 它 们 都 以 数值 作为 其 特征 之 一 ， 甚 至 是 主要 特征 ， 因 而 说 点 式 数学 也 包括 数 
值 数学 . 

汇总 起 来 可 看 出 ， 点 式 数 学 在 今天 甚至 今后 ， 都 将 是 社会 生活 、 科 学 技术 力 
至 数学 本 身 的 一 个 基本 内 容 . 


第 二 节 ” 邻 域 数 学 


一 、 箔 卡 儿 坐标 概念 引起 的 函数 论 与 分 析 学 


当年 笛 卡 儿 在 发 明 解析 几何 学 时 引入 了 坐标 系 和 数 轴 ， 尽 管 当 时 还 讲 得 不 太 
清晰 ， 但 已 大 大 地 局 发 了 后 人 ， 从 而 形成 了 完美 的 坐标 系 概念 和 方法 体系 ， 并 在 
数学 上 迅速 发 展 成 庞大 的 函数 论 与 分 析 学 领域 . 

第 卡 儿 用 具有 固定 夹 角 的 不 同 数 轴 构 成 了 笛 卡 儿 坐 标 系 . 从 此 ， 在 笛 氏 坐标 
系 中 ， 数 量变 “ 活 ” 了 ， 成 了 变量 ， 而 因 变量 和 自 变量 间 的 函数 关系 也 变 得 十 分 
直观 了 . 同时 ， 变 量 的 变化 范围 、 变 化 过 程 、 变 化 方式 也 变 得 更 清晰 了 ， 在 人 们 
脑子 里 不 再 只 是 一 个 点 一 个 点 的 数 ， 而 是 具有 连续 性 、 光 滑 性 的 “ 活 ” 的 数 了 ， 
从 而 激 起 了 人 们 对 函数 研究 的 广泛 兴趣 ， 函 数 的 研究 已 不 仅仅 局 限于 一 些 规则 的 
曲线 了 . 

换 句 话说 ， 笛 氏 坐 标 为 一 般 函 数 的 深入 研究 提供 了 一 个 很 好 的 形式 . 这 是 因 
为 (统计 表明 )， 人 们 的 思维 形式 大 多 数 是 空间 的 、 几 何 的 ,少数 人 是 代数 的 、 离 
散 的 ， 因 此 有 了 坐标 系 这 样 定量 表述 的 空间 形式 ， 将 更 有 利于 人 们 发 挥 他 们 的 思 
维特 征 . 这 也 是 笛 氏 坐标 系 为 什么 能 在 数学 中 产生 如 此 大 共鸣 的 “思维 学 ”基础 ， 

特别 地 ， 在 笛 氏 的 初步 思想 发 表 后 不 久 即 被 天 才 的 莱 布 尼 获 理解， 并 得 到 了 
发 挥 ， 更 进一步 与 牛顿 同期 创造 出 了 微 积分 学 . 从 此 以 微 积分 学 为 核心 的 分 析 学 
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的 发 展 ,成 为 数学 中 的 主流 ( 见 第 九 章 第 一 节 ), 这 不 能 不 说 是 与 任 氏 坐标 的 功劳 
分 不 开 的 . 

那么 ， 为 什么 在 笛 氏 坐标 系 中 原来 的 点 式 数 能 变 “ 活 ”? 这 里 的 关键 是 任 一 
个 数 第 有 了 仍然 属于 数 轴 的 邻 域 . 正 是 邻 域 族 的 彼此 交 番 、 关 联 ， 形 成 了 一 个 数 
的 统一 体 (连续 统 ) ,使 得 数 在 其 上 能 变 活 . 这 就 是 数 轴 给 实数 集 带 来 的 邻 域 结构 
特征 ， 从 而 也 开辟 了 对 函数 值 的 邻 域 性 和 “ 活 ” 性 认识 . 比如， 如 果 没有 邻 域 结 
构 观 ， 则 很 难 想象 极限 概念 、 微 分 概念 、 聚 点 概念 等 能 建立 起 来 . 所 以 说 函数 论 、 
分 析 学 是 直接 借助 了 “ 邻 域 ” 这 一 生机 

特别 地 ， 人 们 无 不 体会 到 ， 函 数 和 分 析 学 的 情形 十 分 复杂 、 细 腻 ， 比 如 除了 
“病态 ”数学 外 ， 还 有 种 种 发 散 性 、 奇 异性 现象 ， 以 致 让 人 们 很 难 直 观 理解 ( 例 见 
《分 析 中 的 反例 》， 高 枚 译 ), 这 种 现象 也 是 至 今 数学 中 没有 哪 一 个 分 支 能 与 之 匹敌 
的 .那么 这 是 为 什么 ?我 们 说 除了 无 穷 形式 的 “作用 ”和 函数 构造 上 的 易于 操作 
外 ， 定 义 域 上 复杂 的 组 合 结构 和 邻 域 结构 特征 也 是 一 个 重要 因素 ， 比 如， 稠密 点 
集 、 稀 疏 点 集 、 聚 点 、 开 闭 集 、 邻 域 集 再 结合 函数 的 各 种 奇异 点 集 、 序 列 点 集 等 ， 
可 有 无 穷 无 尽 的 组 合 情 形 ， 使 得 我 们 在 分 析 学 上 任何 时 候 都 不 得 不 小 心 谨慎 ， 防 
止 想象 不 到 的 兽 漏 的确 ， 对 于 数 的 “ 邻 域 结构 ”认识 应 该 是 数学 在 空间 形式 上 
继 “ 点 式 数 ”认识 之 后 的 又 一 个 新 的 层次 、 新 的 深入 ， 在 这 个 层次 上 ， 已 有 了 站 
富 的 数学 内 容 ， 并 且 它 们 还 在 沿 着 两 个 方向 继续 深入 和 发 展 :一 方面 是 向 着 微观 
的 深入 ， 表 现在 实 轴 的 连续 统 结构 认识 〈 第 六 章 第 一 节 以 及 十 一 章 的 “无 穷 小 认 
识 ”) 上 9; 另 一 方面 是 向 着 宏观 空间 、 广 义 空间 的 发 展 ， 此 即 本 章 第 四 节 “ 空 间 
数学 ”所 要 谈 的 现在 继续 对 邻 域 数学 作 如 下 讨论 ， 


二 、 坐 标 概念 的 推广 

1. 直角 坐标 与 斜 坐标 

如 今 定 义 笛 卡 儿 坐标 系 为 直角 坐标 系 ， 但 笛 卡 儿 最 初 的 坐标 概念 中 仅 说 坐标 
轴 间 具有 “固定 角 ”， 这 说 明 它 最 初 的 概念 只 是 如 今 说 的 “和 斜 坐 标 ". 从 坐标 的 创 
造 性 思维 过 程 来 说 , 首先 想到 这 种 一 般 情形 , 是 自然 的 . 但 从 直观 性 讲 容易 发 现 ， 
一 般 的 斜 坐标 并 不 方便 ， 比 如 图 10.1 中 斜 坐标 下 的 正方 形 反 倒 成 了 平行 四 边 
形 . 不 过 和 斜 坐标 在 仿 射 几何 学 中 却 十 分 得 力 , 所 以 又 叫 斜 坐 标 系 为 仿 射 坐标 系 . 这 
是 因为 ， 比 如 即使 经 过 一 个 简单 的 线性 变换 : 


QD 此 外 ， 据 “二 象 论 "， 今 天 对 领域 的 认识 仍 需 深 入 ， 应 该 考虑 有 理 点 的 二 象 结构 ， 其 厌 象 即 是 它 的 一 种 
邻 域 . 
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也 会 使 直角 系 变 成 一 般 的 斜 坐标 系 ， 如 图 10.2 所 示 . 对 于 式 (10.1) 中 一 个 一 般 
的 常数 矩阵 4 ， 都 会 使 得 比如 原来 的 正方 形变 成 萎 形 或 一 般 平行 四 边 形 ， 其 至 者 
式 (10.1) 中 4 为 非常 数 矩 阵 ， 即 成 为 非 线性 变换 ， 将 产生 “曲线 坐标 ”情形 . 


图 10.1 图 10.2 


事实 上 ， 容 易 领 悟 到 ， 不 管 是 斜 交 的 还 是 直 交 的 ， 只 要 是 线性 无 关 的 “直线 
组 ”此 可 形成 一 个 坐标 系 或 说 形成 一 个 空间 . 在 这 一 意义 下 ， 直 交 、 斜 交 都 不 是 
本 质 的 了 . 这 对 于 线性 代数 方程 组 解 空 间 的 认识 ， 线 性 空间 的 线性 变换 认识 ， 以 
及 线性 空间 具有 非 唯一 基 等 的 理解 ， 都 是 有 意义 的 《其实 这 也 是 仿 射 几 何 思想 ) ， 
所 以 我 们 应 该 认识 斜 坐标 系 . 

2. 极 坐 标 、 球 坐标 、 柱 坐标 

学 过 高 等 数学 的 人 对 这 三 种 坐标 是 十 分 熟悉 的 ， 不 必 多 说 . 应 该 看 到 ， 不 管 
是 什么 坐标 系 ， 它 的 坐标 变 元 个 数 应 与 所 表 空 间 的 维 数 相同 ， 且 变 元 之 间 是 线性 
无 关 的 . 同时 还 应 看 到 每 个 坐标 系 都 定量 地 决定 着 一 个 空间 ， 因 而 这 个 空间 里 的 
一 切 对 象 都 可 由 它 定量 地 表 出 . 但 一 个 坐标 系 无 非 一 个 空间 中 参考 “ 标 架 ”罢了 ， 
所 以 同一 个 空间 ， 其 参考 “ 标 架 (坐标 系 ) 并 非 唯 一 ， 且 彼此 可 以 “转换 ". 所 
以 同一 空间 内 的 同一 对 象 ， 在 不 同 坐标 系 下 ， 有 着 不 同 的 表述 形式 ， 这 些 不 同 的 表 
述 形式 之 间 是 可 以 转换 的 . 

尽管 如 此 ， 同 一 对 象 在 不 同 坐标 系 下 的 表述 形式 之 间 存 在 着 繁 简 和 难 易 的 差 
别 , 特别 还 存在 数学 运算 处 理 上 的 难 易 差 别 , 这 是 大 家 都 有 的 经 验 了 . 由 此 说 明 ， 
我 们 在 解决 数学 问题 时 ， 既 要 充分 遵守 坐标 系 的 规律 ， 也 要 充分 利用 它 的 规律 ， 

比如 对 于 不 辐 的 数学 问题 ， 即 应 选择 甚至 创立 更 为 合适 的 坐标 系 ， 并 将 模型 
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转换 到 新 系 再 进行 演算 . 这 就 是 数学 中 可 能 存在 多 种 坐标 系 的 原理 ， 也 是 我 们 
能 够 进行 适时 选用 (坐标 变换 ) 的 原理， 当然 更 有 “人 人 丝 可 创造 新 坐标 系 ” 
的 原理 . 

正 出 于 这 点 ， 目 前 ， 数 学 中 各 种 各 样 的 坐标 概念 不 下 一 百 种 〈 见 《数学 百科 
辞典 》), 当然 有 些 是 仅 具 有 特殊 用 处 的 坐标 而 非 坐 标 系 . 下 面 仅 就 常用 概念 再 谈 一 
点 . 

3. 广义 坐标 与 局 部 坐标 

前 者 是 力学 界 广 为 使 用 的 一 种 坐标 ， 它 是 当年 拉 格 朗 日 创立 拉 氏 力学 时 提出 
的 ， 记 以 

9)， 了 = 1,2……,7 
{9)} 表示 一 个 力学 系统 的 位 置 ， 其 中 + 表示 系统 的 自由 度 . 可 见 在 广义 坐标 中 的 
都 是 独立 变量 ， 且 实际 意义 鲜明 ， 后 来 哈密 顿 又 提出 广义 动量 
pj; 全 07/109,，(T 表 系统 的 动能 ) 
因此 也 把 (p,q)) 统 称 做 “广义 坐标 ”. 

所 谓 局 部 坐标 正 是 典型 地 体现 了 本 节 邻 域 数 学 特征 的 坐标 系 ， 把 建立 在 邻 域 
(小 的 开 集 》 上 的 平 直 空间 坐标 系 叫 做 “局 部 坐标 ”， 它 广泛 地 用 于 弯 空 间 ( 流 形 ) 
上 的 种 种 数学 ， 因 而 该 概念 在 现代 数学 中 很 有 用 . 


三 、 点 的 邻 域 性 质 认 识 


设 xeR", x 在 R" 中 的 6 邻 域 ( 记 为 N(x,6)) 界定 为 : R" 中 以 x 为 中 心 的 5 
球形 邻 域 . 当 未 具体 指明 时 , 一 个 一 般 的 N(x,5) 为 开 域 , 且 其 中 5 若 未 具体 给 定 ， 
系 指 一 个 较 小 的 参 变量 ， 可 为 任意 小 ， 但 不 取 无 穷 小 .特别 地 有 
N(x,6)= N(x,6)\{x} ， 叫 做 ( R" 中 ) x 的 空心 邻 域 . 

(1) 领域 是 集合 .因此 车 ,we R" ， 则 相应 的 N(w,6.) 与 N(%,6,) 之 间 存在 
一 般 集合 的 U、 门 运算 ， 同 时 其 交 

NHS) MN N(x,,6,) = (或 2) 

(2) 邻 域 可 以 是 低 维 的 .比如 记 

N’'(x,6), r<n 
表示 x 在 R" 中 的 + 维 子 空间 上 的 邻 域 . 
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(3) 邻 域 可 以 成 族 . 比如 可 记 为 
N(x)={N’(x,0)|O eR ,re{,2,.…,n}} 


N(x)= {N(x,6,)|r e{,2,..…,n},0 eR} 
(4) 设 QcR" 为 有 界 集 , 则 可 找到 .2 上 元 素 子 集 {x} , 使 其 邻 域 族 {N(%)} 能 
覆盖 02 : 
UUxoo) > 2 
特别 当 . 为 闭 集 时 ， 只 须 有 限 个 〈 开 ) 邻 域 {NCc,6) 六 即 可 覆盖 2 : 
Us,6)D2 
这 就 是 有 名 的 “有 限 开 覆 盖 ” 定 理 . 
换 句 话说 ， 邻 域 可 以 互相 交 秋 形成 连续 统 空间 . 
(5) QcR" 可 为 有 限 点 集 ， 这 时 vxe 的 邻 域 可 根据 具体 情况 来 定义 . 比 
如 ， 设 多 面体 顶点 集 为 2 ， 则 对 于 任 一 顶点 , 与 之 共 边 的 顶点 之 集 就 是 其 一 种 邻 
域 . 
(6) 从 意识 上 讲 ， 对 于 点 x， 其 纯 (空心 ) 邻 域 N(x,6) 可 看 成 一 个 非 点 的 空 
间 ， 因 而 点 x 与 其 N(x,6) 之 间 可 看 做 “二 象 ”结构 关系 .这 点 认识 在 “四 ”中 将 
有 应 用 . 
(7) 邻 域 具 有 伸缩 性 . 比如 , 取 非 平凡 的 映射 /eC'(R"), 则 对 N(x,6)cR” 
的 作用 成 为 
f (N(x,6)) Ss N(x,6) 
这 时 5 不 一 定 为 定数 ， 亦 即 N(x,6) 不 一 定 是 球形 邻 域 了 . 
(8) N(x,6) 中 当 5 不 为 无 穷 小 时 , 车 N(x,6)c R"， 由 于 R" 可 度量 ，N(x,5) 
也 是 可 度量 的 ， 即 有 度量 映射 p : N(x,6)xN(x,6) 一 R' ， 满 足 : 
p(X,X)) 宇 0, Xx,Xx, EN(x,56) (“=” 号 仅 当 ”=x, 时 实现 ) 
p(X,X,) = p(X,,X%) 
PX, NX3) < P(X, Xs) + P(X,, Xs) 
但 当 为 无 穷 小 时 即 不 再 满足 ， 这 属于 第 十 一 章 的 情形 . 
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四 、 典 型 的 邻 域 数学 I : 点 集 拓扑 及 拓扑 学 简 述 


已 经 多 次 提 到 ， 拓 扑 结构 是 数学 的 三 大 基本 结构 之 一 ， 其 实 拓扑 结构 的 基础 
就 是 邻 域 结构 . 典型 的 邻 域 数学 首先 是 点 集 拓 扑 学 ， 其 次 是 〈 建 立 在 基于 邻 域 结 
构 的 函数 论 之 上 的 ) 微分 拓扑 学 ， 但 为 了 “拓扑 ”上 的 全 面 性 ， 这 里 也 顺便 谈 谈 
代数 拓扑 学 . 


1. 点 集 拓扑 学 


点 集 拓扑 学 又 叫 一 般 拓 扑 学 ， 通 常 简称 拓扑 学 ， 它 源 于 康 托 尔 集合 论 引 入 的 
点 的 邻 域 类 有 关 概 念 的 研究 . 对 于 拓扑 学 ， 在 第 二 章 第 三 节 已 作 过 定义 ， 第 三 章 
第 三 节 也 谈 到 过 ， 这 里 作为 进一步 地 提 及 ， 主 要 是 在 “二 ”中 的 邻 域 特征 基础 上 
再 来 认识 一 下 点 集 拓 扑 学 . 首先， 在 拓扑 学 中 用 到 的 邻 域 不 是 个 别 点 的 邻 域 ， 而 
是 一 般 点 的 邻 域 ， 所 以 换个 说 法 ， 一般 地 将 它 叫 做 开 集 . 亦 即 ， 对 于 开 集 X， 其 
拓扑 = {XX 中 子 开 集 族 }. 

所 谓 站 成 为 拓扑 空间 是 说 在 闭 中 定义 的 + 满足 “拓扑 结构 ”"， 即 满足 如 下 公理 : 

(i) 三, 人 Er 

(i) Vz,T ET,7T 门 rz, sz (有 限 交 ) ; (10.2) 


(ii) Vv{z} c r,t ert (无 限 并 ). 


反 过 来 说 ,满足 式 (10.2) 公理 组 的 + 叫做 X 的 一 个 拓扑 集 ， 从 而 说 “在 7 结构 
下 区 成 为 一 个 拓扑 空间 ， 记 为 (所 ) 

这 里 说 明 几 个 问题 : 

(1) 在 同一 个 中 , 可 能 构造 出 不 同 的 满足 式 (10.2) 的 拓扑 结构 ( 记 为 7 )， 
使 得 (和 %r") 成 为 不 同 的 拓扑 空间 .比如 ，z ={X,@} 就 是 个 ( 粗 ) 拓扑 ， 由 此 可 
见 ， 上 述 拓扑 定义 即使 对 同一 个 了 ， 也 是 个 非常 宽松 的 概念 . 

(2) 在 上 述 定义 下 ,对 于 义 的 集合 性 要 求 更 是 宽松 的 ， 其 中 半 可 以 是 离散 点 
集 (注意 到 一 切 有 限 点 集 的 开 闭 性 是 中 性 的 ), 可 以 是 欧 氏 空间 , 也 可 以 是 函数 空 
间 甚 至 于 实物 集合 、 社 会 空间 等 . 

(3) 定义 式 〈10.2) 中 仅 给 z 以 一 种 加 、 乘 基本 运算 的 封闭 性 要 求 ， 并 未 赋 
予 任何 代数 结构 限制 ( 既 不 要 求 运算 可 逆 , 也 不 要 求 一 定 的 运算 定律 )， 因而 最 容 
易 满 足 . 这 是 该 定义 表现 出 的 又 一 个 宽松 之 处 . 比如 ， 据 代数 学 知识 完全 可 以 在 
(二)、( 道 ) 基础 上 赋 以 多 种 代数 结构 ， 使 拓扑 定义 仍然 满足 这 就 说 明了 ， 意 义 
广泛 的 拓扑 空间 很 容易 与 客观 世界 广泛 存在 的 “代数 结构 ”共同 形成 所 谓 “ 复 合 
空间 . 
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实际 上 ， 比 如 泛 函 分 析 中 常用 的 度量 空间 、 赋 范 空间 、Banach 空间 、Hilbert 
空间 等 都 是 “复合 空间 ”， 它 们 具有 更 多 的 数学 内 容 ， 可 见 这 里 拓扑 概念 的 广泛 性 
也 起 了 很 大 作用 . 

其 实 , 现代 拓扑 学 研究 的 空间 常常 是 “复合 空间 ”, 它 与 泛 通 空间、 代数 结构 
是 紧密 相连 的 ， 包 括 拓扑 学 的 引申 . 如 第 九 章 谈 及 的 格 上 拓扑 和 模糊 拓扑 学 等 ， 
也 都 具有 这 一 “复合 ”特征 . 

(4) 拓扑 学 的 基本 任务 是 利用 开 闭 集 、 聚 点 、 序 列 、 敛 散 性 概念 和 交 并 运算 
等 来 研究 拓扑 空间 之 间 的 连续 映射 〈 拓 扑 变换 ) 的 不 变性 ， 定 义 式 〈10.2) 反映 
的 正 是 在 满足 了 这 些 基 本 任务 的 〈 起 码 需求 下 的 ) 本 质 特 征 . 其 条 件 的 宽松 性 是 
它 成 功 的 又 一 表现 . 

(5) 在 定义 式 〈10.2) 中 之 所 以 要 求 有 限 交 (ii)、 无 限 并 ( 疝 )， 是 因为 无 限 
个 开 集 之 交 可 产生 闭 集 ， 不 满足 7 的 开 集 性 . 比如 ， 任 一 闭 集 1e R”， 就 是 它 的 
全 部 邻 域 族 (无 穷 个 开 集 ) 的 交 ; 但 无 限 开 集 之 (无 限 ) 并 仍 为 开 集 , 仍 属于 r . 总 
之 ,条件 (ii)、(iii) 是 为 了 在 保证 定义 式 〈10.2) 中 纯粹 的 开 集 忻 之 下 ， 让 定义 
尽量 宽松 ， 所 满足 的 范畴 尽量 宽 . 当 其 能 满足 无 限 并 时 则 赋 以 无 限 并 

也 许 初 次 接触 定义 式 〈10.2)， 会 觉得 点 集 拓 扑 的 定义 来 得 太 抽 象 ， 有 点 故 弄 
玄 虚 ， 让 人 摸 不 着 项 ， 那 么 现在 由 (1)、(2) 可 看 到 ， 正 是 这 样 的 抽象 定义 ， 使 
之 有 了 十 分 广泛 的 背景 ， 以 致 人 们 公认 ,“ 在 此 定义 下 , 要 建立 一 个 拓扑 空间 常常 
是 容易 的 .可 以 说 式 〈10.2) 正好 充分 地 反映 出 整个 数学 领域 中 拓扑 结构 的 基本 
性 与 普遍 人 性， 因此 它 是 成 功 的 . 

(6) 点 集 拓扑 中 的 不 变性 .数学 中 少不了 变换 ， 数 学 的 一 个 总 的 任务 就 是 研 
究 各 种 变换 下 相应 的 不 变性 或 不 变量 . 拓扑 学 研究 的 是 拓扑 变换 (拓扑 空间 上 的 
连续 映射 ). 在 点 集 拓扑 变换 下 , 不 变性 主要 有 度量 性 的 不 变性 和 连通 性 的 不 变性 
两 种 . 前 者 系 指 “ 三 、8” 意 义 下 的 可 度量 性 不 变 , 而 不 是 度 景 值 的 不 变 . 反 过 来 
说 拓扑 变换 正 是 度量 值 〈 长 度 、 距 离 、 体 积 等 ) 的 改变 ， 因 为 它 原本 就 叫 “ 橡 皮 
几何 ”. 总 之 , 这 里 说 的 度量 性 是 指 保持 度量 特征 ( 即 非 负 性 、 对 称 性 、 三 角 不 等 
式 性 等 度量 三 公理 ), 而 不 是 度量 值 不 变 . 至 于 连通 性 的 不 变 , 意 即 拓扑 空间 上 的 
“ 洞 ” 经 拓扑 映射 后 不 增 不 减 ， 进 而 可 知 空间 维 数 也 不 变 . 

此 外 必须 谈 到 , 拓扑 学 可 从 以 下 两 个 方面 作为 一 种 “定性 的 ”思维 认识 工具 : 
一 方面 是 作 拓扑 类 的 “归纳 性 ”思维 ， 另 一 方面 是 其 拓扑 类 意义 下 的 “可 变性 ” 
思维 . 比如， 电路 设计 上 的 拓扑 变换 ; 架 线 工 需 要 有 点 拓扑 思维 ; 一 切 Jordan 曲 
线 〈 中 途 无 交 的 财 曲 线 ) 与 圆 、 椭 圆 丝 属 同一 拓扑 类 等 认识 即 属 此 . 

2. 组 合 拓扑 学 

组 合 拓扑 学 , 简称 组 合 拓扑 , 源 于 18 世纪 欧 拉 对 多 边 形 进行 的 三 角 痢 分 和 对 
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多 面体 的 项 、 边 、 面 的 研究 ，19 世纪 末 庞 加 菜 进一步 对 多 面体 进行 单 形 ? 剖 分 ， 
而 提出 了 单纯 复合 形 (简称 复 形 ) 概念 ， 从 而 产生 了 一 系列 的 进一步 概念 和 深入 
的 理论 问题 ， 宣 告 了 组 合 拓扑 学 的 诞生 

顾名思义 ， 组 合 拓扑 旨 在 研究 “ 复 形 ”这 样 的 几何 对 象 上 产生 的 各 种 单 形 及 
单 形 的 方向 、 边 沿 等 的 组 合 形式 . 特别 是 单 形 的 各 种 边沿 链 之 间 的 “运算 ”关系 ， 
形成 了 链 群 ， 再 进一步 产生 了 同调 群 . 扭 结 理论 也 属 组 合 拓扑 学 . 组 合 拓扑 学 得 
到 的 不 变量 (性 ) 有 诸如 环 挠 数 、Bit 数 、 示 性 数 、 映 射 度 、Hopf 不 变量 、 不 动 
点 之 类 . 

3. 代数 拓扑 学 

代数 拓扑 学 , 简称 代数 拓扑 , 是 组 合 拓扑 中 同调 群 研究 的 继续 深入 而 形成 的 ， 
从 20 世纪 初 开始 到 其 四 五 十 年 代 最 盛 . 它 的 主要 特征 是 将 组 合 拓扑 对 象 “多 面体 ” 
推广 到 无 穷 面 体 ， 亦 即 一 般 (多 维 ) 球面 乃至 一 般 的 紧 空 间 ( 泛 函 领域 ). 代数 拓 
扑 的 主体 内 容 叫 做 同调 论 . 

同调 论 的 主要 内 容 是 上 同调 理论 ， 如 上 同调 群 、 上 同调 环 等 . 不 过 同调 论 在 
20 世纪 由 五 十 年 代 兴 旺 一 时 之 后 有 所 降温 ， 被 视 为 “县 花 一 现 ” 的 理论 ， 往 后 则 
让 位 于 同 伦 论 . 

同 伦 概 念 见 第 三 章 第 四 节 ， 此 外 诸如 代数 天 -理论 (在 微分 流 形 的 向 景 从 上 析 
出 等 价 类 后 再 构造 K 群 的 研究 )、 谱 序列 分 析 等 也 都 是 代数 拓扑 的 研究 方向 . 

既然 代数 拓扑 学 可 说 是 组 合 拓扑 学 的 继续 ， 那 么 其 不 变量 〈 性 ) 研究 基本 上 
可 以 说 也 是 组 合 拓扑 学 不 变量 【性 ) 研究 的 继续 . 

4. 微分 拓扑 学 

微分 拓扑 产生 于 研究 “ 庞 加 莱 猜 想 ” 2 的 深入 , 即 广义 庞 加 莱 猜 想 :“ 如 果 n 维 
流 形 MM" 与 n 维 球 S” 同 伦 等 价 ( 记 为 M" ~S )， 则 必 有 M" = 8" .” 注 意 到 同 伦 条 
件 比 同 胚 (= ) 弱 , 而 同 胚 条 件 又 比 微分 同 胚 (= ) 弱 , 因此 这 一 猜测 是 不 明显 的 . 但 
其 弱 猜 测 “ 若 MM” = 5" 一 MsS ”似乎 是 成 立 的 ， 可 是 1956 年 Milnor 证 明 的 5 
上 有 多 个 独立 的 微分 同 胚 类 ， 显 然 不 合 上 述 直 观 理解 ， 这 就 是 有 名 的 Milnor 怪 
球 . 为 此 ，Milnor 于 1962 年 获得 号 称 数 学 中 诺 贝 尔 奖 的 两 大 奖 之 一 的 Fields 奖 . 

也 正 是 1956 年 Milnor 怪 球 的 产生 , 被 认为 是 创立 了 微分 拓扑 学 . 此 后 于 1959 
年 Smale (动力 系统 中 Smale 马蹄 之 父 ， 现 为 数理 经 济 学 家 ) 又 证 明了 nn 之 6 时 ， 

af ~ 全 MI = 
@@ 单 形 又 叫 单纯 形 ，n 维 空间 中 +1 个 独立 点 集 (无 三 点 共 线 者 ) 两 两 连 线 所 成 的 西 形 叫 单纯 形 ， 它 


与 优化 教学 中 解 线性 规划 问题 的 单纯 形 ( 法 )， 属 同一 概念 . 
@ 席 加 莱 狂 想 : 单 联通 三 维 闭 流 形 与 三 维 球面 9 同 肛 ， 最 后 由 俄罗斯 的 佩 雷 尔 受 于 2003 年 得 证 . 
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再 后 Fridman 证 明了 ma=4 时 ， 若 
M'~=S— M'sS 
等 . 
微分 拓扑 学 是 研究 流 形 ( 流 形 及 纤维 从 概念 见 本 章 第 四 节 ) 上 微分 结构 的 学 
科 ， 它 充分 运用 纤维 丛 工具、 拓扑 -理论 (对 天 群 的 几何 研究 )、 同 伦 论 以 及 示 
性 类 (表征 微分 流 形 上 是 否 存在 独立 的 向 量 场 ， 也 叫 标 架 场 ) 等 工具 . 与 数学 其 
他 学 科 一 样 ， 越 往 现代 发 展 ， 交 叉 性 越 强 ， 微 分 拓扑 的 工具 与 组 合 拓扑 、 代 数 拓 

扑 乃 至 现代 微分 几何 (大 范围 分 析 ) 等 都 有 较 大 的 交叉 和 融合 . 


五 、 典 型 的 邻 域 数学 1: 流 形 上 的 数学 
移 见 下 节 “ 四 ”. 


六 、 邻 域 数学 思想 的 应 用 : 一 个 社会 核 拓 扑 模 型 


借助 邻 域 数学 观点 我 们 无 不 惊讶 地 看 到 ， 原 来 社会 正 是 一 个 个 的 人 (点 ) 及 
其 邻 域 系 互相 交合 获 盖 而 形成 的 一 个 高 维 的 (社会 ) 空间 . 据 此 ， 我 们 推广 点 集 
拓扑 中 开 集 和 邻 域 思 想 ， 描 述 出 由 人 类 及 其 社会 功能 ( 邻 域 系 ) 构成 的 社会 . 现 
简 述 其 模型 于 下 ， 聊 作 欣 赏 

设 QcR”=R xR“x7 人 R“”(R 表 欧 氏 空间 ), 其 上 有 离散 拓扑 空间 (02,7) 
(r 表 吕 的 朝 集 22 时 ， 即 为 离散 拓扑 空间 ) . 

又 设 人 CR’ xi0jxt02R (人 2 的 3 维 子 集 ) 是 离散 点 集 ， 这 里 “点 ”xe 葡 
不 是 几何 点 , 它 对 R 具有 非 0 测度 (m(x),, 0)， 但 对 如 是 0 测度， 且 针 对 应 着 
离散 拓扑 空间 (X,2*)c (R ,r) . 

显然 了 和 vxe2” 也 都 属于 如 ， 且 有 24 cr ， 因 而 (X,2*”)c (82,7) 是 其 子 拓 
扑 . 

本 段 旨 在 将 (X,2*) 与 离散 拓扑 空间 (人 2,7) 结合， 以 形成 一 个 具有 新 的 拓扑 结 
构 的 复合 的 拓扑 空间 ， 并 容易 建立 起 它 与 经 典 拓扑 空间 的 关系 . 

定义 10.1 对 于 vxe2”， 把 以 x 的 凸 包 作为 内 集 时 它 在 R" 空间 的 单 连通 开 
子 集 叫做 x 的 邻 域 , 记 为 7(x) , 则 殷 (X?)} ( 含 儿 ) 称 为 x 在 QcR” 上 的 邻 域 族 . 对 
Yn(X)e 和 (x)} ， XX 岂 做 它 的 核 . 

特别 地 ， 我 们 以 后 取 作 2= 出 n(x) . 
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定义 10.2 记 7={COzs2<7(O0) = 全 ， 把 满足 如 下 条 件 的 结构 叫做 
上 以 2* 为 核 的 核 拓扑 空间 ， 记 为 Kx(02,2* ,7) ， 简 记 为 天 v 

(i) Vxe2*, 必 3x €e2” , x zxX3X En \ GO 

(ii) vn(a)e {n(n} 和 和 vn) e {n(n),n ,Nh e227 ， 必 
或 者 3x'e2”,37(x) cnx) N(x,); 
或 者 nD) N(R )=. 

自然 ，x 也 可 以 是 %,%， 

(iii) Vx,x se2”， 必 一 切 VC6)U7Oo)s7 ，7100)e {n(n)}, 7(%) {7(%)}; 

(iv) 必 3xe243De 人 oo) 

(v) ge25Ge7y. 

至 此 我 们 看 到 ， 似 乎 核 拓扑 空间 天 * 与 一 般 拓扑 空间 (@2,r) 有 着 本 质 区 别 . 但 
易 证 两 者 也 有 着 本 质 的 共性 . 这 就 使 得 我 们 在 应 用 中 既 能 更 准确 地 描述 对 象 ， 又 
有 更 多 的 经 典 结论 可 供 使 用 (有待 继续 研究 ) . 


第 三 节 ”空间 数学 


至 此 ， 业 已 依稀 显 出 ， 数 学 按 其 空间 形式 的 发 展 已 由 古典 的 数 点 式 发 展 到 近 
代 的 邻 域 式 . 此 后 便 有 了 两 个 发 展 方向 : 一 个 是 向 着 无 穷 小 空间 进发 ， 这 点 留 到 
下 一 章 专门 讨论 ; 另 一 个 则 是 本 节 所 要 讲 的 现代 的 或 说 近 现代 的 空间 数学 . 它们 
表明 了 一 个 随 着 历史 台阶 而 逐 级 上 升 、 升 华 的 过 程 . 

有 关 空 间 的 数学 统称 “空间 数学 ”, 它 涉及 现代 数学 中 最 为 活跃 的 数学 领域 .在 
本 节 , 首先 揭示 出 现代 数学 研究 中 的 “空间 手法 ”, 然后 将 以 更 大 篇 幅 描述 数学 中 
空间 概念 的 扩张 梗概 ， 并 侧重 于 几何 方面 的 叙述 . 

希望 能 通过 空间 概念 的 推广 ， 接 受 启迪 ， 上 升 成 思想 方法 ， 形 成 (广义 ) 空 
间 思 维 习 惯 . 


一 、 数 学 研究 中 的 空间 手法 

1. 来 自 集合 论 、 代 数学 和 线性 泛 函 的 启 过 

我 们 知道 ,“ 集 合 论 ” 的 特点 是 以 集合 整体 作为 研究 对 象 ， 并 由 宏观 开始 的 ， 
这 与 经 典 的 研究 特征 “由 局 部 开始 "， 是 角 然 不 同 的 . 推广 集合 论 的 这 一 特点 ， 现 
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代数 学 上 兴起 了 一 种 手法 : 首先 是 所 研究 的 对 象 集 不 一 定 是 量 数 的 集合 ; 其 次 是 
一 开始 即 把 所 要 研究 的 对 象 集 用 一 个 符号 “ 变 括 ”起 来 (不 管 它 能 不 能 枚 举 、 是 
否 有 限 ), 然后 找 出 它们 (元 素 ) 的 共性 , 赋予 它 一 个 定义 , 即 形成 一 种 特有 的 “ 空 
间 ”， 再 继续 研究 .这 就 是 数学 研究 中 的 “空间 手法 ”， 它 是 继 抽 象 代 数 后 的 又 一 
种 “不 只 针对 数 的 数学 ”. 这 种 手法 在 代数 学 中 的 表现 是 既 早 且 典 型 的 ， 诸 如 群 
G(X,-)、 环 HIX,+,]、 域 Y[X,+,*]、 代 数 D[X,K,。] 等 都 是 以 集合 作为 整体 对 象 
来 研究 的 . 如 果 说 它 的 特征 尚 属 自然 ， 那 么 比如 线性 泛 函 ， 以 函数 空间 作为 整体 
对 象 来 研究 的 特征 则 可 说 是 集合 论 影响 下 的 典型 的 空间 手法 了 .比如 度量 空间 ， 
这 是 一 类 函数 空间 ， 只 要 能 赋予 一 个 集合 以 一 种 度量 映射 x ， 使 之 满足 “ 度 其 三 
公理 ”( 见 上 节 ) 就 成 为 一 种 度量 空间 ， 不 管 这 个 集合 的 元 素 是 什么 . 例如 ， 
个 ={x=(m,%,…)|xeR”( 或 C"), 且 x 是 有 界 序 列 }. 对 此 ， 前 人 巧妙 地 定义 度 
量 为 PX )=supln -|, 终于 使 之 满足 度 景 三 公理 ， 因 而 个 成 为 度量 空间 ， 


记 为 (*,p) .度量 空间 已 成 为 点 集 拓扑 学 的 基础 ， 引 出 了 系列 的 研究 . 显然 ， 这 
是 一 种 由 宏观 开始 的 “空间 手法 ”. 那么， 在 上 述 种 种 思想 的 启迪 下 ， 更 有 : 

2. 现代 数学 广泛 的 空间 手法 

关于 “空间 手法 ”, 除了 已 谈 到 的 拓扑 空间 (X,r)、 张 晤 室 间 人 () 守 形 式 外 ， 
还 有 所 谓 “ 三 元 组 ”形式 . 比如 ， 概 率 空间 (62,. 愉 ,P) ， 其 中 0 为 一 个 抽象 集合 
.加 c22 ， 且 是 个 完全 加 法 族 (对 U、 八 运算 封闭 ); 已 是 .为 上 的 概率 测度 ， 即 一 
种 集 孙 数 或 说 集合 的 泛 函 (注意 .多 的 元 素 是 一 些 集合 ). 测度 空 间 (02,. 多 ,4) ， 其 
中 02,. 必 意义 同 概率 空间 的 ，4 是 一 般 测度 映射 . 特别 地 ， 当 4(Q)=1 时 ， 
(82,. 办 ,1) = (人 2,. 罗 ,P) (概率 空间 ) 等 . 概率 空间 、 测度 空间 以 及 模糊 空间 (人 2,2”, 4) 
(这 里 介 一 般 叫 做 论 域 ，4 是 模糊 子 集 4e2? 所 对 应 的 测度 值 ( 模 糊 值 ， 一 种 泛 
函 )) 等 都 是 “测度 性 ”空间 . 有 关 的 “三 元 组 ”中 标 出 了 论 域 (广义 地 说 )、 集 
族 和 测度 方式 等 . 

此 外 , 还 有 非 测度 性 的 特定 空间 , 一 般 表 以 “二 元 组 ”, 诸如 赋 范 空 
内 积 空 间 ( XX, <, > )、 索 伯 列 夫 空 间 WW”(02) (系数 理 方程 工具 ， 由 函数 集 及 其 导 

函数 集 构成 的 一 类 赋 范 空间 ) 以 及 上 述 (7,p)、 人 7) 等 此 是 . 

再 则 ， 还 有 一 类 非 测 度 、 非 特定 的 一 般 空 间 ， 这 就 是 通 a “集合 
单个 符号 即 可 表示 . 比如 说 “函数 定义 在 空间 上 ”， 空间 站 未 由 了 任何 
限制 ， 则 仅 表 一 般 集合 . 又 如 ， 一 般 说 到 算 子 空间 和 Mn z 则 C0 等 都 仅 
限于 集合 的 泛 指 意义 . 

总 之 ， 我 们 应 该 看 到 现代 数学 中 这 种 空间 手法 ， 一 下 子 表 出 对 象 全 体 来 ， 以 
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宏观 的 鸟 梧 方式 考虑 它 . 这 样 的 处 理 方式 常常 更 有 利于 深入 . 实际 上 ， 这 一 思想 
在 控制 论 、 博 弈 论 、 决 策 论 等 许多 “价值 数学 ”中 也 已 用 起 来 了 ， 我 们 应 该 及 时 
意识 到 这 点 ， 尽 早上 升 到 思维 层次 上 去 . 

3. 另外 两 种 空间 手法 提升 手法 和 投影 手法 

(1) 提升 手法 . 比如， 线性 规划 的 单纯 形 方 法 中 引入 “松弛 变量 ”而 将 不 等 
式 变 成 等 式 , 拉 格 朗 日 条 件 极 值 中 引入 “ 拉 氏 乘 子 ”4 以 及 经 济 学 上 “影子 价格 ” 
等 皆 属 这 种 提升 手法 . 这 是 把 空间 维 数 提高 来 考虑 问题 的 手法 . 

又 如 ， 将 一 般 动 态 系统 化 为 动力 系统 ， 也 是 用 的 这 一 提升 空间 维 数 的 提升 手 
法 . 

作为 思维 方法 ， 观 察 问 题 时 也 应 该 这 样 ， 这 也 是 一 种 数学 思维 方法 . 

(2) 投影 手法 . 此 即将 本 属 高 维 空间 的 问题 作 低 维 问题 处 理 . 比如 ， 数 学 建 
模 ， 本 质 上 是 丢掉 了 很 多 次 要 因素 的 . 至 于 概率 论 ， 则 更 是 明显 地 把 主要 因素 以 
外 的 全 部 次 要 因素 化 作 一 个 “干扰 ”因素 来 讨论 了 . 这 些 都 是 投影 手法 . 

特别 地 ， 作 为 一 种 思维 方法 ， 通 常 处 理 问题 时 “ 抓 主要 矛盾 ”也 属 此 类 投影 
手法 . 


二 、 欧 氏 空 间 数 学 

满足 欧 儿 里 得 几何 公理 (5 个 ) 和 公设 (5 个 ) 的 空间 叫做 欧 氏 空间 . 3 维 物 
理 空间 就 是 它 的 特例 . 自然 , 这 一 定义 一 下 子 使 空间 的 维 数 可 为 任 一 自然 数 n 了， 
或 说 一 下 子 从 物理 空间 推广 出 去 了 ， 一 般 记 为 R*" ， 有 些 书 上 记 为 E". 

实际 上 亦 可 见 ， 哆 氏 空 间 也 就 是 第 卡 儿 坐标 表 出 的 空间 ， 本 质 上 也 可 叫做 笠 
氏 空间 ， 只 是 没有 这 种 流行 叫 法 而 已 . 同时 也 有 关系 式 E” = 及 x.…xR' (nn 重 笛 
卡 儿 积 ). . 

欧 氏 空间 是 数学 上 最 为 基本 的 背景 空间 ， 也 是 每 个 了 解数 学 的 人 最 为 熟悉 的 
空间 ， 这 里 不 必 对 它 作 更 多 描述 ， 仅 提出 如 下 几 点 认识 ， 

(1) 欧 氏 空间 是 几何 学 的 发 祥 地 ， 最 初 的 几何 学 即 产生 自 二 维 或 三 维 欧 氏 
空间 . 

(2) 欧 氏 空间 是 数学 的 原始 基地 ， 是 作 数 学 思维 的 原始 背景 . 

(3) 欧 氏 空间 是 几乎 所 有 欧 氏 空间 以 外 空间 (不 只 是 非 欧 空间 ) 的 检验 和 特 
例 ， 也 是 创造 这 些 欧 氏 空间 以 外 空间 的 思维 参照 系 . 

(4) 19 世纪 开始 ， 欧 氏 空间 逐步 成 为 多 元 函数 的 背景 空间 ， 因 而 成 为 多 元 函 
数 发 展 的 基地 ， 也 是 应 用 数学 中 多 因素 思维 的 几何 背景 . 
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(5) 2>3 时 R"* 中 图 形 能 在 纸 上 画 出 来 吗 ? 能 , 但 无 必要 .“ 能 ”是 因为 建华 
标 系 是 一 种 表示 论 问题 ， 只 要 在 平面 上 划 出 n 条 交 于 一 点 的 直线 ， 六 它们 两 
正 交 , 并 给 以 单位 长 和 定向 标号 邑 成 ;“ 无 必要 ”是 因为 画 出 的 高 维 空间 图 形 已 没 
有 了 直观 感 ， 失 去 了 作 图 的 直观 意义 . 

(6) 物理 空间 被 认为 是 R" 在 低 维 的 模型 存在 , 但 如 今 物理 空间 的 概念 也 在 推 
广 . 比如 ， 爱 因 斯 坦 从 3 维 推 到 了 4 维 后 ， 理 论 物理 中 又 发 现 了 更 高 维 物 理 空间 ， 
例如 ,. 鲁 卡 斯 与 克 莱 因 根据 “ 超 弦 ”理论 认为 时 空空 间 是 10 维 的 ,甚至 有 人 说 是 
26 维 的 等 ， 特别 地 ， 瞳 物质 和 黑洞 空间 的 发 现 还 预示 着 超 空间 的 存在 ……? 


三 、 非 欧 氏 空间 与 几何 学 


从 欧 氏 的 《几何 原本 > 问世 以 来 ， 对 其 公理 系 的 讨论 一 直 未 平息 过 ， 焦 点 性 
问题 是 第 五 公设 ， 通 常 叫做 “平行 线 公理 ”问题 ， 近 代 以 来 也 先后 发 表 过 多 篇 这 
方面 的 著作 ，, 但 最 具 突 破 性 的 是 19 世纪 初 高 斯 、 罗 巴 切 夫 斯 基 和 波 约 几 乎 同期 的 
独立 研究 . 他 们 都 改 平行 线 公 理 为 假设 “过 直线 外 一 点 可 引 无穷 多 条 平行 线 ”， 由 
此 《〈 仅 依靠 数理 逻辑 ) 推出 的 几何 属于 “ 非 欧 几何 ””. 但 他 们 的 成 果 中 只 有 罗 
氏 的 公开 发 表 了 (1826 年 )， 并 且 他 敢 顶 逆流 坚持 下 来 ， 这 就 使 得 创造 非 欧 几何 
的 功劳 属于 他 了 . 

罗氏 在 其 上 述 根本 假设 下 ， 进 一 步 援 用 诸如 三 角形 内 角 和 小 于 mn、 不 等 同 的 
三 角形 不 相似 、 圆 周 率 大 于 7 等 假设 ， 纯 逻辑 地 推出 了 一 套 自 兴 理论， 叫做 罗 巴 
切 夫 斯 基 几 何 . 由 于 它 不 合 人 们 的 欧 氏 空间 经 验 ， 尽 管 他 那 时 已 是 其 母校 喀 山 大 
学 校长 ， 一 样 受到 攻击 、 嘲 讽 . 

后 来 克 莱 因 的 “射影 几何 学 ”为 罗氏 几何 给 出 了 背景 空间 ， 叫 做 “ 罗 巴 切 夫 
斯 基 空 间 ， 并 判定 其 中 的 直线 具有 负 曲 率 ， 类 似 于 欧 氏 空间 中 的 双 曲 线 ， 所 以 也 
把 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 称 为 “ 双 曲 几何 ”. 

在 罗氏 思想 启迪 下 ，1854 年 黎 曼 (Riemann) 反 过 来 设 “过 直线 外 一 点 不 存 
在 平行 线 ， 并 在 更 多 的 附加 假设 下 〈 除 对 偶 于 罗氏 的 条 件 外 ， 还 有 诸如 黎 曼 流 
形 、 黎 曼 曲率 、 黎 曼 面 等 假设 ) ， 又 推出 了 一 套 纯 粹 逻辑 自 洽 的 理论 ， 叫 做 “ 黎 
曼 几 何 ”， 其 背景 空间 叫做 “和 歼 曼 空间 ”. 由 于 在 射影 几何 意义 下 ， 黎 摆 空 间 里 直 
线 的 曲率 为 正 ， 类 似 于 欧 氏 空间 中 的 椭圆 ， 所 以 也 把 黎 曼 几何 叫做 “椭圆 几何 ”. 

至 此 (19 世纪 中 时 ) ， 非 欧 几 何 终于 得 到 了 正式 承认 ， 同时 在 科学 上 和 人 们 
思维 上 引起 了 一 场 不 大 不 小 的 革命 . 那 就 是 : 


@ 一 般 说 ， 不 满足 欧 几 里 得 公理 的 几何 都 叫做 非 欧 几何 ， 相 应 空间 叫做 非 欧 空间 ， 但 有 时 仅 指 直接 
违背 欧 氏 第 5 公设 的 几何 (罗氏 几何 、 黎 民 几 何 ) 为 非 欧 几 何 . 
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(1) 非 欧 几 何 更 加 增强 了 “公理 化 ”和 “抽象 化 ”数学 的 声誉 与 威信 . 

(2) 使 人 们 的 思维 模式 受到 一 次 大 大 的 震 醒 ， 发 现 人 类 在 此 之 前 一 贯 把 现实 
的 生存 空间 视 为 唯一 的 背景 空间 ， 视 为 唯一 的 客观 存在 ,这 是 狭隘 的 ,“ 天 外 还 有 
天 ”. 
(3) 事实 上 , 紧 接 着 在 20 世纪 初 物理 学 上 发 生 的 革命 性 事件 完全 印证 了 非 欧 
几何 . 它 首先 表明 了 ， 对 宇宙 (大 空间 ) 来 说 ,或 在 物质 的 高 速 运动 下 ， 时 空 是 
会 改变 的 ,不 再 像 我 们 现实 生活 下 感觉 到 的 那样 是 “ 平 直 ( 欧 氏 的 ) 空间 ”, 而 是 
非 欧 氏 的 空间 ， 比 如 “ 弯 空 间 ”( 见 下 段 ) 等 . 当然 这 也 同时 说 明 ， 在 高 速 或 大 空 
间 中 , 我 们 的 形式 逻辑 (至少 其 特征 ) 还 没有 变 ， 因 此 也 是 对 第 五 章 思想 的 印证 . 

(4) 特别 地 ， 由 于 爱 因 斯 坦 广义 相对 论 适 合 于 用 黎 曼 几何 作 解 释 ， 这 更 增强 
了 非 欧 几 何 的 地 位 . 

(5) 非 欧 几何 的 发 生 ， 大 大 促进 了 几何 学 的 发 展 ， 因 而 在 此 后 的 几 十 年 内 ， 
几何 学 上 产生 了 一 系列 的 大 事件 . 主要 有 : 

QD ” 1872 年 ， 克 莱 因 提出 “ 艾 尔 兰 根 纲 领 ， 揭 示 出 几何 学 的 实质 在 于 一 个 
几何 变换 群 , 任 一 门 几何 都 是 在 相应 变换 群 中 求 不 变量 (性 ). 比如 , 欧 氏 几何 就 
是 在 运动 群 中 求 不 变量 (性 ). 

@ 在 艾 尔 兰 根 纲领 下 ， 产 生 了 射影 几何 学 ， 记 为 (8,G) ，G 表示 变换 群 ，5 
表示 射影 空间 . 比如 ， 把 平面 上 过 定点 O 的 O 
射线 束 中 任 一 直线 上 全 部 点 视 为 一 个 等 价 
类 ， 取 其 一 点 作为 代表 叫做 射影 点 ， 于 是 平 
面 射线 束 被 射影 点 集 代 替 ， 形 成 所 谓 射 影 直 
线 , 由 此 可 形成 一 维 射 影 空 间 8 , 如 此 等 .在 
射影 几何 中 无 穷 远 成 为 一 点 , 直线 成 为 “ 圆 ” 

( 见 图 10.3 中 直线 /与 圆 的 关系 )， 平面 成 为 ! 
“ 球 ” 等 . 10.3 

从 概念 上 说 ， 射 影 几何 概念 几乎 覆盖 了 所 有 几何 学 ， 因为 原则 上 只 要 从 5 取 
不 同 子 集 ， 从 G 取 相应 的 变换 群 子 集 即 可 构成 不 同 的 几何 学 . 

称 (5S,G) 是 经 典 几 何 的 总 结 和 现代 几何 的 发 端 . 

@ 产生 了 仿 射 几何 学 . 线性 变换 


y=Ax+B 


叫做 仿 射 变换 , 它 具 有 平移 、 旋 转 、 扩 缩 、 反 射 和 投影 作用 , 通常 研究 4 满 秩 ( 非 
投影 ) 情形 , 在 一 般 仿 射 变换 下 的 不 变量 有 保 直线 性 、 保 平行 性 、 保 线段 比 等 . 通 
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过 对 曲线 、 曲 面 的 仿 射 变换 群 研究 其 不 变量 (性 ) 的 几何 学 ， 叫 做 仿 射 几何 学 . 

@ 产生 了 和 希 尔 伯 特 的 公理 化 学 科 《 几 何 基础 >〈1899 年 ). 希 氏 用 了 五 组 共 
21 个 公理 所 成 的 “公理 系统 ”( 满 足协 调 性 、 独 立 性 、 完 备 性 ) ， 使 几何 学 得 以 
严格 . 

@@ 现代 微分 几何 的 诞生 . 用 微 积分 方法 研究 曲线 、 曲 面 的 数学 叫做 “微分 几 
何 学 ”. 经 典 的 微分 几何 是 建立 在 欧 氏 空间 上 的 , 属 局 部 分 析 , 它 起 自 高 斯 的 曲面 
第 一 基本 公式 . 现代 微分 几何 ， 一般 叫 做 “微分 几何 ”， 它 有 几 大 特点 : 

第 一 个 是 在 一 般 n 维 流 形 上 研究 (概念 见 “ 四 ”)， 这 点 起 自 歼 野 几 何 . 

第 二 个 是 为 在 流 形 上 进行 微 积 分 ， 采 用 了 标 架 和 外 微分 形式 的 外 微分 等 一 套 
成 熟 的 方法 ， 同 时 充分 运用 Lie 群 (连续 群 ) 工具 . 

第 三 个 是 作 大 范围 分 析 ， 因 此 现代 微分 几何 又 叫 大 范围 几何 ， 或 大 范围 分 
析 . 真正 的 大 范围 分 析 起 自 E.Cardan， 他 不 仅 创 建 了 “外 微分 ”体系 ,而且 于 20 
世纪 30 年 代 关键 性 地 提出 了 “联络 ”( 即 绝对 微分 ) 概念 〈 见 第 十 三 章 第 四 节 ) . 
仿 射 微分 几何 (用 微 积 分 方法 研究 的 仿 射 几何 学 )、 辛 几何 、 结 触 几何 等 是 微分 几 
何 学 中 的 重要 方向 ;“ 流 形 ” 理 论 、 张 量 分 析 、 微 分 拓扑 、 调 和 分 析 等 是 其 重要 
手段 . 

微分 几何 学 的 基本 任务 是 研究 流 形 上 的 曲率 、 短 程 线 〈 测 地 线 ) 、 极 小 曲面 、 
极 小 子 流 形 等 .“ 微 分 几何 ”是 典型 的 现代 数学 学 科 


四 、 弯 空间 : 流 形 认识 


1. 流 形 概念 

流 形 (manifold) 又 叫 弯 空 间 ， 从 数学 上 讲 比如 直线 、 平 面 的 一 般 拓 扑 象 〈 曲 
线 、 曲 面 ) 即 如 此 . 当 它 们 置 于 一 个 坐标 系 内 时 , 其 函数 的 分 析 性 质 往往 很 差 . 比 
如 ， 置 于 一 个 华 标 系 ( 平 直 空 间 ) 内 的 简单 的 球面 x*+y +z? =1 ， 当 在 其 上 来 看 
时 ， 就 是 个 流 形 . 这 时 ， 若 用 传统 方法 把 任 一 个 变量 作为 因 变 量 ， 都 存在 不 可 导 
点 ; 但 若 将 其 分 割 成 有 限 个 球 冠 ( 开 域 ) ,使 之 能 覆盖 全 球 ， 每 个 球 冠 又 可 以 同 胚 
地 映射 到 一 个 平面 坐标 系 上 去 , 且 只 要 各 重 肥 部 分 对 应 坐标 系 间 的 “映射 ” (变换) 
满足 适当 条 件 ， 即 可 用 此 法 代替 上 述 传统 方法 ， 从 而 回避 了 上 述 困难 . 这 就 是 流 
形 的 存在 背景 和 意义 ， 例 如 ， 数 学 对 流 形 的 一 般 处 理 方法 即 如 此 . 

20 世纪 上 半 叶 ， 流 形 空间 在 宇宙 和 微观 世界 都 找到 了 现实 背景 ， 更 加 刺激 了 
流 形 理论 的 发 展 . 比如， 球面 、 伪 球面 、 双 曲面 、 环 面 、 默 比 乌 斯 面 及 一 般 曲 面 
都 是 典型 的 二 维 流 形 ， 另 外 ， 还 可 推广 到 1 维 或 任 一 维 情形 . | 
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流 形 只 是 一 种 广泛 的 几何 对 象 , 当 赋予 它 不 同 结构 , 即 可 产生 不 同 的 理论 . 目 
前 ， 建 立 在 流 形 上 的 重要 学 科 有 微分 几何 学 、 微 分 拓扑 学 和 流 形 上 微分 动力 系统 
等 . 此 外 ,“ 三 ”中 所 谈 非 欧 空间 本 质 上 也 是 一 种 流 形 、 弯 空间 . 比如 , 黎 曼 空间 
就 是 一 种 “ 黎 曼 ” 流 形 ， 是 所 谓 具 有 有 -度量 的 流 形 ， 且 是 微分 流 形 ,有 R- 度 量 是 定 
义 在 微分 流 形 上 的 一 种 对 称 、 非 负 、 二 阶 张 量 形式 . 

特别 地 ， 欧 氏 空间 就 是 个 平凡 (特殊 情形 ) 流 形 . 

2. 流 形 有 关 概 念 

如 图 10.4 所 示 ,， 设 有 nn 维 Housdorff 弯 空 间 M (Vx,x, eM ,3N(x) 门 N(x,) 
= 名 )，M = fu :uw 为 开 邻 域 ,ie 4 (指标 集 ), M cLUju} 且 设 w 人 nw =z* 儿 ,再 设 同 
胚 f:4 祖 Rr， :u) 玉 R"，WV 被 分 别 映 入 
R" 与 R" 阴 影 区 . 再 设 如 图 路 e Re (阴影 
区 ) 有 

FO)= f°f (7)=», 

则 M 叫做 拓扑 流 形 ， 其 映射 叫做 共 碟 映射 ， 
一 般 形式 为 : 

以 一 ”> 

lf 4/ 

Re SR’ 
这 时 有 F=f;opo。f"'， 其 中 恨 ,R' 丝 有 欧 氏 坐标 ,分 别 叫做 ,wu 的 局 部 坐 
标 。，{(w,f)34 = 4(M) 叫 做 MM 的 图 册 ，(w, 有 ) 叫 做 MM 的 一 个 卡 (或 图 ) . 

若 了 篆 属 C”(w) 类 函数 ， 则 MM 叫做 + 阶 微分 流 形 ， 只 有 微分 流 形 之 间 才 能 有 
效 地 施 以 微分 映射 . 


车 vxe M 皆 有 切 空间 TC(M) (M 上 x 处 一 
切切 向 晤 之 集 ， 是 平 直 空间 ， 如 图 10.5 中 工 ， 
且 必 与 M 同 维 ) ， 则 有 M 上 的 切 从 ， 记 为 


Br =(M,T.(M),7)=( 底 空间 M, 切 空间 ( 纤 M 
维 ) 7 ， 投 影 算 子 ) 
当 工 (M) 为 一 般 n 维 线性 空间 〈 记 为 到) 图 10.5 


时 ， 相 应 的 从 (M,&.,7)= B; 叫 做 纤维 从 .如 图 10.6 中 (a) 表示 二 维 底 流 形 M 上 
的 从 ，M 上 的 竖 线 表示 过 M 上 相应 点 的 “纤维 ”( 线 性 空间 )， 那 么 (a) 中 虚线 
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所 示 曲 面 /表示 与 纤维 从 交 制 成 的 一 个 截 瘦 . /实质 上 是 M 的 一 个 “映射 象 ， 记 
此 映射 为 5， 则 有 

gM J 
注意 到 /与 每 一 纤维 的 交点 是 确定 的 , 表示 过 M 上 相应 点 处 的 一 个 具体 “向 量 ”， 
而 不 再 是 该 纤维 空间 或 子 空间 . 为 了 更 醒目 可 参见 (b) 图 ， 比 如 把 /7 与 点 的 交 
点 记 为 7, ， 则 六 只 能 是 好 上 过 x 点 的 一 个 向 量 . 如 此 即 知 ， 整 个 了 曲面 (从 的 
截 痕 ) 实际 上 是 M 上 的 一 个 场 ， 这 就 是 截 痕 的 几何 意义 ， 


J 


th Wn WA 
站 抽 Hy 


(a) 


图 10.6 


特别 地 , 对 于 微分 流 形 来 说 ,“ 余 切 空 间 ” 概 念 也 是 十 分 重要 的 . 对 于 peM， 
其 余 切 空间 记 为 T(M) ， 它 是 7,(M) 的 对 偶 空 间 (概念 见 第 四 章 )， 即 若 设 
/eC”(M)， 则 有 泛 贡 | 
df :T,(M) SR 


从 而 {df}=T,(M). 
进一步 ， 设 pe M 的 局 部 坐标 系 〈 取 其 基 ) 为 (%,x%,,…, 为 )， 则 有 7T,(m) 的 基 


QQ .2 
Ox,” px， 


同时 7CM) 的 基 即 可 取 为 
(dx,dx,,…, dx, ) 
那么 vdf eT,(M) ， 即 有 基 的 表达 式 


相 =DYadx adx (这 叫 爱 因 斯 坦 记号 ) 
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可 见 w = 号 7 了 .于 是 “外 微分 形式 ” 即 可 由 此 推广 建立 了 ， 续 见 第 十 三 章 第 一 节 
Xe 


自然 ， 相 应 的 即 有 余 切 处 ， 概 念 自明 . 
从 〈 包 括 切 从; 余 切 从 ) 和 截 痕 概念 都 是 流 形 理论 中 的 重要 概念 . 


五 、 函 数 空间 的 数学 : 谈 谈 泛 函 

泛 函 概念 已 不 生 蔓 ， 我 们 已 多 次 提 到 过 它 . 泛 函 是 不 以 欢 氏 集 合 或 欧 氏 空间 
作为 定义 域 的 、 映 射 形式 广义 的 标量 函数 . 这 是 泛 函 概念 的 描述 性 定义 (公理 化 
定义 见 第 四 章 第 一 节 、 二 ) . 

泛 函 概念 运用 广泛 ， 或 说 泛 函 的 存在 很 广泛 .比如 可 以 说 ， 整 个 现代 分 析 类 
学 科 都 是 建立 在 泛 函 基础 上 的 ， 当 然 这 是 因为 现代 分 析 本 身 就 是 以 泛 函 、 拓 站 、 
代数 作为 综合 基础 的 . 

泛 函 概念 及 其 研究 是 函数 论 、 分 析 学 发 展 的 直接 结果 ， 也 是 其 发 展 的 一 个 新 
阶段 和 新 层次 . 

在 泛 函 概念 下 也 有 其 直接 的 学 科 ， 叫 做 泛 函 分 析 ， 经 典 的 叫 线性 泛 函 分 析 . 
作为 泛 函 思想 ， 我 们 可 以 从 其 线性 意义 作 推 广 性 地 运用 . 

泛 函 分 析 的 特征 是 研究 “函数 空间 ”. 这 里 的 函数 含义 很 广 , 可 以 是 一 般 函 数 ， 
比如 C"?([a,b]) 是 [a,8]c R 上 一切 连续 函数 ; 可 以 是 序列 集 ， 比 如 第 二 节 谈 到 的 
六 ; 还 可 以 是 线性 算 子 集 (比如 线性 赋 范 空间 之 间 的 映射 集 ) 等 . 

泛 函 分 析 首 先 利 用 泛 函 概念 把 某 些 类 函数 结合 成 一 块 ， 形 成 函数 空间 ; 然后 
把 该 函数 空间 作为 一 个 集合 对 象 ， 探 索 其 规律 ， 诸 如 连续 性 、 紧 性 、 可 测 性 、 收 
敛 性 、 不 变性 (不 变 子 空间 ) 等 . 

特别 地 ， 收 敛 性 是 泛 函 研究 的 又 一 大 特征 .作为 例 示 ， 现 举 出 泛 函 分 析 中 的 
几 个 基本 “空间 ”. 

(1) 度量 空间 . 

其 概念 已 多 次 提 到 ， 这 是 欧 氏 空间 中 距离 概念 (满足 距离 三 公理 ) 在 泛 函 意 
义 下 的 推广 ， 记 其 为 (X,p) . 若 其 中 序列 fx,}cX ,在 p 意义 下 “收敛 ”于 其 收 
敛 元 EX， 则 (X,p) 叫做 完备 度量 空间 ， 记 为 (X,p). 

度量 空间 有 很 多 种 ， 每 个 度量 空间 的 函数 类 型 不 同 ， 但 每 个 度量 空间 角 可 
“完备 ”化 . 度 最 空间 一 般 都 是 可 分 的 〈 存 在 可 数 稠密 子 集 )， 但 也 有 例外 〈 反 例 
免 ) . 若 度量 空间 (4,p) 中 一 切 无 穷 序 列 皆 有 收敛 子 列 ， 且 收敛 于 必 ， 则 筷 叫 做 列 紧 
空间 . 
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在 完备 度量 空间 中 还 有 着 重要 的 压缩 上 映 象 原理 . 设 了 :天 一天， Von eX， 

有 
p(Tx, Tx,) < Op(x,7%,), 0 el[0,l) 
则 3 扩 eXX3TX=X (不 动 点 ). 

(2) 线性 赋 范 空间 与 Banach 空间 . 

已 说 过 ， 研 究 各 种 序列 及 序列 的 收敛 性 是 泛 函 分 析 的 特征 之 一 ， 泛 函 分 析 为 
扩大 函数 空间 的 收敛 性 概念 ， 赋 予 了 一 类 新 的 概念 ， 并 构成 一 类 新 的 满足 其 收敛 
性 更 强 的 函数 空间 ， 叫 做 “线性 研 范 空间 ”， 记 为 (X 省 上 . 它 要 求 元 是 个 线性 空 
间 L(X,R,e) ， 这 时 的 泛 函 映射 | 起 蕊 一 及 叫做 赋 范 ，|| 值 叫做 范 数 ， 它 是 度量 映 
射 p 的 推广 . 

[省 满 足 赋 范 三 公理 : 

@ vr,%eX，4eR ,那么 有 上 =0 寺 =0; 

©® 人 zl=| 庆 | 

® hn+wol<hsl+l,l. 

那么 ， 完 备 的 线性 赋 范 空间 (XX 川 D 叫做 Banach 空间 ， 记 为 (去 ,| 机 ， 简 称 B- 
空间 . 这 里 完备 性 概念 与 (X,p) 中 相同 . 

在 线性 赋 范 空间 中 还 可 讨论 级 数 的 收敛 性 , 并 作 线 性 算 子 的 研究 . 具体 说 是 ， 
线性 算 子 宜 于 在 Banach 空间 来 研究 ， 因 为 有 了 完备 性 空间 才 便 于 讨论 算 子 序列 
的 收敛 性 . . 

(3) 内 积 空间 与 Hilbert 空间 . 

设 X 是 LCX,R,o) ， 有 内 积 映射 () : XxX 一 R (或 C)， 并 满足 内 积 四 公理 : 

@ vn,x, nr eX,AeR 3(An,x)= A(N,xX,); 

© (x + ) = (0, )+ (x ) ; 

图 共 轩 : (%,%)=(%,); 

@ (x,%)>0 (“=” N=0)", 

则 六 叫做 内 积 空 间 ， 记 为 (%《()). 

完备 的 内 积 空间 叫做 Hilbert 空间 ， 记 为 ( 子 ,() )， 简 称 H- 空 间 ， 这 里 完备 
性 一 如 ( 革 ,p) 中 定义 . 可 以 说 引入 内 积 空 间 定义 是 为 了 过 渡 到 H- 空 间 . 

H- 空 间 最 大 的 特点 是 它 有 无 穷 基 ， 因而 这 里 Vxe X ， 皆 可 用 函数 项 级 数 的 形 
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式 来 表示 . 早 在 泛 函 分 析 形 成 (Banach 创立 成 ) 之 前 ， 希 氏 即 已 发 现 诸 如 积分 方 
程 解 ， 可 化 为 无 穷 维 代数 方程 组 问题 ， 进 而 提炼 出 了 诸如 空间 (平方 可 和 序列 
空间 ， 即 a = {x = (Xx): 2 < +00,X, eR} ) 和 空间 (平方 可 积 函 数 空间 ， 


即 忆 (X)={f1f 是 XX 上 可 测 函 数 ， 且 [1 /Pdx<+%} ， 它 对 应 于 能 量 有 限 系统 ) 
等 颇具 实际 意义 的 重要 空间 ， 缘 可 用 无 穷 基线 性 表 出 ， 而 这 些 函 数 空间 的 “平方 
可 和 (可 积 ) 性 ” 皆 可 用 “内 积 性 ”来 表征 ， 所 以 把 这 类 空间 定 为 H- 空 间 ， 并 用 
“内 积 ” 来 定义 则 是 自然 的 了 

在 理论 和 实践 中 ，B -空间 (Z| 与 HL- 空间 (和 ,<.>) 都 是 运用 十 分 广泛 的 函 
数 空 间 ， 但 定义 条 件 以 前 者 更 弱 ， 所 以 前 者 的 范畴 包含 后 者 . 

此 外 ， 正 如 已 经 述 及 ， 还 有 正在 兴起 、 即 将 形成 基础 学 科 的 “ 非 线性 分 析 ”， 
也 叫做 非 线性 泛 函 ， 它 研究 非 线性 算 子 、 向 量 函 数 、 高 阶 微 积 分 和 拓扑 度 、 临 界 
点 理论 等 ， 不 必 多 说 . 


六 、 关 于 参数 空间 的 数学 


已 知 ， 任 一 数学 模型 都 含有 参数 组 ， 又 叫 参 变量 组 ， 它 们 作为 系数 、 指 数 或 
常数 项 等 形式 而 存在 . 把 这 些 参 变量 的 变 域 构成 的 空间 叫做 “参数 空间 ”. 

那么 , 数学 关于 参数 空间 的 研究 , 较 之 自 变 量 空间 、 因 变量 空间 及 其 建 模 来 ， 
还 很 差 ， 甚 至 表现 得 还 不 够 自觉 . 但 即使 如 此 ， 对 参数 空间 已 有 的 研究 和 成 果 也 
是 不 少 的 ， 归 结 起 来 主要 的 可 有 如 下 几 个 方面 的 贡献 . 

(1) 对 参数 空间 的 对 偶 性 认识 . 如 第 四 章 所 说 ， 数 学 从 线性 的 意义 下 严格 地 
揭示 了 参数 空间 作为 自 变量 空间 的 “对 偶 空间 ”特征 ， 同 时 稍 作 推广 地 将 一 般 参 
数 空间 视 作 相应 自 变量 空间 的 对 偶 空 间 ， 这 对 于 提高 数学 思维 是 大 为 有 利 的 . 

(2) 计量 模型 、 时 序 分 析 模 型 等 对 参数 的 估计 ， 这 主要 是 统计 学 上 回归 分 析 
或 叫 极 大 似 然 估 计 方 法 类 的 贡献 . 它 能 利用 样本 值 组 对 模型 〈 一 般 是 线性 的 或 可 
化 为 线性 的 模型 ) 系数 进行 规格 化 (或 说 公式 化 ) 的 估计 ， 十 分 有 效 ， 应 用 鼎 广 . 

(3) 先 验 估计 和 检验 ， 这 是 统计 学 为 认识 其 对 象 的 结构 空间 所 作出 的 贡献 . 
它 主要 是 对 其 种 种 数值 特征 进行 估计 和 假设 检验 . 总 的 来 说 ， 整 个 数理 统计 学 可 
以 看 做 是 对 参数 空间 最 为 重视 的 一 门 学 科 . 

(4) 数学 模拟 方法 ， 这 是 “数学 建 模 ” 或 “数学 实验 ”学 科 的 主要 贡献 . 它 
用 计算 机 上 人 机 对 话 方式 去 确定 模型 系数 ， 其 特点 是 方法 更 活 ， 因 而 能 适应 各 种 
线性 的 和 非 线性 的 模型 
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(5) 突变 论 (第 四 章 第 一 节 )、 奇 点 理论 、 混沌 理论 等 ， 可谓 专门 在 模型 参数 
空间 上 进行 探索 的 数学 分 支 . 

(6) 社会 度量 学 ( 见 《社会 度量 学 》) 除了 它 广泛 的 任务 外 ,作为 “数学 建 模 ” 
的 姊妹 学 科 ， 它 也 十 分 强调 对 模型 参数 空间 的 广泛 研究 和 度量 . 

(7) 特别 地 ， 在 第 四 章 第 四 节 意 义 下 知道 ， 原 来 参数 空间 属 系 统 的 虚 象 ， 占 
了 “半边 天 ”. 无 怪 乎 即使 过 去 对 它 还 处 于 无 意识 状态 ,仍然 也 有 不 少 研究 成 果 . 

最 后 不 能 不 提 到 ， 数 学 上 越 来 越 多 的 有 名 的 “常数 ， 也 具有 系统 〈 虚 象 空间 
元 素 ) 的 泛 函 意义 . 诸如 引力 常数 g、 普 朗 克 常数 A、 费 根 堡 蒙 常数 和 以 及 e、、 
c 《=0.577216…， 欧 拉 常 数 ) 和 9 (=0.618… ， 黄 金 分 割 ) 等 ， 以 及 诸如 影子 
价格 、 权 系数 和 拉 格 朗 日 系数 4 等 ， 都 是 数学 中 具有 深刻 思想 的 参数 ， 不 能 不 引 
起 我 们 的 意识 ， 


七 、 待 发 现 微观 世界 的 无 穷 小 空间 


至 今 已 看 到 ， 作 为 〈 数 与 形 结合 的 ) 数学 ， 其 “ 形 ” 就 是 空间 (包括 空间 整 
体 和 空间 的 局 部 、 具 体 对 象 ) . 由 于 在 “完全 空间 ”( 第 四 章 第 三 节 ) 意义 下 整个 
客观 世界 一 切 对 象 〈 系 统 ) 都 有 其 空间 背景 ， 所 以 数学 对 “空间 ”的 研究 和 认识 
已 十 分 深入 : 从 平 直 〈 欧 氏 ) 空间 到 弯曲 ( 非 欧 ) 空间 ; 从 几何 (点 为 元 素 的 ) 
空间 到 〈 非 点 元 的 ) 函数 空间 ; 从 仅 具 实 象 意义 的 实 空间 到 (二 象 意义 下 的 ) 二 
元 空间 、 四 元 空间 等 . 

值得 欣慰 的 是 自然 科学 也 越 来 越 证 实 着 这 些 空间 概念 和 结论 ， 诸 如 微观 物理 
证 实 了 高 维 空间 ;宇宙 学 证 实 了 弯 空 间 ; 相对 论证 实 了 二 元 空间 ; 上 暗物质、 黑洞 
等 证 实 了 超 空间 . 

那么 要 问 ， 数 学 对 空间 的 认识 已 经 到 顶 了 吗 ? 和 皆 知 ， 远 为 没有 ， 关 键 是 在 区 
间 [0,1] 的 连续 统 结构 上 尚 步履 维 艰 . 原来 这 就 是 个 0 与 非 0 的 空间 结构 问题 , 或 
说 是 离散 点 集 过 渡 到 连续 统 的 空间 形式 问题 ， 抑 或 说 是 知道 了 一 个 数 再 问 最 靠近 
它 的 数 是 什么 的 问题 无独有偶， 如 今 在 微观 物理 学 上 人 类 亦 正 在 为 所 谓 “ 基 本 
粒子 ”努力 呢 ! 这 说 明 数 学 与 物理 学 是 “并 行 ”的 ， 如 果 任何 一 方 取得 突破 ， 都 
将 是 对 另 一 方 的 直接 支援 . 不 过 ， 目 前 看 来 双方 的 前 沿 都 归结 为 数学 了 ， 续 见 下 章 . 

本 段 旨 在 提出 : 有 待 发 现 和 承认 微观 世界 的 无 穷 小 空间 . 
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第 十 一 章 ”数学 按 其 空间 形 
式 的 发 展 深 入 : 无 穷 小 论 


(1) 上 一 章 最 后 的 “闲话 ” 谈 到 ， 数 学 《和 物理 学 ) 的 空间 认识 前 沿 是 “ 连 
续 统 ”结构 问题 ， 本 质 上 是 “无 穷 小 空间 ”的 认识 问题 . 其实， 数学 关于 “无 穷 
小 ”的 研究 已 不 少 . 尽管 它 无 助 于 无 穷 小 空间 的 最 终 理解 ， 但 毕竟 也 算是 对 “无 
穷 小 空间 ”来 自 一 个 方面 的 认识 ， 也 是 既 有 数学 诸多 内 容 ， 比 如 邻 域 数 学 、 空 间 
数学 等 的 需要 ， 特 别 对 于 我 们 理解 微观 世界 、 树 立 微 观 思 维 习惯 颇具 启示 性 . 因 
此 ， 这 里 专门 开辟 一 章 来 介绍 和 认识 “无 穷 小 ”问题 . 

(2) 无 穷 小 世界 含 于 “ 邻 域 ”的 底层 ， 却 不 显 含 于 邻 域 数学 中 . 因为 “ 邻 域 ” 
昌 小 ， 可 它 仍然 是 欧 氏 空间 的 研究 对 象 ， 是 直观 和 直觉 可 及 的 . 然而 无 穷 小 是 又 
一 个 “小 ”的 层次 ， 是 超 乎 直观 的 、 具 有 独特 本 质 的 一 个 新 对 象 . 第 六 章 谈 到 对 
“连续 统 ” 的 悬而未决 的 公理 集合 论 ， 是 从 正面 对 “无 穷 小 空间 ” 作 全 面 揭示 ， 是 
数学 当今 的 前 沿 问题 ， 本 章 则 从 一 个 直观 的 也 是 数学 传统 的 途径 对 “无 穷 小 ” 作 
一 认识 . 

(3) 世界 往 上 往 下 都 有 着 无 穷 层次 的 结构 ， 而 世上 任何 事物 任何 学 科 都 有 着 
自己 的 基本 层次 . 比如 ， 从 经 典 来 讲 ， 生 物 学 的 基本 层次 是 细胞 ， 化 学 的 基本 层 
次 是 原子 ， 物 理学 的 基本 层次 是 分 子 ， 但 随 着 科学 的 发 展 ， 生 物 学 的 基本 层次 已 
深入 到 分 子 , 化 学 的 基本 层次 已 深入 到 量子 , 物理 学 的 基本 层次 已 进入 所 谓 的 “ 基 
本 粒子 ， 甚 至 有 “生物 学 说 到 底 是 化 学 , 化 学 说 到 底 是 物理 学 ” 之 说 . 那么 要 问 ， 
物理 学 说 到 底 是 什么 ? 我 们 说 那 就 是 数学 . 而 数学 的 “基本 层次 ”是 什么 ? 显然 ， 
那 就 是 作为 空间 基本 层次 的 )“ 无 穷 小 ”. 

(4) 任 一 套 科技 理论 或 学 科 体 系 愈 有 效 ， 其 微观 基础 《基本 层次 ) 将 来 得 
深 细 . 最 终 来 说 ， 无 穷 小 ”至 少 应 该 是 一 切 自然 科学 共同 的 基本 层次 . 可 惜 数 
至 今 还 没有 真正 开始 从 正面 去 认识 无 穷 小 ， 更 谈 不 上 已 经 认识 到 了 无 穷 小 . 

由 此 看 来 ， 关 于 无 穷 小 的 概念 和 知识 也 应 该 是 所 有 科技 工作 者 共同 的 基本 层 
次 ， 即 使 从 这 一 角度 看 ， 也 应 该 重视 本 章 的 研究 ， 在 本 章 中 为 强调 某 些 思想 ， 有 
些 话 不 惜 多 次 重复 ， 希 望 不 致 感到 嘿 唆 . 


愈 
学 
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第 一 节 ”数学 对 无 穷 小 的 认识 回顾 


关于 这 点 ， 在 第 三 章 第 四 节 略 有 谈 及 . 这 里 为 了 本 章 内 容 的 系统 性 仍 将 独立 
述 出 . 


一 、 无 穷 小 对 认识 论 、 方 法 论 的 初次 挑战 


1. 毕 达 哥 拉 斯 “有 理 数 悖 论 ” 

这 已 是 大 家 熟悉 的 了 . 归结 起 来 , 毕 氏 犯 “ 有 理 数 错误 ”的 原因 仅 在 于 对 “ 任 
意 小 ”这 一 超过 了 当时 人 们 直觉 能 力 的 问题 认识 不 足 ， 也 说 它 是 无 穷 小 概念 在 认 
识 论 层次 上 向 人 类 提出 的 第 一 次 挑战 ， 从 而 引起 了 第 一 次 数学 危机 . 可 见 ， 数 学 
的 发 展 ， 一 迈步 就 遇 上 了 “无 穷 小 ”的 关卡 ， 哪 怕 这 时 还 谈 不 上 真正 的 无 穷 小 实质 . 

2. 芝 诺 悖 论 

芝 诺 (公元 前 490 一 436 年 ) ， 古 希腊 哲学 家 ， 巴 门 尼 德 的 学 生 ， 埃 利 亚 学 派 
的 代表 人 物 ， 最 有 名 的 贡献 是 提出 了 “ 芝 诺 悖 论 ”. 简单 说 即 “ 飞 矢 不 能 达 目 的 ， 
静 矢 不 能 被 射出 "， 也 被 解释 为 “ 亚 奇 尔 (Achilles、 西 方 走神 、 相 当 于 中 国 的 夺 
父 ) 追 不 上 乌龟 ”. 如 图 11.1 所 示 , 设 时 亚 氏 在 坐标 4 处 ， 龟 在 4 处 ， 
4 和 =a>0; 同时 起 跑 后 , 当 亚 氏 至 和 4 时 , 龟 已 到 了 4 (>4); 当 亚 氏 至 少时 
龟 又 到 了 4. 如 此 下 去 经 过 nn 个 步 又 后 ， 亚 至 4,， 鱼 至 丸 ,, ， 总 有 


4 >4 


n+l 


n 可 任意 大 ， 因 此 亚 氏 永远 追 不 上 龟 . 奇妙 的 是 几 干 年 来 谁 都 认为 该 论 其 雇 ， 且 
容易 破 释 ， 但 谁 的 解释 都 得 不 到 公认 ， 以 至 本 章 从 头 至 尾 不 时 提 到 它 . 


图 11.1 
3. 分 桂 定 理 
已 谈 及 ， 我 国 战 国 时 期 (前 446 一 256 年 ) 惠 施 氏 曾 提出 ,“ 一 尺 之 桂 ， 日 取 
其 半 ， 万 世 不 竟 傅 ". 这 是 容易 证 明 的 ， 即 使 以 百年 为 一 世 ， 万世 后 也 还 剩 [2 
( 尺 ). 
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n= (365+3] .10 
4 
事实 上 ，n 为 任意 大 时 都 不 可 “ 竭 "”， 所 以 叫 它 是 个 “定理 ”， 这 是 我 国 古 代 对 无 
穷 小 认识 的 一 个 伟大 成 果 ， 

4. 数学 对 无 穷 小 问题 的 处 理 方式 

在 当初 数学 的 核心 地 域 希腊 ， 由 于 连连 出 现 关 于 无 穷 小 的 悖 论 (有 理 数 悖 论 
和 世 诺 悖 论 )， 又 一 时 对 其 认识 无 法 深入 ， 从 而 在 方法 论 上 只 得 小 心 从 事 . 从 此 ， 
在 数学 和 葵 学 上 都 采取 了 一 种 “回避 ”无 穷 小 的 手法 . 具体 说 即 采 用 了 或 说 创造 
了 “穷竭 法 ”. 

穷竭 法 在 当时 数学 和 哲学 中 的 表现 主要 是 公理 化 方法 、 枚 举 性 方法 和 构造 性 
方法 ， 这 些 方法 不 仅 体现 在 当时 的 《几何 原本 》 与 算术 中 ， 而 且 还 延续 至 今 ， 甚 
至 今天 还 是 整个 数学 中 的 一 种 朴素 的 方法 . 不 同 的 只 是 这 一 方法 在 当初 是 占 统治 
地 位 ,而今 只 是 还 没有 消亡 ,适时 而 用 罢了 . 正如 说 石器 时 代 以 石头 为 主要 工具 ， 
延续 至 今 仍然 不 失 为 一 种 工具 一 样 . 


二 、 无 穷 小 再 次 挑战 与 认识 的 进步 


1. 微 积分 的 诞生 

皆 知 ，17 世纪 70 年 代 发 明了 微 积 分 方法 ， 从 此 数学 表现 出 了 两 大 特征 : 一 
方面 ， 微 积分 方法 出 于 它 在 函数 分 析 和 力学 、 物 理 、 工 程 上 的 实际 应 用 特征 ， 显 
示 出 了 强大 生命 力 ， 因 而 迅速 发 展 ; 另 一 方面 ， 由 于 它 的 定义 涉及 “无 穷 小 ”， 未 
能 澄清 其 概念 ,引起 了 社会 各 界 的 广泛 争论 ,包括 哲学 家 、 宗 教 界 也 参加 进来 了 .人 
们 发 现 ， 争 论 的 实质 仍然 是 2000 年 前 的 芝 庶 悖 论 问题 . 

微 积分 基本 概念 的 争论 一 直 伴随 着 它 的 方法 论 的 发 展 ， 经 历 了 整整 200 年 ， 
直到 19 世纪 70 年 代 才 因 创 立 了 极限 论 而 宣告 结束 . 

2. 对 微 积分 的 认识 

在 “极限 论 ” 产生 之 后 ， 举 世 公认 微 积 分 方法 的 根本 基础 被 严格 地 建立 起 来 
了 ， 就 连 当 时 的 反对 派 ( 比 如 红 衣 主教 贝克 莱 派 等 ) 也 只 好 沉默 了 . 由 此 ， 更 加 
连同 先后 几 十 年 内 发 生 的 群 论 、 非 欧 几何 和 集合 论 等 , 一 起 引发 了 19 世纪 末 纯 数 
学 的 爆炸 性 发 展 . 其 中 产生 的 一 大 类 以 微 积分 学 为 中 心 的 “分 析 学 ”, 不 能 不 说 是 
极限 论 的 功劳 . 

那么 是 否 可 说 人 类 对 无 穷 小 认识 已 因 极 限 论 而 到 顶 了 呢 ? 从 以 后 一 百 多 年 的 
科学 发 展 事实 ， 和 人 类 认识 能 力 得 到 深化 后 的 今天 看 来 ， 对 无 穷 小 的 认识 远 未 到 
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顶 . 尽管 极限 论 作为 微 积分 学 的 基础 来 说 是 成 功 的 ， 但 作为 对 无 穷 小 的 认识 ， 仍 
只 能 说 还 存在 质 的 差异 〈 续 见 下 节 ) . 


三 、 公 理 集合 论 : 人 类 向 无 穷 小 的 一 次 主动 挑战 


容易 理解 到， 由 实 轴 认 识 引出 的 公理 集合 论 〈 见 第 六 章 第 一 节 ) 之 所 以 难以 
进展 ， 本 质 上 还 是 对 “无 穷 小 世界 ”的 认识 未 突破 . 也 就 是 说 ， 连 续 统 结构 问题 
以 及 选择 公理 之 难以 判定 ， 锋 与 无 穷 小 邻 域 结构 的 本 质 直接 相关 . 因此 说 ， 由 康 
托 尔 创立 的 公理 集合 论 是 人 类 第 一 次 主动 向 无 穷 小 提出 的 挑战 . 由 此 可 以 猜想 ， 
公理 集合 论 的 突破 将 有 利于 对 无 穷 小 的 认识 ， 反 之 对 无 穷 小 认识 的 突破 必 有 利于 
公理 集合 论 的 进展 . 

物理 学 本 质 上 还 是 数学 , 只 是 它 多 了 一 种 实证 手段 (实验 验证 ) 罢了 . 的 确 ， 
正好 在 数学 终于 回避 不 了 “无 穷 小 ”而 不 得 不 正视 它 、 认识 它 的 同时 , 物理 学 (大 
物理 ) 也 在 逐步 受到 (本质 上 说 仍然 是 ) 无 穷 小 世界 的 挑战 . 比如， 面临 的 量子 
世界 认识 、 基 本 粒子 认识 以 及 统一 场 问 题 、 黑 润 理 论 、 暗 物质 空间 、 字 宙 流 形 等 ， 
皆 属 于 无 穷 小 或 其 对 偶 面 (无穷大) 的 认识 问题 . 

可 以 说 正 出 于 大 家 都 认识 到 共同 面临 了 “无 穷 小 ”难题 ， 因 而 今天 大 家 已 自 
觉 地 携 起 手 来 ， 协 力 攻关 ， 开 创 了 数学 与 物理 学 很 好 的 “联姻 ”道路 ， 续 见 第 三 
节 和 第 十 三 章 第 二 节 . 


四 、 非 标准 分 析 : 人 类 对 无 穷 小 的 再 次 主动 挑战 


这 就 是 20 世纪 60 年 代 初 由 鲁 滨 逊 创立 的 非 标准 分 析 . 鲁 氏 属 逻辑 主义 学 
派 ， 具 体 属 “模型 论 ” 学 科 分 支 . 非 标准 分 析 即 产生 于 模型 论 ， 如 今 已 成 为 一 门 
独立 分 支 . 

非 标准 分 析 能 完全 代替 “极限 论 ” 的 功用 (事实 上 还 不 止 于 此 ) ， 亦 即 它 同样 
能 作为 分 析 学 的 基础 ， 但 它 引 入 的 “无 穷 小 ”概念 则 完全 是 独立 的 . 具体 的 见 第 
三 节 . 这 里 只 要 强调 ， 非 标准 分 析 中 明确 提出 了 一 个 “单子 (monad)” 概 念 ， 并 
直接 对 其 进行 了 正面 认识 . 将 看 到 实际 上 这 就 是 个 “无 穷 小 邻 域 ”的 模型 ， 所 以 
我 们 说 非 标 准 分 析 是 直接 针对 无 穷 小 世界 的 一 次 主动 挑战 . 

遗憾 的 是 自 非 标准 分 析 问 世 以 来 一 直 未 受到 很 好 地 承认 ， 反 对 者 主要 来 自 纯 
数学 界 ， 主 要 观点 是 说 它 没有 新 内 容 ， 只 是 极限 论 内 容 的 平移 . 

对 此 我 们 有 不 同 看 法 ， 见 第 五 节 . 当然 也 得 承认 ， 该 学 科 正 在 批评 声 中 迅速 
发 展 着 ， 比 如 至 今 Springer-Verlag (Noth-Holland) 出 版 社 已 出 版 了 近 20 本 非 标 
准 分 析 理 论 及 其 应 用 的 专集 . 
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第 一 节 ”极限 论述 评 


一 、 述 评 申 明 

既然 谈 到 “述评 ”就 必然 谈 到 它 的 优点 和 不 足 ， 但 必须 申明 ， 这 里 仅仅 是 相 
对 于 认识 “无 穷 小 ”这 一 最 高 任务 来 说 的 ， 即 极限 论 的 初始 任务 并 非 直接 地 、 完 
全 地 认识 无 穷 小 ， 而 仅 在 于 解决 微 积 分 概念 的 基本 原理 问题 ， 所 以 这 里 说 的 不 足 
并 非 极 限 论 的 责任 ， 更 不 是 指责 极限 论 . 

换 句 话说 ， 尽 管 微 积分 概念 的 基本 原理 属于 无 穷 小 问题 ， 但 并 非 “无 穷 小 ” 
世界 的 全 部 . 如 果 已 经 认 清 了 无 穷 小 ， 自 然 对 建立 微 积分 游 思 有余， 反之， 若 仅 
从 微 积分 概念 的 需要 出 发 ， 则 并 不 需要 完全 地 认 清 “无 穷 小 ， 只 需 极 限 论 即 可 . 

亦 即 无 穷 小 认识 对 于 建立 微 积 分 的 需要 来 说 是 充分 的 ， 但 并 非 必要 . 当然 ， 
这 点 只 是 个 认识 性 结论 ， 仅 是 建立 在 实际 观察 基础 上 的 ， 并 没有 严格 的 逻辑 证 
明 . 事实 上 ， 从 当初 极限 论 的 诞生 能 折服 整个 科学 界 这 点 ， 加 上 逾 一 个 世纪 的 科 
学 实践 检验 ， 我 们 有 理由 相信 ， 它 对 于 微 积分 学 的 基础 来 说 已 是 足够 的 . 因此 单 
纯 从 微 积分 角度 说 ， 极 限 论 应 该 是 值得 肯定 的 . 

但 我 们 这 里 是 以 完全 地 认识 “无 穷 小 世界 ”为 目标 . 那么 ， 在 此 标准 下 即 可 
发 现 ， 极 限 论 是 不 能 代 蔡 无 穷 小 认识 的 ， 因 而 相对 来 说 ， 它 是 有 缺陷 的 . 这 就 是 
本 节 对 极限 论 作 “述评 ”的 背景 和 条 件 ， 立 此 申明 ， 以 免 有 损 极限 论 的 威严 . 


二 、 极 限 论 的 优越 性 

1. 极限 论 给 出 了 又 一 种 用 有 限 去 表述 无 穷 的 方法 

已 知 (第 八 章 ), 周期 是 自然 界 广泛 存在 的 一 种 典型 的 用 来 表现 无 穷 的 有 限 形 
式 ， 因 此 其 理论 也 十 分 重要 且 广 泛 . 那么 ， 极 限 论 包 括 无 穷 级 数 形式 研究 可 算是 
另 一 种 用 有 限 来 表征 无 穷 的 形式 ， 甚 至 还 是 用 以 获得 无 穷 结论 的 手段 . 这 是 十 分 
了 不 起 的 . 试看 im f(x) = /oo) 的 定义 (或 见 第 五 章 第 六 节 、 三 、 例 1): 

ve>0, 36>03|x-x|<5 时 ， 

[f(x) -f(x%)|<e (11.1) 


则 f(x) 叫做 当 x 一 和 时 的 极限 值 为 f(x。0). 
须 看 到 zx 一 为 是 个 无 穷 过 程 〈 随 着 “Ye ”的 越 来 越 小 地 选取 , x 是 按 “ 芝 诺 
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步骤 ”而 趋向 % 的 ). 但 “无 穷 过 程 ”是 无 法 践 行 的 ， 即 定义 中 并 未 要 我 们 去 践 
行 ， 而 是 如 此 容易 地 过 渡 到 “无 穷 时 刻 ”( 鸭 点) 了. 这 是 十 分 巧妙 的 . 

2. 极限 论 带 来 了 微 积 分 方法 的 “算术 化 ” 

由 于 极限 的 (公理 化 ) 定义 来 得 简练 而 确切 ， 致 使 由 它 建立 起 来 的 微分 、 积 
分 定义 也 来 得 简练 明快 , 没有 繁复 之 感 ， 以 致 整个 微 积分 方法 之 容易 掌握 和 运用 ， 
被 科技 界 公认 为 “算术 化 ”了 的 方法 . 它 完 全 可 以 被 列 为 算术 第 九 则 、 十 则 运算 . 
归根 结 底 这 是 极限 概念 之 简练 性 获得 的 效果 . 

3. 极限 论 在 微 积分 学 上 的 实用 效果 是 成 功 的 

因为 百 余年 来 甚至 说 300 余年 来 对 微 积分 学 激烈 的 研究 ， 已 经 是 对 极限 定义 
的 一 个 严格 检验 过 程 . 或 可 以 说 ， 几 百年 来 ， 微 积分 学 已 被 研究 得 相当 成 熟 . 尽 
管 今天 在 初等 微 积分 范围 内 还 有 论文 ,但 已 看 不 到 突破 性 、 基 础 性 成 果 了 . 一 个 
学 科 能 达到 这 种 状态 已 算是 成 熟 的 了 . 但 是 ， 却 一 直 示 发 现在 微 积分 意义 下 极限 
概念 有 什么 不 足 . 

不 过 必须 指出 ， 只 能 说 是 从 微 积分 学 来 讲 ， 极 限 论 是 成 功 的 、 完 备 的 ， 不 过 
将 看 到 ， 若 超出 微 积分 概念 ， 直 接 针对 无 穷 小 的 认识 ,极限 概念 则 显得 远 远 不 足 了 . 


三 、 极 限 论 的 实质 

1. 极限 论 是 一 种 方法 、 一 种 技术 

相对 于 无 穷 小 的 认识 来 说 ,极限 论 只 是 一 种 方法 、 一 种 技术 ， 它 巧妙 地 通过 
有 限 情形 的 变动 “趋势 ”分 析 ， 而 直接 获得 无 穷 过 程 的 终极 值 . 

2. 极限 论 对 于 无 穷 小 邻 域 是 “ 跳 ” 过 去 的 

比如 “二 、1” 中 ， 极 限 过 程 对 于 加 的 、 也 是 对 于 f(x%) 的 无 穷 小 邻 域 ， 所 采 
取 的 方法 实质 上 是 “ 跳 过 去 的 方式 ， 只 是 这 里 的 “ 跳 ” 来 得 十 分 隐 讳 罢了 . 因为 
从 表达 式 看 ， 对 于 ve > 0 都 得 到 了 |/(9- Anaojj<s ， 似 乎 这 里 (在 AGOo) 点 附近 ) 
就 不 再 有 什么 邻 域 被 “ 跳 ” 过 了 ， 似 乎 x (从 而 f(x)) 就 真 的 被 “二 、1” 的 方法 
一 步 不 跳 地 达到 了 (或 (x) )， 其 实 不 然 ， 首 先 我 们 能 思 闪 性 地 看 到 ， 要 在 有 
限 步 走 完 一 个 “ 芝 诺 过 程 ”是 不 可 能 的 . 因此 从 逻辑 上 说 必 有 一 “ 跳 ”"， 就 好 像 
六 (及 Jo)) 是 一 个 具有 模糊 边界 的 湖 心 亭 ， 它 离 湖 边 宽 为 任意 小 E>0 ， 因 此 极 
限 之 最 终 必须 跳 过 这 任意 小 “ 湖 宽 ”"， 而 不 是 按 正 常 步骤 到 达 % (或 /(%) ). 那么 
一 方面 认为 这 是 正常 过 程 ， 另 一 方面 认为 是 跳 过 一 个 “ 湖 宽 "， 问 题 出 在 哪里 ? 
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四 、{ve>0} 只 是 个 稠密 集 


这 是 个 观念 性 问题 ， 以 往 容易 理解 成 Ye >0 可 以 取 遍 /nm) 附近 的 连续 统 邻 
域 . 其 实 即 使 从 理念 (逻辑 思维 ) 上 看 这 也 是 不 可 能 的 . 因 据 第 六 章 认 识 ， 比 如 
任意 给 定 一 个 a>0 后 ， 即 不 可 能 找到 与 a 值 最 靠近 的 、 连 续 统 意义 下 的 实数 值 ， 
即使 用 极限 方式 也 得 不 到 ， 何况 这 时 还 不 能 用 极限 方法 ， 否 则 会 犯 “ 循 环 论证 ” 
错误 . 所 以 ，{vVs > 上 0 最 多 是 个 稠密 集 ， 这 时 有 几 点 值得 注意 . 

(1) 稠密 集 与 连续 统 有 着 质 的 差异 . 

虽然 康 托 尔 的 连续 统 猜测 还 没有 最 后 得 证 ， 但 连续 统 概念 是 得 到 公认 的 ， 因 
此 这 里 可 用 “测度 论 ”来 证 明 . 因为 稠密 集 是 可 数 集 ， 而 可 数 集 的 测度 为 0， 所 
以 其 “ 余 集 ” 是 具有 完全 “ 勒 贝 格 测度 "(用 区 间 套 序列 完成 的 测度 ) 的 连续 统 . 因 
此 两 者 有 着 质 的 差异 ， 

(2) {ve >0} 对 应 的 f(x) 的 以 & 为 半径 的 邻 域 族 具 有 非 0 测度 的 交 . 

即 若 以 {ve > 0} 中 每 个 s 为 半径 作 f(xo) 的 开 邻 域 (同时 及 的 以 相应 5 为 半 
径 的 邻 域 ， 只 需 讨论 一 个 即 可 )， 则 有 {vs > 人} 对 应 的 开 邻 域 族 ， 记 为 {N(z)} ， 相 


应 空心 邻 域 族 记 为 {N(a)} ， 显然， 它们 的 无 穷 交 (不 能 取 极 限 ) 不 只 是 /Co) 一 
点 ， 更 非 空 集 ， 而 是 一 个 具有 非 0 半径 的 闭 集 ， 亦 即 非 0 测 集 . 

(3) 极限 论 对 于 无 穷 小 邻 域 仍然 是 “回避 ”的 . 

根据 (1)、(2) 易 知 “ 三 、2” 结论 是 正确 的 ， 即 极限 论 是 跳 过 无 穷 小 邻 域 的 ， 
因而 仍然 具有 十 希腊 时 对 待 无 穷 小 的 实质 一 “回避 性 ， 只 是 极限 论 来 得 隐 讳 要 了 

为 了 揭示 其 “ 隐 讳 ”实质 ， 必 须 从 概念 上 (或 说 观念 上 ) 彻底 分 清 “ 稠 密集” 
与 “连续 统 ”的 区 别 ;“ 遍 历 性 ”与 “连续 统 ” 的 区 别 ;“ 任 意 小 ”与 “无 穷 小 ” 
的 区 别 . 尽管 后 者 在 极限 论 中 已 被 明确 地 注意 到 ， 但 仔细 看 来 ， 它 仍然 是 建立 在 
极限 论 基础 上 的 〈 即 极限 为 0 的 变量 叫 无 穷 小 ) ， 因 而 仍然 是 “ 跳 ” 过 去 的 , 而 且 
这 一 跳 非 同 小 可 ， 它 是 由 可 数 集 或 稠密 集 跳 到 了 连续 统 . 因此 这 时 要 求 必 须 用 新 
的 更 深刻 的 观点 去 领会 无 穷 小 概念 


五 、 无 穷 小 的 一 个 新 定义 


MN Na so#%, 则 定义 此 o 为 无 穷 小 . 


显然 ， 该 定义 是 与 极限 论 中 无 穷 小 定义 等 价 的 ， 但 也 是 不 同 的 . 特别 不 能 误 
认为 o 是 个 几何 点 ， 那 只 是 经 典 的 实数 观点 . 
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无 穷 小 不 能 是 一 个 点 ， 而 是 类 空心 邻 域 ， 或 说 是 一 个 变量 . 为 叙述 方便 ， 无 
穷 小 可 类 似 地 说 成 无 穷 小 邻 域 、 无 穷 小 〈 变 ) 量 、 无 穷 小 空间 、 无 穷 小 世界 等 

现在 有 个 问题 是 , 无 穷 小 空间 有 无 维 数 性 ? 直觉 认为 应 该 有 , 但 情况 更 复杂 ， 
从 下 段 即 可 看 出 这 点 . 


六 、 在 无 穷 小 概念 下 极限 论 显 出 的 缺陷 

我 们 说 过 ， 极 限 论 的 成 功 只 是 针对 建立 微 积分 学 基础 的 ， 而 相对 于 无 穷 小 的 
认识 来 ， 它 只 是 一 种 方法 、 一 种 处 理 技巧 . 以 下 现象 说 明 ， 的 确 当 遇 到 纯粹 的 无 
穷 小 结构 (或 说 连续 统 特 征 ) 问题 时 ， 极 限 论 即 显 出 了 它 的 不 足 ， 现 举例 说 明 : 

1. 关于 Peano 曲线 的 遍历 性 

1890 年 Peano 构造 了 Peano 曲线 ( 记 为 P- 曲线 )， 能 将 一 维 线段 拓扑 地 与 一 
个 二 维 区 域 一 一 对 应 .然而 它 被 视 为 “病态 数学 ”中 又 一 例 ， 引 起 很 大 反响 ， 先 
后 被 改作 多 种 陈述 方式 . 这 里 用 Hilbert 的 陈述 方式 . 如 图 11.2 所 示 ,( BB) 中 有 
线段 

7=f0I 和 DD:[0,1]1x[0,1] 

今 用 P 氏 拓扑 (连续 ) 映射 P:1 一 D ,具体 是 作 一 序列 映射 {P} ， 其 中 如 如 图 中 
(号 ) 所 示 . 


(P) (P») 
图 11.2 


首先 将 1,D 分 别 四 等 分 , 然后 取 各 个 D (i=0,…,3 ) 的 中 点 ， 并 连 成 一 马蹄 
形 线 ， 此 时 应 注意 两 点 : 马蹄 线 即 1 的 连续 映 象 R(1) ; 加 将 1 认为 与 子 区 域 DD 
对 应 . 于 是 进入 下 一 步 吕 ， 如 图 中 (已 ) 所 示 . 作法 是 对 各 个 1,,D, 分 别 按 第 1 
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步 的 作法 ， 取 有 关 记 号 为 万 ,Di,7=0123,， 并 得 出 各 自 的 马蹄 折线 ， 只 是 在 定 折 
线 时 注意 到 要 便于 最 后 将 各 马蹄 线 连 成 一 条 无 斜 边 的 Jordan 折线 .以 下 如 法 炮制 . 

已 有 结论 是 : 

(1) 对 于 折线 集 {B} ,其 中 有 各 种 交点 集 ， 此 交点 集 之 并 构成 了 D 上 的 稠密 集 . 

(2) 由 于 D> Dj Dy 二 …, 与 之 完全 对 应 的 有 1 二 1 1 二 >…， 所 以 各 自 
的 极限 点 也 对 应 . 但 前 者 是 二 维 点 ， 后 者 是 一 维 点 ， 由 于 i,j,k… 代 表 了 无 穷 个 步 
又 ， 而 每 步 指标 分 别 独 立 取 0~3， 所 以 可 使 D 上 一 切 点 与 1 上 点 一 一 对 应 . 

但 我 们 应 注意 以 下 几 点 : 

(1) 在 己 - 映 射 中 , 7 被 分 割 成 (2"》 份 ， 而 DD 的 任 一 边 被 分 成 2 份 ， 可 见 I 
的 分 割 速 度 较 之 DD 的 分 割 来 , 成 指数 式 增加 , 但 在 可 数 意义 下 只 有 一 个 无 穷 概念 . 
因而 上 述 现象 只 是 在 “可 数 ” 层 次 内 的 、“ 无 穷 ” 没 有 级 别 差 异 的 前 提 下 得 到 的 . 

(2) 显然 -映射 是 个 分 形 结构 ,其 生成 规律 是 , 每 一 步 中 相应 线段 都 被 映 成 
1.5~2 倍 ， 可 变 尺度 ， 按 分 形 维 数 意义 ， 可 定义 -折线 为 1+r 维 的 分 形 了 . 但 不 
管 怎样 ， 经 极限 成 为 尺 =Peano 曲线 后 ， 维 数 不 可 能 变 成 2. 亦 即 这 时 虽说 已 “ 充 
满 ” 了 D， 但 并 不 意味 着 忆 卷 曲 在 D 内 ， 它 可 以 成 为 一 个 “连续 统 ”. 

(3) 当 忆 中 n 任 意 大 后 ，7., 与 Dj 和 皆 任意 小 (遵照 (1)， 不 管 其 缩小 的 
级 别 差 ), 但 维 数 差 别 总 存在 . 那么 这 时 取 极 限 〈 跳 过 无 穷 小 ) 是 否 合理 ? 这 也 是 
“五 ”中 提出 的 “无 穷 小 邻 域 ” 的 维 数 问题 . 

总 之 ， 所 有 这 些 问题 都 是 值得 深刻 回答 的 . 

2. 又 一 例 

如 图 11.3 所 示 ， 就 任 一 人 48C ,对 其 底 边 48B 作 如 下 的 分 形 映 射 7, 首先 视 
五 为 

:4AB 一 4CB 折线 
再 作 折 线 映射 

T:A4B—> AC ABB 
只 需 首先 取 48 中 点 4 ， 然 后 过 44 作 三 角 
形 另 两 边 的 平行 线 即 成 .于 是 转 入 ,如 
法 炮制 ， 有 


D:AB—> ACAIBIAC,A,B,B 


中 设 记 =Pi,g=InP/InP snp,P/inp=1l+Inp,/InP ltr 这 是 个 变 尺度 的 分 形 ， 
re(Inl.s/InP,In2/1n P.). 
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如 此 下 去 了 -映射 有 几 个 特点 : 

(1) 也 -折线 总 是 奇 顶点 在 48 上 . 

(2) 所 有 也 -折线 长 度 总 是 常量 杷 |=|4Cl+|C 引 = 常数 ， 

(3) 随 n 的 增加 ,折线 的 顶点 与 48 的 距离 在 缩短 ,但 其 边 与 48 的 夹 角 不 变 . 
(4) 特别 地 ， 当 mn 一 w% 时 ， 显然 莽 忆 区 重合 于 48, 但 其 长 
T|=|4C|+|CB|#|48|? 


到 = 各 
顺便 指出 ， 这 里 “(1)，(2)” 中 的 模型 都 是 在 第 九 章 第 三 节 提 到 的 “系统 形 
态 挝 代 模 型 ， 它 们 没有 具体 的 数学 表达 式 . 
3. 点 点 连续 点 点 不 可 导 函 数 例 
数学 分 析 之 父 魏 尔 斯 特 拉 斯 于 1875 年 首次 构造 成 功 “病态 数学 ” 例 ， 记 做 


/00= Ya, cos(b"nx), xeR (11.2) 
n=0 


其 中 4a, e (0,1) ，45 是 奇数 ， 满足 ab>1+37. 

如 图 11.4 所 示 ， 这 是 个 由 无 穷 多 个 不 同 振 幅 、 不 同 周期 的 余弦 函数 盖 加 而 成 
的 点 点 收敛 函数 ， 但 只 能 用 无 穷 形 式 表示 ， 写 不 出 有 限 形式 ， 且 画 不 出 具体 函数 
图 来 ， 只 能 示意 于 图 11.4 (a) ， 因 此 也 没有 直观 感 ， 令 世人 吃惊 . 


314 


该 魏 氏 例 先后 被 表 成 多 种 形式 ， 最 有 名 的 可 能 要 数 范 : 德 . 瓦尔 登 的 简化 ， 
形 如 
JoD= DU) (11.3) 


Vol Xx) 


其 中 ，Ui(X)= 一 千 一 ， 为 折线 ; 


k n+l | 这 > 1 
Uo(4 5 二 ri 于 |+ 丝线 性 ，n eZ (整数 )， 且 和 斜率 为 土 1， 周期 为 区 


U, (x) € | 二 » 如 1 1.4(b) 所 示 。 


这 时 容易 直观 到 ， 对 vx e R ， 皆 可 在 式 〈11.3) 中 找到 一 个 和 n， 使 得 折线 
(如 正好 以 z 为 其 一 个 顶点 ,而 其 他 折线 如 果 不 以 zx 为 项 点,， 即 在 x 处 为 斜率 等 
于 土 1 的 线性 函数 . 于 是 容易 观察 到 ， 这 时 (11.3) 式 在 点 x 左右 导数 不 相等 (不 
可 导 )， 具 体 过 程 免 记 . 

但 须 指出 ,我 们 的 讨论 “ vx e R ”其 实质 仅仅 是 在 稠密 集 {vx} 上 . 亦 即 对 式 
(11.2) 或 (11.3) 讨论 的 连续 性 和 可 微 性 都 只 是 在 稠密 集 上 进行 的 . 也 正如 其 原 
命题 所 述 “ 点 点 连续 、 点 点 不 可 导 `， 这 里 “点 点 ”的 确 只 是 稠密 集 而 并 非 连续 统 ， 
但 讨论 中 多 次 采用 极限 论 , 经 其 一 “ 跳 ”， 跳 过 了 “无 穷 小 空间 ” 即 (不 知 不 觉 地 ) 
成 为 “连续 统 ” 上 的 结论 了 

4. 在 极限 意义 下 ， 无穷小 世界 被 处 理 成 有 序 结 构 了 

我 们 本 来 说 极限 论 是 跳 过 了 无 穷 小 邻 域 , 怎么 又 说 它 被 处 理 成 “有 序 结构 了 ” 
呢 ? 这 是 因为 在 极限 概念 中 ， 所 述 过 程 都 是 有 序 的 、 有 规律 的 ， 之 所 以 能 根据 有 
限 部 分 的 趋势 “ 跳 ” 到 终极 点 ， 正 出 于 “承认 跳 过 的 邻 域 仍 然 是 具有 此 “ 序 结构 ” 
的 ， 且 仍然 说 它 有 具有 相应 问题 在 有 限 情形 的 规律 (变化 趋势 )”， 然而 后 面 将 看 到 
无 穷 小 空间 的 整体 特征 并 不 具备 序 结 省 构 ， 这 里 仅 点 到 为 止 〈 续 见 后 ) 

总 之 ， 经 一 个 世纪 的 “病态 数学 ”研究 和 近 二 十 年 来 分 形 几何 研究 ， 产 生 的 
奇异 的 甚至 不 可 思议 的 实例 还 很 多 ,， 仅 有 名 的 也 还 有 诸如 Julia ( 复 ) 曲线 、Koch 
曲线 、 康 托 尔 曲 线 、 和 田 曲 线 、 施 瓦 芯 折 面 等 ， 其 实 我 们 自己 还 可 举 出 一 些 这 类 
奇异 例 来 . 

所 有 这 些 例 有 个 共同 特点 ， 即 不 可 对 它们 作出 严格 的 原理 解释 . 过 去 我 们 常 
以 此 向 学 生 炫 兆 , 说 “这 就 是 数学 的 奥妙 ”， 后 来 一 想 这 不 对 . 作为 数学 上 已 经 搞 
出 来 的 东西 ， 暂 时 不 能 理解 者 有 ， 且 属 正常 ， 但 不 可 老 停 留 在 “不 理解 ”上 ， 更 
不 应 该 以 此 作为 数学 的 “奥妙 ”! 因为 这 并 不 是 数学 的 光荣 . 作为 数学 家 ,特别 是 
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数学 家 队伍 ， 不 应 该 让 不 可 思议 的 结论 安然 存在 . 

那么 ， 上 述 种 种 奇妙 事实 原因 何在 ?我 们 不 能 不 对 它们 所 用 的 一 个 共同 工具 
一 一 极限 方法 表示 怀疑 ， 亦 即 极 限 方法 在 韵 定 微 积 分 及 其 广大 应 用 领域 上 是 成 功 
的 ， 但 它 毕竟 不 是 直接 为 着 认识 无 穷 小 的 完整 概念 的 ， 当 其 用 于 认识 无 穷 小 时 ， 
难免 要 出 现 一 些 破 绽 . 

直言 之 ， 上 述 不 可 思议 现象 可 能 出 在 运用 了 并 没有 完全 表征 无 穷 小 本 质 的 极 
限 方法 . 亦 即 在 正面 认识 无 穷 小 时 ， 极 限 方法 不 再 是 犀利 工具 ， 或 者 不 能 用 ， 至 
少 需 要 改造 . 


第 三 节 ” 非 标 准 分 析 述 评 


一 、 背 景 及 其 思想 的 引入 


在 第 二 节 已 经 看 到 ， 沿 用 极限 概念 和 极限 方法 去 认识 “无 穷 小 ”是 不 行 的 ， 
必须 另 更 蹊 径 . 实际 上 ， 对 此 可 以 说 数理 逻辑 学 早已 开辟 了 多 种 途径 . 比如 ,“ 公 
理 集合 论 "， 因 其 背景 是 认识 实数 结构 ,回答 连续 统 猜测 ， 所 以 亦 如 所 说 ， 其 实质 
也 是 直接 为 着 认识 “无 穷 小 世界 ”的 . 又 如 ,，“ 模 型 论 ” 这 一 数理 逻辑 又 一 分 支 ， 
虽然 其 直接 任务 是 解决 数理 逻辑 的 “内 部 问题 ”, 诸如 可 判定 性 研究 、 模 型 的 同 构 
性 研究 、 非 欧 几何 真实 性 研究 等 ,但 对 实数 结构 的 认识 总 是 它们 不 忘 的 应 用 领地 . 
实际 上 ,“ 非 标准 分 析 ” 正 出 自 “ 模 型 论 ”分 支 . 

此 外 , 第 二 节 也 已 谈 到 ， 我 们 应 该 意识 到 ， 通常 所 说 “vxe R” 等 具有 “点 ” 
式 概念 的 语句 类 ， 实 质 上 都 是 把 R 作为 一 个 “稠密 集 ” 来 对 待 的 ， 而 不 是 过 去 所 
认为 的 “作为 连续 统 ” 来 对 待 . 那么 这 一 来 可 说 ， 实 际 上 微 积分 学 基本 上 是 建立 
在 “把 R 作为 稠密 集 (但 注意 到 稠密 集 不 只 是 R, )” 上 的 . 原因 很 简单 ， 因 为 其 
基础 一 极限 概念 就 是 这 样 的 ， 真 正 涉 及 无 穷 小 (好 似 作为 稠密 集 的 “小 滚珠 
(元 素 ) 间 的 润滑 液 层 ) 的 地 方 被 “ 跳 ”过 去 了 (也 是 被 回避 了 ) ， 事 实 也 是 如 此 ， 
也 已 谈 及 不 必 灼 述 . 

那么 从 上 述 分 析出 发 ,我们 完全 可 以 将 R 看 做 由 稠密 集 加 上 稠密 集 间 的 不 具 
有 点 式 特征 的 “润滑 液 ” 式 的 无 穷 小 世界 构成 . 但 是 分 析 学 的 经 验 表明 ,过 去 的 
分 析 学 研究 中 很 难 直 接 凸 出 无 穷 小 ， 更 未 直接 认识 无 穷 小 ， 所 以 为 要 能 直接 进入 
“无 穷 小 世界 ”, 不 能 老 待 在 原 有 分 析 学 观念 下 , 不 能 老 待 在 所 谓 “R ”上 来 (“点 ， 
式 地 ) 讨论 ， 需 要 另 立 模型 以 将 无 穷 小 的 位 置 鲜明 地 止 出 来 .这 就 是 我 们 理解 的 
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非 标 准 分 析 所 产生 的 实际 背景 和 思想 基础 . 

鉴于 非 标准 分 析 知 识 尚 不 普及 ， 现 本 着 本 章 内 容 的 起 码 需 要 和 对 它 的 述评 需 
要 ， 给 出 它 的 内 容 提要 于 下 (可 参见 徐 利 治 等 的 《现代 无 穷 小 分 析 导 引 》). 

二 、 非 标准 分 析 概 要 

1. R 的 非 标 准 模 型 及 其 基本 事实 

(1) 序列 类 : 设 xeR， 记 (%)={%, CRIlimx = 过 ， 则 (x) 称 为 x 的 序列 类 . 

(2) 模型 的 建立 : 取 映 射 *: 有 一 *R ，* 且 满足 下 列 条 件 之 一 : 

@ *R={(x)|xe R,R=RU{o) ; 


© vreR,*(x)=(x)e*R, (11.4) 
也 称 * 了 R 为 R 的 扩张 . 其 特点 是 在 归 中 鲜明 地 凸 出 了 “无 穷 小 - ， 也 包含 了 无 穷 
大 《co) . 


同时 看 到 ， 这 里 实际 上 是 把 R 作为 稠密 集 {Vx} 看待， 把 *R 作为 稠密 集 加 其 
无 穷 小 邻 域 集 (成 为 连续 统 ) 看 待 . 至 少 这 样 理解 便于 直观 . 
(3) * 录 上 有 线性 序 关 系 : 即 Vx,yeR， 有 


(x+y)=(x)+(y) ER, (xy)=(x)(y) e*R 


同时 有 序 科 或 > 关系 并 满足 自 反 性 、 对 称 性 、 传 递 性 . 
(4) 无 穷 小 (大 ): 设 YVxe* ， 记 非 标准 绝对 值 为 


/> 
Cs Oo 


则 当 @ vee R, ， 恒 有 |x|<s ， 则 x 称 为 无 穷 小 ; 


@ ve eR,, 恒 有 |x|>e ， 则 x 称 为 无 穷 大 ; 

@ 3eeR,，3|x|<s， 则 x 称 为 有 限 数 . 

注 : D 这 里 “无 穷 小 ”概念 等 价 于 第 二 节 、 五 中 无 穷 小 定义 ， 同 时 这 里 无 穷 
小 概念 与 极限 意义 下 的 无 穷 小 概念 有 着 质 的 不 同 ， 极 限 下 的 定义 含有 “ 序 ， 性 ， 
而 这 里 不 显 含 序 性 . 

@ *R 中 无 穷 大 (小 ) 有 无 穷 多 个 , 因 设 由 = (oo) ， 则 VEeeR，w+2 仍 为 oj; 
无 穷 小 自明 . 
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(5) 4 中 的 “ 数 ” 分 为 两 类 : 要 么 有 限 数 (包括 无 穷 小 )， 要 么 无 穷 大 . 因 
(%m) 中 有 无 穷 多 个 无 穷 大 ， 它 与 六 上 有 限 数 集 皆 无 交 . 

注 ; +*R 上 更 多 的 性 质 如 运算 性 质 等 ， 免 记 . 

2. 单子 论 ( 仅 对 妈 中 有 限 数 单子 来 说 ) 

(1) 定义 : 设 ,ye 粮 ， 若 

x 一 y= 无 穷 小 

则 说 x,y 无 限 接近 ， 记 为 x=y. 

记 mon(x)={ye*R|x= 妨 ， 则 mon(x) 称 为 一 个 单子 (monad) . 

(2) 单子 mon(x) (又 叫 x 的 晕 圈 ) 是 无 边界 的 〈 开 邻 域 ) , 

例 1 证 明 mon(0) 有 上 界 ， 但 无 上 确 界 . 


证 明 反 证 法 . 设 有 上 确 界 为 a>0， 则 有 两 种 情形 : 
Q@ 车 ae mon(0) ， 则 有 naemon(0) ， 但 比如 a <2a emon(0) ， 这 与 a 是 上 确 


界 矛盾 ; 
@ 若 a mon(0) , 即 a 非 无 穷 小 , 据 其 定义 ， 5 也 非 无 穷 小 ， 故人 也 是 mon(0) 


一 个 上 界 ， 但 <a 与 a 是 上 确 界 ， 矛盾 . 

证 毕 

由 此 也 说 明 mon(0) 与 其 他 有 限 数 的 单子 无 交 . 

(3) *R 中 任 两 个 单子 mon(x), mon(y) 要 么 相 重 ， 要 么 无 交 ， 

这 是 因为 慷 ={(x)}={mon(%)} ， 而 R=*R/(z) 〈 商 )， 或 说 

R =*R /mon(x) 

(4) R=RUt{ 吕 } 是 粮 按 ZFC 公理 系 ( 第 六 章 ) 中 选择 公理 (9 个 公理 之 第 9) 
形成 的 集合 . 亦 即 让 是 粮 = {mon(x)+mon(oo)} 中 每 个 单子 取 一 个 元 素 构 成 的 . 

(5) 对 于 mon(x) e *R ， 若 Vye mon(x) ， 必 

y=X+8@ (9 为 无 穷 小 ， 注 意 无 穷 小 不 是 一 个 具体 数 ) 

(6) 单子 中 不 合 阿 基 米 德 公理 . 

该 公理 说 : vapeR， 必 3zresN 3nja|> 上 | .将 其 中 RR 换 作 mon(x)， 则 不 成 
立 . 亦 即 无 穷 小 之 间 不 能 作 比 较 ,或 者 根本 地 说 ， 在 无 穷 小 邻 域内 不 存在 “点 ” 
式 的 数 概念 ， 因 而 不 应 该 仍然 理解 成 欧 氏 几何 空间 . 

(7) 单子 mon(x) 内 无 序 关 系 . 可 以 说 这 只 是 对 (6) 的 强调 . 
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3. 超 结构 及 其 性 质 

记 态 (R)=R ， 

V(R) = RUp(R) (R 的 寡 集 )， 
V(R)=V(R)UoTK(R)) ， 


人 


VR)=V, (BR) U9, (R) ，…、 
则 CR) = [jz (CR) 中 做 的 超 结构 . 


它 包 含 R 及 其 子 集 族 、 实 函数 族 乃至 R" 上 子 集 族 、 实 函数 族 ，F(R) 的 元 素 
称 为 及 的 一 个 实体 . 则 易 知 ， 比 如 为 实体 ，V(R) 为 实体 ， 实 体 的 元 素 寡 集 皆 
实体 ， 单 子 也 为 实体 ， 一 个 元 实 函 数 等 篆 为 一 个 实体 . 

4. 内 集 论 

这 是 E.Nelson 于 1977 年 创立 的 ， 属 非 标准 分 析 的 一 个 分 支 ， 它 是 在 9 个 ZFC 
公理 上 再 加 上 自己 的 三 个 公理 〈 转 换 公理 、 理 想 公 理 、 标 准 化 公理 ) 构成 的 具有 
12 个 公理 的 “公理 系统 ”， 从 而 形成 内 集 论 . 

“内 集 论 ”的 主要 概念 有 : 

(1) 内 实体 : 若 实 体 有 err*R)， 且 34eF(R)3Bes*4 ， 则 称 妃 关于 嵌入 映射 
*:V(R) 一 V(*R) 为 内 实体 ; 

(2) 内 集 : 具有 内 实体 的 集合 . 比如 单子 即 一 种 内 集 ; 

(3) 内 函数 : 内 集 上 的 函数 或 函数 族 皆 内 函数 . 

内 集 论 的 主要 结论 有 : 

(1) 8- 分 块 结构 : 在 [ob]=1 上 有 j= 和 atjeljesN,j< 


它 能 使 连续 统 离散 化 . 

(2) *- 有 限 集 : 具有 有 限 个 元 素 的 内 集 称 为 *- 有 限 集 . 比如 ，4 为 1 上 一 种 
子 集 族 ， 若 存在 能 一 一 地 将 N 的 前 有 限 个 元 素 {2,…, 由 映 满 4,， 则 4 是 *- 有 
限 集 . 

在 -分 块 结构 意 义 下 ，R 是 个 *- 有 限 集 . 据说 ，Nelson 以 此 破 释 了 “ 芝 诺 
悖 论 ”( 载 《科学 》1995.2 期 ) . 


5. 非 标准 分 析 应 用 简 例 
由 于 有 些 概 念 未 作 介绍 ， 这 里 只 能 作 “ 形 式 ” 地 应 用 ， 见 识 见识 而 已 


和 为 无 和 | 
全 
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to 


例 2 (极限 ) 求 lm 
解 ” 因为 


2_ 2 
a+x) —a 
HD -4 -2a+x 
x 


f(x)= 


当 x=0, x#0 时， 取 非 标准 映射 * 的 逆 映 射 ， 记 为 “*'”， 有 
#1(f(2) = (2a+7) =20 


所 以 
lim (e+*) -0 0 
x—0 x 
例 3 (连续 ) 讨论 
fx) = xsin— 7 Xz0 
0 Xx=0 
在 0 点 的 连续 性 . 
解 ” 注 意 到 在 R 上 有 |/(x)|< 1， 
必 有 
f(x)=0= f(0) 


据 连 续 定义 〔 免 叙 ) ， 太 在 x= 0 连续. 
例 4 (导数 ) 定义 : 在 mon(a) 肉 ， 如 果 oo)= 了 二 Za) ， 那 么 记 


Ci [各 -Ae | 


xX 一 Nh 
则 称 了 在 和 可 导 . 
下 面试 求 函数 f(x) = 2x +3x 的 导数 . 
解 ” 命 Axemon(x) ， 则 有 
f(x+tAr) -fx) _ 2(x+Ax) +3x+Ax) 2x —3x 
Ax 


Ax 
=4x+3+2Ax = 4x+3 


从 而 有 
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JoD = 和 (4xz+3+2Am=4xz+3 
例 5 (积分) 定义 : 


人 repa=o 袜 7CDas 】 (在 这 里 对 [a 加 作 了 + 有 限 划分 ) 


试 证 明 : 在 R 上 F'=/， 则 [far=F(6) -F(a). 
证 明 对 [a,b] 作 *- 有 限 划 分 ， 记 为 A。 ， 再 由 所 谓 “ 超 中 值 定理 ” 


{fa /6% = DAs, -PAF 


再 由 所 谓 “ 转 换 原理 *， 即 有 
| 7CDdz= FOOD- Fa) 


至 此 可 上 略 见 ， 用 非 标准 分 析 常 常 比 极限 论 来 得 简便 一 些 ， 但 因 系 “平移 ”而 
不 被 承认 . 后 于 1975 年 A.Leeb 建立 了 非 标 准 测度 空间 (Leeb 空间 ) ， 使 非 标准 
分 析 第 一 次 突破 了 “平移 ” 伪 局 . 直到 今天 虽 仍 有 怀疑 派 ， 但 已 越 来 越 少 . 比如 
哥 德 尔 就 是 它 的 积极 支持 者 ， 数 理 罗 辑 学 家 中 支持 者 也 众 . 那么 ， 下 面 将 指出 非 
标准 分 析 更 有 极限 论 不 及 之 处 . 


三 、 非 标准 分 析 开 启 了 真正 的 无 穷 小 认识 


1. 再 议 

第 十 章 中 谈 到 ， 在 笛 卡 儿 连 续 数学 中 已 经 发 展 了 丰富 的 邻 域 数 学 和 空间 数 
学 ， 特 别 在 “ 邻 域 数学 ”中 还 频繁 地 用 到 极限 概念 或 直接 用 到 无 穷 小 概念 . 但 不 
能 不 承认 , 尽管 如 此 , 也 尽管 无 穷 小 邻 域 正 是 “ 邻 域 ” 的 底层 和 特例 ，“ 邻 域 数学 
中 并 未 真正 地 、 正 面 地 认识 过 无 穷 小 ， 更 谈 不 上 认识 到 了 无 穷 小 . 具体 说 ,我 们 
在 本 章 第 二 节 也 分 析 指 出 ， 极 限 论 并 不 属于 正式 认识 无 穷 小 的 理论 . 

我 们 认为 ， 可 以 说 真正 属于 认识 无 穷 小 的 数学 有 两 门 : 

(1) 公理 集合 论 . 虽说 它 是 为 解决 连续 统 猜 测 ， 但 这 个 问题 的 本 质 也 在 于 无 
穷 小 . 也 就 是 说 ， 它 的 解决 直接 有 利于 无 穷 小 认识 的 解决 ， 反 之 亦 然 . 

(2) 非 标准 分 析 . 正如 关于 非 标准 分 析 专 著 《 现 代 无 穷 小 分 析 导 引 >》( 见 本 节 
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一 ) 书 名 所 显示 出 的 ， 非 标准 分 析 的 最 大 特征 之 一 即 在 于 正面 认识 无 穷 小 ， 而 且 
代表 了 人 类 对 “现代 对 无 穷 小 ”的 认识 水 平 . 

顺便 指出 ， 这 样 两 门 说 得 上 真正 认识 无 穷 小 的 学 科 分 支 ， 皆 出 自 或 说 组 基于 
对 实 轴 的 结构 认识 ， 

可 以 说 ,“ 现 代 几 何 学 ”直接 进入 了 无 穷 大 世界 认识 ,“ 公 理 集合 论 ” 直 接 进 
入 了 (不 可 数 ) 无 穷 多 世界 认识 ， 那 么 “ 非 标准 分 析 ” 则 直接 进入 了 无 穷 小 世界 
认识 . 

猜测 ， 上 述 “ 三 个 方向 ”的 难度 是 同 级 的 、 同 质 的 ， 也 是 关联 的 ， 因 而 必 能 
几乎 同步 发 展 和 几乎 同期 成 功 . 

2. 实 质 

“ 非 标 准 分 析 ” 最 大 的 突破 在 于 给 出 了 “单子 ”概念 . 这 就 是 无 穷 小 邻 域 ， 它 
直接 对 单子 的 结构 进行 认识 ， 也 就 是 对 无 穷 小 的 正面 认识 . 这 是 按 弃 了 极限 论 中 
“ 跳 ” 的 、 回 避 的 实质 ， 是 认识 无 穷 小 的 一 个 本 质 的 进步 . 

“单子 ” 的 提出 不 只 是 对 无 穷 小 的 一 般 承 认 , 而 且 是 把 无 穷 小 作为 一 个 新 的 空 
间 结 构 层 次 而 被 摆 到 了 凸 出 的 地 位 ， 摆 到 明 处 来 了 ， 然 而 这 以 前 的 数学 中 对 无 穷 
小 的 提 法 容易 给 人 一 种 “无 穷 小 只 是 一 种 小 邻 域 ”的 错觉 . 

的 确 ， 在 非 标 准 分 析 中 即 产生 了 如 下 性 质 . 


四 、 无 穷 小 的 初步 性 质 


再 次 强调 ， 无 穷 小 不 是 一 个 数 ， 即 使 说 数 也 是 个 变数 . 因而 所 谓 无 穷 小 、 无 
穷 小 量 、 无 穷 小 邻 域 、 无 穷 小 空间 、 无 穷 小 世界 、 无 穷 小 对 象 甚至 单子 等 叫 法 稼 
属 等 价 说 法 . 因此 ， 非 标准 分 析 中 所 获得 的 单子 的 性 质 ， 即 是 无 穷 小 的 性 质 . 鉴 
于 无 穷 小 认识 之 艰巨 性 和 真正 对 它 作 认识 的 历史 短暂 性 ， 这 里 把 已 获得 的 性 质 说 
成 是 “初步 性 质 ”"， 现 简 列 于 下 : 

(1) 无 穷 小 不 满足 阿 基 米 德 公理 (概念 见 本 节 二 、2、(6)). 

(2) 无 穷 小 邻 域内 无 “ 序 ” 关 系 . 

(3) 无 穷 小 邻 域 由 无 穷 多 元 构成 . 

(4) *R 中 单子 〈 无 穷 小 邻 域 ) 之 间 无 非 空 交集 . 

(5) 无 穷 小 邻 域 是 开 集 ， 有 上 界 但 无 上 确 界 . 


五 、 非 标准 分 析 之 不 足 
毕竟 非 标准 分 析 的 目标 仅 在 于 以 扩张 R 为 手段 ， 去 重建 一 套 更 优 的 分 析 学 ， 
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而 无 心 恋战 “无 穷 小 认识 换 句 话说, 无 穷 小 认识 还 不 是 它 的 直接 任务 ， 所 以 它 
对 无 穷 小 的 认识 仅 在 于 “ 数 已 所 用 . 因此 当 我 们 直接 站 在 “无 穷 小 认识 ”立场 来 
看 时 ， 即 可 发 现 它 仍 有 明显 的 不 足 ， 而 且 是 带 实质 性 的 . 简单 来 说 可 有 : 

(1) 非 标准 分 析 未 能 真正 承认 无 穷 小 是 数学 按 空间 层次 递 进 中 的 一 个 新 层次 
或 新 台阶 ， 它 对 历史 的 突破 (贡献 ) 仅 在 于 能 正面 地 、 直 接地 去 认识 无 穷 小 . 正 
因 如 此 ， 它 对 无 穷 小 作 正 面 、 直 接 认识 时 ， 意 识 性 并 不 强 . 

(2) 它 对 无 穷 小 世界 的 认识 只 是 纯 数 理 逻 辑 的 ， 或 说 仅 把 无 穷 小 世界 看 成 一 
个 《类 似 ) 纯 欧 氏 几何 对 象 ， 因 而 仍然 具有 欧 氏 “几何 点 ”的 、( 因 而 是 ) 静态 的 
特征 . 而 这 里 的 直觉 和 下 节 的 启示 使 我 们 认为 这 未 必 恰 当 . 

下 节 将 看 到 , 非 标准 分 析 及 其 内 集 论 获得 的 成 果 在 物理 学 上 也 能 得 到 印证 .但 
为 什么 同一 个 真理 ， 在 物理 学 中 易 理 解 而 在 非 标准 分 析 中 往往 却 很 滁 口 ， 令 人 不 
解 ? 仅仅 因为 它 是 数学 , 特别 是 “枯燥 ”的 数理 逻辑 吗 ? 我 们 认为 还 不 止 于 此 . 比 
如 , 就 无 穷 小 认识 来 说 , 也 许 还 跟 非 标准 分 析 仅 把 无 穷 小 世界 视 作 一 个 纯 几何 的 、 
静态 的 空间 结构 对 象 有 关 . 

换 句 话说 ， 如 果 把 一 个 动 的 对 象 看 成 静 的 了 ， 而 又 能 推出 正确 的 结果 来 ， 难 
免得 走 很 多 弯路 ， 从 而 使 得 本 来 就 抽象 的 数学 变 得 更 抽象 、 更 复杂 ,折腾 更 大 了 . 


第 四 证 来自 微观 世界 的 启示 


要 说 数学 与 整个 科学 有 着 一 个 几乎 并 行 而 又 不 完全 出 自 有 意识 操作 的 历史 轨 
迹 ， 这 一 说 法 已 不 新 鲜 ， 但 当 我 们 带 着 “无 穷 小 ”观点 扫 视 科技 领域 时 ， 更 能 惊 
异地 看 到 这 一 上 典型 事实 . 特别 能 看 到 ， 在 物理 、 力 学 上 ， 对 微观 世界 的 认识 成 果 
与 数学 关于 无 穷 小 的 认识 成 果 ， 是 多 人 么 惊人 的 匹配 ! 可 异 它 们 没有 很 好 地 交流 、 
互补 共 进 . 尽管 可 说 数学 与 物理 已 有 了 较 好 的 “联姻 ”, 但 相对 于 科学 深入 和 关隘 
险阻 的 需求 来 说 ， 则 显得 还 不 够 . 特别 地 ， 已 有 的 联姻 事实 主要 的 仅 表现 为 物理 
学 借鉴 数学 成 果 ， 反 之 则 太 少 . 

那么 本 节 则 希望 通过 认识 数学 在 无 穷 小 上 的 认识 成 果 与 物理 、 力 学 在 微观 世 
界 上 的 独立 成 果 之 间 的 对 应 与 对 偶 关系 ， 看 到 目前 大 家 都 面临 一 个 别 具 本 质 的 、 
艰巨 的 微观 世界 认识 . 在 这 样 的 时 候 抱 守 任何 一 种 先进 手段 都 不 如 综合 大 家 的 犀 
利 武器 更 有 利于 发 展 . 因此 呼吁 各 方 在 无 穷 小 认识 上 密切 合作 、 互 相 参 照 、 互 补 
共 进 ， 特 别 是 数学 更 应 参照 物理 学 的 成 果 ， 接 受 其 “思想 启迪 ”. 
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一 、 关 于 微观 世界 


1. 基本 概念 

微观 世界 是 近 现代 物理 学 的 前 沿 领域 ， 一 般 指 分 子 、 原 子 层 次 以 下 的 物质 形 
式 ， 其 理论 可 分 为 量子 理论 、 基 本 粒子 论 和 场 理 论 (相对 论 ) 三 大 领域 .“ 量 子 理 
论 ” 又 叫 量 子 力学 ， 主 要 研究 把 微观 粒子 〈 量 子 ) 作为 一 个 “单位 元 ”的 运动 规 
律 ;“ 基 本 粒子 论 ” 主 要 研究 把 微观 粒子 作为 一 个 系统 (有 内 在 空间 的 ) 来 研究 ， 
诸如 其 存在 形式 、 结 构 特征 、 演 变 规律 等 ; 至 于 “ 场 理论 ”， 已 不 只 是 电磁 场 的 ， 
更 是 对 爱 因 斯 坦 时 空 和 引力 场 以 及 己 后 的 更 高 层次 的 统一 场 、 规 范 场 理论 了 . 这 
似乎 不 是 微观 世界 而 是 宏观 世界 的 了 . 其 实 ， 宏 微 共 示 ,两 者 不 可 孤立 起 来 研究 . 
事实 上 ， 量 子 理论 和 基本 粒子 理论 对 象 都 是 以 场 的 形式 存在 的 ， 都 是 在 场 的 环境 
下 研究 的 (局 部 时 空 ,量子 化 )， 所 以 场 理 论 是 它们 的 研究 基础 ， 甚 至 现在 还 产生 
了 量子 场 论 、 量 子 引 力 场 论 等 (猜测 : 在 “射影 几何 ”观点 下 ， 无 穷 大 世界 与 无 
穷 小 世界 是 “合同 ”的 ) . 

2. 发 展 状态 与 基本 特征 

对 于 微观 世界 的 认识 是 个 艰苦 的 摸索 过 程 , 特别 是 量子 力学 的 产生 更 是 如 此 . 
其 最 大 的 障碍 在 于 突破 几 百 年 来 已 形成 的 深 固 的 意识 习惯 ， 认 为 一 切 运动 都 是 符 
合 牛顿 定律 的 . 比如 ， 当 初 人 们 一 直 认 为 “物理 学 已 经 成 熟 ， 后 来 者 就 只 需 作 点 
充实 性 工作 了 ”. 就 连 当 时 的 物理 学 名 家 也 这 人 么 认为 ,甚至 比如 普 朗 克 这 位 首先 提 
出 “能 量子 ”概念 ， 成 为 量子 力学 第 一 道破 关 人 的 他 ， 其 后 也 因 牛 顿 力 学 意识 太 
深 面 多 次 犯错 误 ， 终 未 能 在 自己 开创 之 路 上 继续 走 下 去 . 由 此 可 见 ， 要 能 突破 旧 
有 的 意识 和 观念 有 多 么 困难 . 

的 确 ， 比 如 在 微观 物理 学 上 至 今 还 存在 着 学 派 之 争 ， 而 且 一 度 很 激烈 ， 即 说 
明了 这 点 . 它们 主要 表现 在 两 个 方面 : 

(1) 物质 可 分 性 之 争 . 应 该 说 这 是 在 发 现 了 电子 以 后 才 产 生 的 (19 世纪 晚 
期 ). 由 于 物理 学 越 往 纵深 发 展 、 物 质 剖 分 越 往 细 处 进发 , 不 仪 实验 更 加 困难 ,其 
性 态 也 将 产生 越 来 越 大 的 本 质变 化 , 这 就 不 是 所 有 人 都 能 理解 的 了 , 于 是 争论 ( 认 
识 分 歧 ) 在 所 难免 . 首先 表现 为 “ 波 粒 ”二 象 之 争 ， 其 次 是 电子 是 否 可 分 ， 物 质 
的 分 割 是 否 有 尽头 等 .这 时 实质 上 已 进入 哲学 之 争 、 又 一 层次 的 二 象 之 争 了 . 

在 争论 之 中 ， 可 分 论 〈 即 无 限 可 分 论 或 叫 层 子 论 ) 者 和 不 可 分 论 ( 即 有 限 可 
分 论 ) 者 双方 ， 都 在 各 自 的 理论 下 前 进 着 . 对 于 实验 的 实证 科学 来 讲 ， 这 时 并 未 
产生 非 要 否定 了 谁 自己 才能 发 展 的 问题 . 的确， 比如 近 几 十 年 来 已 发 现 不 下 100 
种 基本 粒子 ， 更 有 “TOP 夸克 ”的 发 现 和 理论 的 支持 使 得 似乎 不 可 分 学 派 占 了 
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上 风 . 但 同时 人 们 又 不 能 不 承认 基本 粒子 并 不 基本 , 因而 主张 不 再 叫 “基本 粒子 
而 直接 叫 “ 粒 子 ”， 可 见 这 又 是 对 可 分 派 的 支持 ， 所 以 说 这 一 争论 至 今 难 分 伯仲 . 
笔者 的 观点 属 折 中 派 . 事实 上 ， 越 到 微 处 ， 那 种 出 自 介 观 空 间 的 可 分 与 不 可 分 概 
念 已 越 来 越 模糊 ， 其 至 失去 了 意义 . 

(2) 量子 力学 之 争 . 这 主要 表现 为 玻 尔 及 其 哥本哈根 学 派 同 爱 因 斯 坦 及 其 支 
持 者 之 间 的 争论 . 这 场 争论 从 20 世纪 初 (20 年 代 ) 开始 以 来 ， 可 以 说 一 直 未 停 
息 过 . 虽然 元 老 早 已 去 世 ， 但 后 继 者 之 间 仍 在 争论 ， 不 过 最 近 的 争论 主要 表现 为 
量子 哲学 、 量 子 逻 辑 的 了 . 

3. 研究 特征 : 实验 、 数 学 、 哲 学 并 用 

尽管 可 以 说 近代 物理 学 在 依赖 实验 的 同时 也 充分 运用 了 牛顿 开创 的 “证 明 论 ” 
方法 ， 致 使 物理 学 一 直 以 数学 运用 见长 ， 但 也 不 能 不 说 物理 学 在 深入 到 微观 世界 
以 前 仍然 是 以 实验 作为 主要 手段 的 ， 即 在 进入 微观 世界 后 ， 逐 渐 表现 出 对 数学 的 
依赖 特征 ， 甚 至 对 哲学 的 依赖 特征 了 . 这 已 是 熟知 事实 ， 上 面 也 顺带 提 到 过 ， 现 
仅 就 微观 物理 中 的 数学 运用 再 举 出 几 条 事实 . 

(1) 场 数学 的 运用 . 这 主要 表现 在 场 方程 的 建立 与 研究 (运用 偏 微分 方程 理 
论 和 现代 几何 学 ) 上 . 这 里 有 名 的 模型 很 多 ， 除 麦克 斯 韦 方 程 (第 四 章 第 三 节 、 
三 ) 外 ， 再 简略 地 表 出 几 个 ， 聊 作 赏 析 . 

中 薛 定 谓 方 程 : 

ihog/0t = HY 


其 中 $8 为 波 函 数 ， 石 为 Hamilton 算 符 ，h 为 普 朗 克 常 数 ，i 为 虚数 . 
名 狄 拉 克 方 程 : 


其 中 履 为 四 阶 方 阵 ， 严 为 质量 ， 为 光速. 
@ 爱 因 斯 坦 统一 场 方程 : 


1 
R, -80R = 87kT, 


其 中 肪 为 Ricci 曲率 , R 为 标量 曲率 (均值 ) ，g, 为 Riemann 度量 ,7, 为 能 量 一 应 
力 张 量 ， 为 常数 . : 

@ 杨振宁 -米尔 斯 规范 场 方程 : 此 方程 有 多 种 形式 ， 这 里 给 出 按 能 量 的 变 分 
原理 得 到 的 方程 .由 能 量 泛 函 
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El(g)=|,e(p)dy [xm -sw 人 2 


Bx/ 


再 据 变 分 原理 6E(g) = 0 ， 得 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ， 此 即 杨 - 米 方程 : 


人 Og i O99 ,: O09 Og9’ 、 ， 
了 -一 一 全 + 大 7， 一 一 一 一 |=0 :AMf 一 NAD=0, 矿 络 系数 ) 
S 3 MY Ox* wp Ox’ Ox’ ( 9 9 为 联络 系数 


(2) 活 函 理论 的 应 用 . 比如， 量子 力学 需要 在 Hilbert (内 积 ) 空间 上 进行 ， 
而 且 要 运用 冯 : 诺 伊 曼 代 数 、“ 线 性 算 子 谱 分 析 ”， 因 此 它 要 广泛 用 到 甜 阵 工具 . 
这 也 是 量子 力学 的 前 期 曾 叫 做 “矩阵 力学 ”的 缘故 . 

(3) 统计 学 的 运用 . 皆 知 ， 量 子 力学 的 一 大 特征 即 表现 为 实验 的 统计 分 析 ， 
因此 ， 统 计 物理 学 也 是 在 量子 力学 背景 下 发 展 起 来 的 ， 同 时 又 充分 运用 到 了 量子 
理论 . 

(4) 代数 学 和 群 论 、 群 表示 论 的 运用 . 这 是 因为 场 被 量子 化 ， 成 为 粒子 来 研 
究 时 ， 有 诸如 相 人 位、 旋转、 坐标 、 角 量 、 动 量 等 离散 的 力学 量 ， 加 上 第 七 章 所 说 
的 客观 世界 存在 代数 结构 的 普遍 性 ， 使 得 它 用 上 代数 工具 和 群 论 工具 成 为 必然 . 
但 注意 到 ， 代 数 和 群 的 概念 用 到 这 里 ， 往 往 还 需要 结合 具体 对 象 的 实际 特征 和 要 
求 再 去 创造 ， 进 而 建立 起 (赋予 ) 自己 特有 的 “代数 ”和 “和 群 ， 致 使 才 有 它 独 自 
的 Racah 代数 、 冯 : 诺 仇 曼 代 数 〔 冯 氏 代 数 也 直接 产生 于 量子 理论 ) 等 以 及 重 正 
化 群 、 量 子 旋转 群 、 正 交 群 等 . 


二 、 微 观 世 界 的 一 般 特征 


这 也 就 是 微观 粒子 的 特征 ， 这 些 特征 之 间 并 非 完全 独立 ， 现 一 并 罗列 于 下 . 

(1) 测 不 准 性 . 此 即 海 木 伯 提 出 的 有 名 的 测 不 准 原 理 (第 九 章 第 三 节 已 提 及 )， 
特别 强调 ,这 时 的 测 不 准 不 是 技术 问题 而 是 逻辑 问题 ， 又 逻辑 来 自 对 象 的 (高速 ) 
运动 属性 ， 所 以 说 是 实质 性 问题 . 

(2) 非 因果 性 (意义 自明 ). 

(3) 随机 性 . 玻 尔 用 它 来 解释 “ 测 不 准 原 理 ”， 可 见 它 与 “1” 具 有 等 价 性 . 

(4) 二 象 性 (参见 第 四 章 第 四 节 )， 具 体 说 是 “ 波 、 粒 ”二 和 象 性 . 对 于 微观 粒 
子 ， 二 象 之 间 不 可 偏颇 ， 这 也 是 它 不 合 牛顿 力学 的 一 个 重要 原因 . 

(5) 量子 理论 虽 具 自治 性 ， 但 有 不 完备 性 . 这 也 是 爱 因 斯 坦 等 的 所 谓 “EPR 
悖 论 ”(1935 年 ) 所 表明 的 . 

(6) 非 连续 性 ， 亦 即 牛顿 物理 中 对 微观 粒子 “ 集 ” 所 形成 的 场 是 从 它 的 总 体 
物质 来 说 的 ， 这 时 场 对 于 其 量子 自然 具有 连续 性 . 那么 微观 粒子 理论 则 是 非 连续 
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性 的 ， 这 是 在 更 深入 的 一 个 〈 微 观 ) 层次 上 来 说 的 . 

(7) 非 定 域 性 : 系 指 测量 系统 与 被 测 系统 之 间 的 非 独立 性 、 相 互 影 响 性 . 

(8) 非 静态 性 . 比如 ， 莽 子 力学 本 来 即 在 于 研究 量子 的 运动 规律 ， 基 本 粒子 
也 是 总 处 于 瞬息 即 变 状态 的 ， 所 以 它们 的 特征 必然 是 非 静 态 的 . 

(9) 具有 场 特性 . 量子 是 以 场 形式 存在 的 ， 场 的 一 大 特征 是 “能 充满 咎 顿 空 
间 但 不 占据 该 空间 ， 量 子 也 能 穿越 介 观 物质 . 

(10) 具有 高 速度 、 高 曲率 、 高 频率 及 自 旋 的 运动 特征 . 

此 外 ， 还 有 “基本 粒子 越 分 越 大 ”"、“ 基 本 粒子 质量 《 每 个 构成 基本 粒子 的 
夸克 质量 ”等 都 是 不 同 于 直观 世界 的 性 质 . 


三 、 微 观 世 界 的 根本 特征 : 非 牛 顿 空间 


这 就 是 非 经 典 物理 的 特征 ， 或 叫 非 牛顿 物理 特征 . 也 可 用 物理 学 上 一 个 说 法 ， 
把 微观 世界 的 根本 特征 说 成 是 具有 不 可 尺度 性 . 

所 谓 “ 不 可 尺度 性 ”， 即 在 牛顿 物理 的 意义 下 ， 它 具有 不 确定 性 、 测 不 准 性 ， 
因而 具有 牛顿 物理 意义 下 的 随机 性 、 非 连续 性 、 非 静态 性 、 非 定 域 性 ， 从 而 也 是 
牛顿 物理 意义 下 的 非 因果 性 、 不 完备 性 , 也 就 是 说 ,“ 二 ”中 所 述 微观 世界 的 所 有 
特征 皆 属 非 牛顿 物理 的 ， 属 于 对 牛顿 物理 来 说 “不 可 尺度 ”的 空间 . 

换 名 话说， 典型 的 微观 世界 是 个 非 牛顿 系统 ， 或 叫 不 可 尺度 空间 . 因此 ， 不 
能 简单 地 把 微观 系统 看 做 我 们 直观 的 、 生 活 经 验 所 及 空间 的 拓扑 压缩 ， 而 应 该 特 
别 看 到 随 着 牛顿 时 空 的 “缩小 ”, 到 了 一 定 程度 , 原 有 物理 性 质 将 不 再 保持 了 ， 原 
来 直观 的 物质 特征 将 逐步 转化 ， 而 产生 “ 质 ” 的 变化 .2 

历史 经 验 表明 : 物理 学 从 牛顿 空间 进入 不 可 尺度 空间 是 从 “黑暗 ”中 摸索 过 
来 的 . 根本 上 来 说 ， 有 个 人 们 改换 观念 ， 扭 转 思维 模式 的 过 程 ， 也 就 是 由 从 未 想 
到 还 有 个 非 物 理 空间 的 意识 , 转换 到 承认 “天 外 还 有 天 ”、 和 牛顿 空间 外 还 有 非 牛顿 

空间 这 一 事实 的 “ 换 脑子 ”的 过 程 ， 

历史 总 是 事后 清楚 ， 评 价 历史 总 比 创造 历史 容易 . 那么 现在 来 回顾 科学 史 不 
无 明白 ， 面 对 客观 世界 认识 的 每 次 突破 ， 人 们 都 存在 个 “ 换 脑子 ”的 斗争 过 程 ， 
突破 愈 大 ， 斗 争 愈 烈 . 那么 人 们 为 什么 老 不 吸取 经 验 教训 ， 以 致 在 这 次 大 突破 中 
还 有 如 此 艰苦 的 过 程 ? 这 倒是 谁 都 可 以 解释 、 无 须 正面 回答 的 了 . 

由 此 我 们 相信 ， 今 后 的 每 次 科学 大 突破 仍 将 有 它 的 “ 换 脑子 ”过 程 ， 可 把 这 
一 现象 视 为 自然 规律 ， 把 它 叫做 科学 进展 原理 吧 .作为 科学 工作 者 ， 我 们 应 以 历 


中 无 独 有 偶 ， 把 这 种 基本 粒子 与 介 观 物质 的 本 质 差 异 对 应 到 社会 ， 容 易 看 到 ， 家 庭 生 活 特 征 与 社会 
生活 特征 也 具有 本 质 性 的 差异 ， 这 里 免 子 坦 述 . 
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史 为 鉴 ， 尽 量 要 求 自 己 的 思维 不 至 僵化 ， 不 要 故 步 自封 . 当 大 家 都 有 这 样 的 修养 
了 , 今后 的 “科学 进展 原理 ”将 会 表现 得 越 来 越 弱 . 

还 需 指 出 ，( 形 式 上 ) 非 牛 顿 空间 包括 宏 微 两 类 : 一 类 是 量子 理论 、 基 本 粒子 
世界 ; 另 一 类 则 是 相对 论 空 间 、 场 理论 对 象 . 也 的 确 ， 上 述 基 本 特征 在 两 类 空间 
都 能 得 到 体现 ， 且 两 种 理论 从 来 都 不 是 孤立 的 ， 甚 至 (猜测 过 ) 在 某 种 更 高 层次 
意义 下 两 类 空间 是 “合同 ”的 


四 、 无 穷 小 世界 与 非 牛顿 空间 的 关系 


现在 回 到 本 章 的 主题 ， 不 禁 发 现 ， 数 学 独立 获得 的 无 穷 小 知识 与 物理 学 独立 
获得 的 微观 世界 特征 之 间 有 着 何等 的 对 偶 性 、 相 容 性 和 相似 性 .归结 起 来 ， 主 要 
表现 为 : 

(1) 两 者 间 的 相 容 性 . 首先 看 到 ， 尽 管 过 去 数学 与 物理 是 各 自 独 立地 探索 着 
(从 逻辑 上 说 是 ) 同一 类 微观 世界 (前 者 依赖 数理 逻辑 ， 后 者 依赖 实验 和 实证 )， 
但 各 自 所 获 结论 无 一 矛盾 ， 甚 至 具有 一 致 性 . 这 是 为 什么 ?显然 并 非 偶然 ， 也 正 
是 共处 一 个 物质 宇宙 所 决定 的 逻辑 之 “ 强 ” 把 大 家 暗暗 地 挫 在 一 起 了 . 所 以 即使 
互 无 交流 、 独 自行 进 ， 最 后 发 现 仍然 是 同 向 并 行 的 . 

(2) 皆 具 有 非 经 典 性 . 已 知 微观 世界 具有 非 牛顿 性 ， 而 无 穷 小 世界 (比如 单 
子 ) 具有 非 欧 氏 空 间 性 (比如 不 合 阿 基 米 德 公理 )， 因 此 可 以 说 ，n=3 的 欧 氏 空 
间 正 是 牛顿 上 世界， 两 者 是 同 实质 的 ， 即 同样 是 突破 了 经 典 的 数理 空间 而 深入 到 了 
另 一 个 世界 . 

(3) 皆 具 有 不 可 尺度 性 . 这 在 无 穷 小 世界 即 表现 为 ， 比 如 单子 内 的 元 素 不 可 
比较 大 小 ， 在 微观 物理 则 根本 地 表现 为 一 个 “ 测 不 准 ” 性 . 

此 外 ， 下 段 还 将 表明 ， 基 本 粒子 与 无 穷 小 世界 之 间 有 着 进一步 的 对 应 关系 
间 时 第 “六 ” 段 还 将 指出 ， 各 自 独 立地 研究 不 是 好 办 法 . 


五 、 超 弦 : 基本 粒子 论 对 无 穷 小 理论 的 支持 


“ 超 弦 ”理论 是 对 微观 粒子 与 无 穷 小 理论 之 间 对 应 关系 的 又 一 次 深刻 揭示 . 微 
观 物理 中 最 初 仅 把 基本 粒子 作为 一 个 质点 (也 就 是 几何 点 ) 来 看 待 ， 这 一 来 所 建 
模型 总 具有 麻 异 性 或 发 散 性 ， 与 实际 大 为 不 合 ， 特 别 在 引力 场 与 《电磁 ) 强 场 的 
关系 上 更 是 难以 刻画 . 后 来 (1960 年 代 末 ) ， 物 理学 家 引入 了 所 谓 弦 模 型 ， 给 问 
题 打开 了 一 个 突破 口 . 基本 思路 是 : 把 粒子 (化 为 X”) 视 为 及 "空间 的 元 素 ， 即 
"eR" ， 从 而 研究 其 波 函 数 不 (X") .这 一 来 ， 昌 使 一 些 现象 得 到 了 解释 ， 但 更 
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多 新 问题 又 出 现 了 ， 于 是 “ 弦 ”理论 一 度 冷 落 . 直到 1980 年 代 初 ，E.Witten 提出 
了 超 对 称 理论 ， 进 而 给 出 了 思想 更 为 深刻 的 “ 超 弦 ” 模 型 ， 再 度 使 之 复活 ， 并 因 
此 作为 一 位 物理 学 家 获得 了 1990 年 世界 最 高 数学 奖 一 一 菲 尔 兹 奖 . 

其 基本 思路 可 表述 为 : 对 于 ”eR"， 先 给 出 它 的 一 个 泛 函 空间 F(X")， 然 
后 再 在 F(.) 上 讨论 新 的 波 函 数 抒 (f)， feF(X”) (思想 更 为 深刻 了 )， 以 此 来 表 
征 基本 粒子 的 结构 和 行为 . 

换 句 话说 ， 超 弦 理 论 是 把 基本 粒子 作为 一 个 新 的 抽象 空间 来 研究 ， 这 也 使 得 
有 关 理 论 得 以 自治 ， 并 与 引力 场 理 论 相 容 ， 引 出 一 系列 重要 成 果 ， 为 整个 基本 粒 
子 研究 开创 了 一 个 漂亮 的 、 有 望 得 到 引力 场 与 量子 场 ( 在 更 高 层次 上 )“ 大 统一 ” 
的 理论 框架 . 

从 数学 角度 来 看 ,一 方面 ， 上 述 事实 正 说 明基 本 粒子 原本 不 是 一 个 “点 ”( 几 
何 点 ) ， 而 是 一 个 深层 次 上 的 新 空间 . 最 初 给 出 的 “ 弦 ” 对 应 于 一 个 高 维 空间 模 
型 ,而 “ 超 弦 ” 则 对 应 于 一 个 泛 函 空间 模型 . 另 一 方面 ， 场 中 每 个 基本 粒子 “点 ” 
对 应 的 一 条 弦 或 超 弦 分 别 意 味 着 一 个 一 维 或 高 维 的 “纤维 (空间 )”， 因 而 这 时 的 
场 就 是 个 基本 粒子 场 上 的 纤维 从 (参见 第 十 章 第 三 节 ). 不 过 这 里 的 纤维 是 “粒子 
(空间 )” 内 在 的 ,与 其 “ 底 ” 空 间 (基本 粒子 集 所 形成 的 场 ) 已 不 是 同一 个 观念 
下 的 空间 . 1 

总 之 ， 由 此 看 到 了 ， 物 理学 经 过 独立 的 探索 正确 地 指示 出 : 基本 粒子 是 又 一 
形式 的 空间 . 那么 , 根据 其 性 质 与 无 穷 小 的 对 应 关系 , 完全 能 看 到 : 基本 粒子 (内 
部 世界 ) 正 对 应 着 无 穷 小 空间 . 如 果 这 样 ,它们 同时 说 明了 以 下 容易 接受 的 事实 : 

(1) 基本 粒子 不 基本 . 尽管 各 种 基本 粒子 的 大 小 不 一 ,但 “ 超 弦 ”这 一 统一 
理论 表明 ， 所 有 基本 粒子 都 还 有 着 丰富 的 内 在 空间 ， 且 这 种 内 在 空间 才 更 为 精确 
地 对 应 于 无 穷 小 世界 . 换 句 话说， 基本 粒子 〈 作 为 基本 元 ) 所 在 的 局 部 时 空 还 不 
是 无 穷 小 世界 . 

(2) 物理 学 上 已 有 的 基本 粒子 理论 ， 包 括 量子 力学 等 ， 仅 仅 是 揭示 了 粒子 的 
外 在 特征 . 诸如 粒子 作为 质点 的 运动 规律 和 它 的 自 旋 、 粒 子 之 间 关 系 等 ， 从 无 穷 
小 角度 看 , 还 不 是 真正 的 无 穷 小 世界 内 在 的 规律 . 不 过 毕竟 因为 无 穷 小 是 个 开 域 ， 
当空 间 自 介 观 过 渡 到 无 穷 小 时 ， 并 非 突 跳 式 进入 ,而 是 表现 为 有 关 性 质 的 逐步 典 
型 化 . 所以， 原 有 的 基本 粒子 性 质 虽 不 算 典 型 的 无 穷 小 性 质 ， 却 也 具有 “无 穷 小 
性 ", 或 说 具有 一 定 程度 的 无 穷 小 特征 ， 可 供 无 穷 小 理论 参考 . 

(3) 特别 地 ， 从 “二 象 论 ”角度 看 去 更 能 得 知 ，E.Witten 的 成 功 是 因为 他 的 
思想 更 具有 “二 象 ”实质 . 首先 ， 这 里 XX" 为 实 象 空间 ， 而 泛 函 F(X”") 正 是 它 的 
虚 象 空间 ， 自 然 ，F(X") 中 元 素 (不 是 点 而 ) 更 像 “ 弦 ”了 . 其 次 ，E.Witten 提 
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出 的 “ 超 对 称 性 ”不 正 是 二 象 闻 “对称” 关系 的 特征 吗 ? 也 正 是 基本 粒子 的 “二 
象 观 ” 才 使 物理 学 与 数学 结合 的 最 为 自然 . 


六 、 在 微观 领域 数 、 理 有 必要 进一步 “联姻 ” 


尽管 在 规范 场 论 这 一 宏观 领域 的 研究 中 , 数学 与 物理 有 了 很 好 的 “联姻 ”( 陈 
省 身 说 ) ,在 微观 领域 也 有 了 一 定 的 合作 , 但 毕 况 因 为 “元 穷 小 数学 ”尚未 在 数学 
中 形成 一 个 正面 的 公开 方向 , 还 谈 不 上 在 无 穷 小 意义 下 的 数理 “联姻 ”. 不 过 “ 联 
姻 ” 是 十 分 必要 的 ， 也 是 发 展 的 趋势 . 这 时 我 们 应 该 注意 几 点 : 

(1) 应 改变 过 去 “联姻 ”多 重 于 数学 对 物理 的 结合 或 说 数学 对 物理 的 作用 ， 
但 反之 则 较 弱 这 一 事实 当然 ， 这 与 “规范 场 理 论 ” 属 物理 问题 这 一 特征 有 关 . 
那么 对 微观 世界 的 认识 则 是 各 自 都 面临 的 任务 ， 这 时 的 “联姻 ”应 该 是 彼此 互补 、 
互相 参照 的 ， 只 有 这 样 才能 更 有 利于 事业 的 进展 . 

(2) 应 加 强 微观 物理 对 数学 的 结合 . 

数学 应 该 充分 地 参照 微观 物理 上 的 成 果 ， 以 补充 、 修 正 自 己 的 方法 ， 更 重要 
的 是 接受 新 思想 . 比如 ， 目 前 坦 接 可 以 参考 的 有 : 

QD 微观 粒子 的 “ 波 、 粒 ”二 象 性 特征 . 这 对 于 单子 论 和 公理 集合 论 的 建 模 都 
是 值得 参考 的 ， 其 实 从 根本 上 来 说 这 是 一 个 观念 问题 . 

外 动态 性 思维 . 已 知 , 无 穷 小 (单子) 论 , 实质 上 是 一 种 几何 的 、 静 态 的 思 
维 模式 ， 但 从 微观 物理 看 来 ， 不 应 该 是 这 样 . 所 以 应 该 在 “单子 ”中 引入 二 象 机 
制 和 “ 动 ”的 机 制 . 

(3) 数学 对 微观 物理 的 参照 . 数学 除了 它 的 方法 性 ， 诸 如 群 、 代 数 、 统 计 、 
泛 函 等 对 于 微观 物理 的 工具 性 应 用 外 ， 由 于 数学 依赖 的 是 “逻辑 ”,， 所 以 其 结论 也 
有 具有 更 深层 次 的 参考 性 . 比如 ， 借 助 无 穷 小 思想 来 认识 基本 粒子 ， 即 容易 看 到 它 
还 不 是 无 穷 小 ， 但 也 算是 对 无 穷 小 世界 的 一 种 有 逼近 状态 ， 同 时 也 容易 接受 和 理解 
粒子 内 的 “空间 性 ”. 

总 之 ,在 数 、 理 共同 面临 的 微观 世界 认识 上 ， 更 有 条 件 、 也 更 有 必要 进一步 
“联姻 * 


第 五 节 客观 世界 的 “ 动 ” 机 制 认识 


为 了 最 后 用 无 穷 小 知识 解释 芝 诺 悖 论 ， 这 里 再 引入 一 个 “ 动 ” 邻 域 概念 . 
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一 、 从 能 量 认 识 谈 起 


人 类 历史 是 随 着 对 能 量 的 认识 、 开 发 和 利用 进展 而 进展 的 . 从 燃 人 氏 钻 木 取 
火 到 牛顿 力学 诞生 算是 一 个 大 的 阶段 ， 这 是 仅 凭 盲目 体会 和 生活 经 验 去 自然 地 利 
用 能 量 的 低级 阶段 . 自 牛 顿 力学 产生 后 ， 就 变 成 主动 地 、 自 觉 地 、 科 学 地 去 认识 
能 量 、 发 掘 能 量 和 利用 能 量 了 . 

但 是 今天 看 来 ， 此 期 内 的 科学 还 仅仅 局 限于 介 观 空间 和 浅 层 认识 . 还 是 20 
世纪 初 产 生 的 相对 论 和 量子 力学 、 高 能 物理 〈 基 本 粒子 物理 ) 才 把 人 类 对 自然 能 
量 的 认识 、 开 发 和 利用 “意识 ” 提 到 了 一 个 新 的 层次 ， 今 天 看 来 正 是 这 样 . 

今天 ,根据 爱 因 斯 坦 质 能 公式 ， 即 =mc”(E 为 能 量 ，m 为 质量 ，c 为 真空 
中 光速 ), 我 们 终于 能 醒悟 道 , 整个 物质 世界 都 由 能 量 构 成 , 能 量 才 是 物质 世界 最 
为 基础 ， 最 为 统一 的 “基本 物质 ”". 那么 是 否 还 可 以 说 ,整个 客观 世界 ,包括 还 没 
有 认识 到 的 、 物 质 世 界 以 外 的 一 切 对 象 ， 都 是 由 能 量 构成 的 呢 ? 具体 回答 也 许 是 
很 久 以 后 的 事 ， 不 过 我 们 猜测 答案 是 肯定 的 (参见 《大 自然 复杂 性 原理 》). 

客观 世界 的 能 量 可 分 为 宏观 、 介 观 和 微观 三 大 层次 , 其 中 宏 微 二 观 是 作为 “二 
象 ”对 偶 的 两 大 层次 ， 它 们 的 能 量 和 运动 状态 皆 是 宇宙 生成 时 一 次 赋予 的 ， 因 此 
皆 很 稳定 .相对 来 说 ， 介 观 能 量 十 分 复杂 ， 它 既 属 宏 微 二 观 的 中 介 ， 又 有 有 机 世 
界 的 有 机 能 量 表现 , 更 有 人 类 的 能 量 意识 和 能 量 行为 参与 . 后 者 可 叫做 社会 能 量 , 

社会 能 量 是 人 类 为 着 自己 的 利益 ， 任 着 自己 的 精神 ( 超 ) 能 对 自然 能 ， 包 括 
宏 、 微 、 介 观 能 量 的 开发 ,通过 转换 、 释 放 、 激 发 、 提 取 所 形成 的 有 价值 的 能 景 ， 
比如 自然 能 (来 自 水 、 风 、 矿 、 食 等 )、 热 能 、 机 械 能 、 电 能 、 原 子 能 等 . 

总 之 可 说 ， 社 会 能 量 汇集 了 自然 的 宏 、 微 、 介 观 能 ， 人 为 的 非 自 然 能 和 有 机 
能 以 及 精神 世界 的 超 能 等 ， 是 最 为 复杂 的 能 量 的 综合 表现 领域 . 能量 利用 水 平 也 
是 社会 发 展 水 平 的 一 个 重要 体现 . 


二 、 能 量 的 本 质 与 “ 动 ”机 制 


能 量 究竟 是 什么 ?这 是 很 难说 清楚 的 . 它 既 是 物体 又 不 是 物体 ， 既 是 战争 又 

不 是 战争 ， 既 是 世界 又 不 是 世界 ， 它 能 操纵 机 器 、 操 纵 社 会 ， 也 能 发 起 洪灾 、 产 
生地 震 , 可 是 自古 以 来 , 除了 现象 观察 外 , 谁 也 没 看 见 过 “能 量 ", 真是 一 个 幽灵 、 
一 个 魔鬼 或 就 是 所 说 的 上 帝 和 神 吧 . 但 这 都 不 是 科学 的 回答 . 不 过 仅仅 把 它 说 成 
是 “物质 ”也 等 于 没有 回答 . 我 们 要 的 是 它 的 机 理 ， 它 的 本 质 ， 要 的 是 本 原 性 回 
答 ， 这 就 非 同 小 可 了 . 相信 这 个 回答 也 是 科学 最 为 困难 的 问题 之 一 . 不 过 也 许 最 
难 的 问题 “最 容易 ”回答 ， 那 就 是 说 ,，“ 能 量 是 客观 大 自然 之 根本 存在 形式 ,或 说 
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客观 世界 原本 即 充 满 着 这 种 被 我 们 称 之 为 “能 量 ' 的 东西 “. 也 许 会 问 这 个 根本 的 
“能 量 ” 从 哪里 来 ? 实质 上 这 时 提问 者 已 有 个 “ 空 ”的 前 提 意 识 了 , 这 是 不 合理 的 ， 
这 是 来 自生 活 .( 介 观 ) 经 验 的 主观 意识 反映 . 

的 确 ， 可 以 看 到 ， 似 乎 世上 一 切 概念 都 可 以 找到 它 的 对 偶 概 念 ， 但 唯 有 “能 . 
量 ” 一 词 难 以 找到 它 的 确切 的 对 偶 ， 这 也 许 能 支持 “能 量 就 是 大 自然 唯一 的 本 原 
存在 ”的 说 法 . 

有 人 说 ， 不 可 想象 , 没有 数学 社会 怎么 生存 ,那么 更 不 可 想象 , 没有 能 量 ， 
甚至 说 没有 被 实物 化 了 的 “游离 ”能 量 ， 世 界 将 是 什么 状态 ! 是 的 ， 正 是 能 量 构 
成 了 世界 的 一 切 ， 正 是 能 量 激 活 了 世界 ， 也 是 能 量 赋予 了 世界 的 无 限 生 机 ， 世 上 
一 切 现象 皆 可 归结 为 能 量 的 转换 与 演变 . 一 句 话 ， 是 能 量 决定 了 “运动 ”这 一 客 
观 世 界 的 根本 特征 ， 有 能 量 才 有 “ 动 "、 才 有 “ 功 ”. 

换 句 话说 ,在 能 量 之 下 ,世界 和 欲 静 而 不 止 ， 正 是 能 量 赋予 了 世界 上 一 切 “ 动 ” 
的 机 制 . 所 谓 动 的 “机 制 ” 是 说 即使 从 介 观 世界 上 局 部 看 来 ， 一 切 相 对 静止 的 对 
象 都 有 可 能 动 . 这 是 因为 能 量 要 转换 、 要 传递 ， 能 量 局 部 趋 平 衡 、 全 局 趋 动荡 ， 
能 量 增 则 焙 增 . 但 能 量 是 守恒 的 ， 所 以 能 量 之 海 永 无 平静 .特别 在 社会 这 个 巨 复 
杂 力 学 系统 中 ， 更 因 各 种 人 为 的 能 量 作 用 ， 动 的 机 制 更 为 复杂 和 突出 . 


三 、 动 机 制 与 动 邻 域 

下 面 说 明 在 “动机 制 ” 下 ,任何 物体 或 事物 都 有 个 “ 动 邻 域 ”". 现 假设 一 个 运 
动 体 (质点) xeR" ， 它 总 有 个 速度 向 量 守 六 ， 这 一 点 在 运动 体内 是 感觉 不 出 来 
的 ， 只 有 通过 参考 系 的 鉴别 才能 知道 .这 时 系统 为 (x, 裤 eR”， 因 + 属 切 空间 ， 
仍 为 n 维 空间 . 那么 我 们 可 以 抽象 地 理解 到 ， 这 时 R2 中 的 这 有 一 个 投影 在 (x 所 
在 的 “ 相 ” 空 间 ) R"“ 内 的 由 产 决定 的 一 个 动 邻 域 ， 记 为 

xD(x,6(7 或 能 量 w)) (11.5) 

注 : 动 邻 域 定义 ( 按 式 (11.5 )) 为 x 此 刻 能 独立 (在 力学 系统 内 ) 运行 的 距 
离 . 如 图 11.5 所 示 ， 为 便于 突出 动态 系统 (x,t) 的 动 领域 (投影 域 ( 11.5 )， 记 为 
TD() ) 与 其 投影 原 象 D(.) 间 的 关系 ， 取 相 空 间 为 流 形 M (n 维 )，xeM ， 
X=X(fj， 过 x 的 切 平 面 为 ， 这 时 

D(x,6(V 或 w) 2 D(-) 7 

而 动 令 域 为 iD(-)cM ， 它 们 的 关系 一 目 了 然 . 图 11.6 仍 对 平 直 空间 来 考虑 . 
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(c) 


图 11.5 图 11.6 


现 继续 回 到 式 〈11.$) 中 作 解 释 ， 有 
6(7), Pz0 
60TV 或 w)=16(w), 六 =0 (11.6) 
V=w=0 : 


其 中 6(7) 表示 这 时 x 的 动 邻 域 的 尺度 大 小 ， 且 不 大 于 IPF| ， 具 体 的 可 根据 情况 临 
时 界定 ， 同 时 D(x,5(7)) 是 个 单 侧 邻 域 ， 如 图 11.6 (b) 所 示 . 

6(w) 中 w 表 示 x 所 具备 的 具有 “动机 制 ” 的 能 量 大 小 . 比如 ， 在 x 受 了 力 但 
尚未 产生 运动 时 的 “ 蓄 能 ”状态 即 如 此 , 5(w) 可 视 w 的 大 小 界定 为 一 个 有 限 数 .又 ， 
当 x 具有 相对 势能 时 ， 可 能 因此 势能 而 产生 运动 , 这 时 w 即 表 此 势能 .6(w) 也 表 
示 一 个 有 限 数 ，D(x,6(w)) 为 一 单 侧 邻 域 ， 例 图 11.6 (a) 所 示 . 也 将 rzD(e5(w) 叫 
做 趋势 邻 域 . 

5(0) 表示 x 处 于 静止 状态 且 上 述 5(w) 中 萤 能 为 0 的 情形 , 5(0) 是 一 个 无 穷 小 
数 ， 这 时 的 D(x,6(0)) 是 无 向 (或 叫 迷 向 ) 邻 域 ， 其 维 数 与 x 所 在 空间 维 数 相同 ， 
可 理解 为 x (物体 ) 表层 微粒 的 微观 运动 所 决定 的 范围 ， 例 示 于 图 11.6 (ce). 

我 们 说 ， 由 于 动机 制 的 普遍 存在 性 ， 动 邻 域 也 是 广泛 存在 的 . 尽管 它 是 个 抽 
象 对 象 而 看 不 到 ， 但 显然 它 也 属于 x 的 属性 空间 ， 因 而 是 一 个 抽象 的 存在 . 那么 
它 在 我 们 的 脑子 里 也 应 该 有 一 个 形象 的 “存在 ”. 

这 时 ， 比 如 带 着 动 邻 域 意识 看 世界 , 则 应 满 富 动感 ; 当 看 到 一 个 危险 事物 时 ， 
脑子 里 的 危险 动 邻 域 容易 立即 唤起 心声 ……，, 特别 对 于 D(x,6(0)) , 还 有 它 的 数学 
意义 . 也 就 是 说 ， 当 x 处 于 相对 来 说 十 分 稳定 的 状态 时 ， 我 们 也 应 “看 到 ” 它 有 
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个 (无穷 小 ) 动 邻 域 . 比如 ， 取 x 为 R 上 任 一 点 时 (注意 这 时 的 点 实际 上 仅 属 于 
稠密 点 集 {x|xe R}c R, ， 和 集合 {D(x,6(0))} 为 连续 统 的 RR 轴 上 一 无 穷 小 子 集 . 同 
时 还 可 用 此 观点 去 “观看 ”连续 函数 等 . 

例 6 在 R 中 ,两 个 孤立 波 (或 一 般 波 ) 不 管 同 向 还 是 逆向 相遇 时 ， 看 起 来 
似乎 二 加 统一 了 ， 但 它们 立即 又 会 分 离 ， 各 行 其 道 . 这 是 为 什么 ?这 是 因为 它们 
是 (x, 系统 属 R” 空间 ， 或 说 有 个 无 形 的 、 不 同 的 动 邻 域 存在 ， 只 是 在 R 中 看 
不 出 来 罢了 . 因此 似乎 “觉得 ”它们 真 的 登 加 了 , 其 实 不 然 ， 它 们 各 自 的 由 其 六 决 
定 的 动 邻 域 可 能 不 同 ， 所 以 统一 不 起 来 . 生活 中 类 似 “ 动 邻 域 ”现象 还 多 ， 兹 免 
赣 述 . 


四 、 动 邻 域 与 高 维 空间 


今天 人 们 已 经 知道 ， 时 空 是 运动 产生 的 相对 效果 ， 我 们 所 处 的 时 空 就 是 运动 
产生 的 ， 是 宇宙 的 总 体 运转 产生 了 Ri xT . 那么 在 介 观 空间 中 ， 通 常 的 运动 能 不 
能 产生 “时 空 ”? 或 说 有 没有 个 由 它 的 运动 产生 的 特有 空间 呢 ? 我 们 说 是 有 的 ， 


”可 从 两 方面 来 说 . 


(1) 在 狭义 相对 论 中 ， 实 际 上 仅 据 洛 伦 兹 变换 ， 设 x 沿 某 坐 标 轴 运 动 ， 其 速 
度 为 v， 则 可 记 运 动 系 的 时 空 为 (1,x)， 它 相对 于 旧 系 (时 空 (1,x) ) 的 运动 即 有 
关系 


可 见 ， 即 使 在 一 般 速度 下 运动 ， 其 时 空 也 在 变 ， 这 一 “ 变 ” 即 说 明 它 也 在 产生 时 
空 〈 玲 加 在 原 时 空 上 ) ， 只 是 当 * 不 大 时 ， 其 变化 很 小 很 小 罢了 . 

(2) 式 (11.5)、(11.6) 中 表 出 的 动 邻 域 也 说 明了 一 种 “时 空 *， 在 这 里 仅 叫 
做 “空间 ”. 比如 ，nD(x,6(V)) 和 rpD(x60wm) 实质 上 是 一 种 x 所 在 空间 ( 设 为 R’) 
以 外 的 〔 切 ) 空间 投影 到 R: 上 来 的 一 个 “影子 "， 如 图 11.6 中 (a)、(b) 所 示 ， 
而 这 些 影子 分 别 是 个 整体 , 它 不 具备 Ra (x 所 在 空间 ) 的 性 质 和 结构 . 比如 ，xD() 
即 不 服从 R: 上 的 分 割 性 ， 这 点 是 下 节 将 用 到 的 性 质 . 
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所 以 ， 比 如 对 D(x,6(V)) ， 如 果 考 虑 到 xe RxT7 , 记 x 在 Rix7 上 的 邻 域 为 
N(x,5) ， 则 这 时 x 的 “全 空间 ” 邻 域 为 
N(x,6)x D(x,6(7)) a N(x) 
显然 ，NW(x) 的 维 数 ( 记 为 m) 必 满 足 m>4 . 比如 ， 对 于 非 线性 运动 ， 至 少 应 有 


m >5( 免 叙 ). 
同时 对 于 D(x,5(w)) ， 由 于 这 时 x 未 运动 ， 所 以 仅 有 


xeR’x0, M(x,O)CR’x0 


xD(x,60Ww) 也 叫做 x 的 趋势 邻 域 . 这 时 x 的 全 空间 邻 域 为 


N(x,6)x D(x,6(w)) 2 N(x) 

其 维 数 ( 记 为 m ) 必 满 足 m'>3. 
特别 地 , 现在 来 看 看 无 穷 小 邻 域 D(x,5(0)) ， 由 粒子 物理 学 中 “ 弦 ” 和 “ 超 弦 ” 

理论 ， 这 时 D(x,5(0)) 就 是 个 “粒子 ”， 只 是 它 不 属于 R? .和 皆 因 x 在 全 空间 的 无 穷 
小 邻 域 ( 记 ) 为 

D(x, 6(0)) x D(x,56°(0)) s N(x) 
无 穷 小 N(x) 是 个 高 维 空间 R"(n > 3) 的 粒子 , 但 因 它 (粒子) 有 内 部 空间 结构 ， 因 
此 对 应 地 有 自己 的 “ 超 弦 ”. 此 超 弦 也 是 高 维 非 欧 空间 〈 记 为 4(x) )， 只 是 应 注意 
到 A(x) 与 R" 属 不 同 层次 的 “空间 ”， 即 非 同 日 而 语 的 两 类 空间 . 或 说 ，A(x) 是 非 
欧 空间 ， 它 是 无 穷 小 “空间 ”中 元 素 的 运动 状态 引起 的 “时 空 *. 特别 地 ,无穷小 
邻 域 N(x,6(0)) 和 D(x,5"(0)) 也 对 应 地 有 其 4(x) 中 的 子 超 弦 . 


第 六 节 无穷小 认识 与 芝 诺 悖 论 解释 


在 第 一 节 至 第 五 节 的 准备 下 ， 现 在 来 正面 认识 一 下 无 穷 小 世界 . 


一 、 基 于 第 一 节 至 第 五 节 的 几 点 定性 认识 
1. 认识 无 穷 小 有 必要 数 、 理 互补 
(请 读者 自己 叙述 ) 
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2. 无 穷 小 世界 是 个 新 领域 

非 标准 分 析 的 “单子 ”理论 和 粒子 物理 的 “ 超 弦 ”理论 皆 独 立地 说 明 ， 无 穷 
小 领域 是 个 非 欧 的 新 世界 ， 它 有 着 很 多 奇特 的 性 质 ， 它 是 认识 客观 世界 的 一 个 必 
经 的 层次 ， 一 个 更 深层 的 “空间 ” 仅 任 量变 - 质变 这 一 “二 律 背 反 ”定律 也 应 该 
承认 这 点 . 

3 .认识 无 穷 小 不 能 仅 赁 数理 座 辑 

本 章 分 析 过 程 和 第 五 章 知识 使 我 们 体会 到 ， 无 穷 小 世界 所 属 逻 辑 范畴 已 不 是 
典型 的 形式 多 辑 范围 ， 因 此 ， 它 更 不 属于 作为 形式 逻辑 的 典型 和 核心 范畴 的 数理 
逻辑 ， 比如 ，( 前 述 ) 爱 因 斯 坦 等 的 “EPR 悖 论 ” 表 明 的 “量子 理论 不 具 完备 性 ”， 
即 能 显示 这 点 . 又 如 ,数理 软 辑 有 着 典型 的 “因果 律 ”， 而 已 知 无 穷 小 世界 不 满足 
因果 律 ， 这 些 都 能 说 明 上 述 结论 ， 

4. 无 穷 小 世界 是 个 动态 系统 

这 是 参照 了 物理 学 结论 的 断言 ， 也 就 是 说 ， 不 能 再 把 无 穷 小 世界 作为 介 观 上 
的 几何 空间 结构 来 看 待 ， 既 然 是 “ 动 ”的 ， 就 意味 着 更 高 维 的 空间 ， 比 如 ， 超 必 
理论 表明 ， 即 使 粒子 〈 从 外 观看 的 “无 穷 小 ”整体 ) 属于 Ri， 但 其 “内 部 ” 则 是 
个 高 维 空间 ， 甚 至 是 高 维 的 非 欧 空间 ， 实 则 如 第 五 节 所 述 ， 因 为 “ 动 ”就 有 高 维 
的 实质 . 

5. 无 穷 小 世界 的 运动 是 高 速度 、 高 频率 、 高 曲率 、 高 自 旋 的 ， 因 而 是 非 
欧 空 间 的 ， 且 是 “ 复 值 ”的 

为 什么 粒子 物理 又 叫 高 能 物理 ? 这 既 表 示 粒 子 可 释放 出 高 能 ， 又 表示 粒子 在 
作 高 速 运动 .那么 尽管 粒子 物理 还 不 是 典型 的 无 穷 小 研究 ， 但 因 无 穷 小 邻 域 是 开 
的 ,逐步 过 渡 的 ， 所 以 它 也 能 显示 出 无 穷 小 的 一 些 特征 . 又 ,数学 和 物理 皆 表 明 ， 
在 局 部 时 空 下 的 高 速 运动 必 是 高 频 的 、 高 曲率 的 ， 而 且 是 非 牛顿 空间 的 ， 至 少 是 
爱 因 斯 坦 时 空 ， 此 外 ， 数 学 也 表明 ， 描 述 高 频 、 高 曲率 对 象 ， 是 典型 的 复 域 中 的 
问题 ， 所 以 它 应 该 是 复 值 的 〈 根 据 第 七 章 第 三 节 ) 

由 此 说 明 ， 比 如 超 纺 理 论 应 该 在 复 域 上 研究 ， 单 子 理论 也 应 该 是 复 域 的 总 
之 ,无穷小 理论 都 应 该 建立 在 复 域 上 ， 这 也 是 物理 学 上 早已 有 了 的 结论 ， 因 为 有 
这 样 的 说 法 “理论 物理 在 上 个 世纪 的 伟大 发 现 是 复 平面 ”. 


6. 无 穷 小 世界 具有 典型 的 二 象 性 


看 来 这 里 所 说 “二 象 ”的 有 具体 形式 也 是 不 简单 的 ， 对 粒子 作 外 观 的 分 析 表 明 
它 是 “ 波 粒 ” 二 象 的 ， 那么 进入 到 粒子 内 部 的 “ 超 弦 世界 ”又 是 什么 样 的 “二 象 ” 
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呢 ? 还 有 竺 探讨. 总之， 据 第 四 章 认 识 ， 这 里 二 象 性 结构 是 必然 的 且 必 须 作 二 象 
地 描述 ， 这 是 肯定 的 . 因 愈 向 微观 ， 二 象 间 的 份额 比 将 更 倾向 “ 波 ” 象 或 叫 “ 软 ” 
象 “ 虚 ” 象 . 然而 在 非 标 准 分 析 中 以 及 (也 属于 无 穷 小 理论 的 ) 公理 集合 论 中 似 
乎 还 没有 “二 象 性 ”意识 

至 此 ， 对 于 无 穷 小 世界 或 说 单子 、 粒 子 的 内 部 结构 ， 以 及 它们 一 起 形成 的 实 
轴 结 构 ， 都 在 我 们 脑子 里 形成 了 一 个 直观 形象 ,这 就 是 对 它 形成 的 “概念 ". 至 于 
其 正确 性 和 详尽 性 ， 只 能 在 研究 过 程 中 继续 得 到 修正 和 充实 . 下 面 将 据 此 作出 它 
的 数学 描述 . 
”在 此 之 前 ， 首 先 作出 心理 概念 的 图 示 . 须知 ， 要 完全 描述 心理 这 幅 概念 图 是 
很 难 的 ， 现 仅 将 稠密 的 “单子 ”孤立 出 来 形象 化 以 表明 它 与 R，R 的 关系 图 ， 见 图 
11.7， 当 看 到 ， 它 与 图 6.5 何其 相似 . 


了 YYYYYY ， 


图 11.7 


二 、 复 单子 ， 无 穷 小 的 一 个 模型 描述 


根据 上 述 定性 认识 ， 现 在 进一步 对 无 穷 小 空间 作 一 模型 描述 ， 我 们 取 名 为 
“ 复 单子 ” 

1. 条 件 (公理 ) 准备 

(1) VxeR ,其 无 穷 小 令 域 记 为 N(x)，N(x)e R ，N(x) 叫 做 x 的 单子 . 

(2) Vye N(x)， 有 


a+tikt 


y= +iy, Se 

此 即 N(x) 的 复 表示 ， 以 此 将 N(x) 叫做 x 的 复 单子 . 

(3) 在 N(x) 内 , 任 二 元 素 之 间 不 能 直接 比较 大 小 ， 除 非 经 过 泛 函 映射 . 此 即 
复 单子 满足 无 序 性 . 

(4) 在 复 单 子 上 不 满足 阿 基 米 德 公 

"及 的 一 个 复 单子 结构 

以 R 为 底 空 间 ， 对 Vxe R 取 相 应 虚 轴 ( 记 为 IR,.) 为 x 对 应 的 纤维 空间 ， 再 

取 正 投影 映射 六 ， 其 逆 射 为 
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x (x)=IR, (xeR) 
则 有 “从 ” (R,IR,r) .这 时 视 纤维 1R, esIR 为 的 复 单 子 ， 即 有 
IR, = N(x) 


注意 到 1IR, 是 无 穷 小 空间 ， 它 不 与 R 同 空间 层次 ， 就 连 它 的 维 数 和 结构 特征 都 有 
待 进一步 探讨 . 目前 ， 从 数 、 理 方面 的 研究 ， 都 只 能 说 刚 开始 . 比如 ,来 自 物理 
的 超 弦 理论 预示 ， 它 的 结构 是 很 复杂 的 . 这 里 对 IR, 尚 无 力作 深入 探讨 ， 只 须 指 
出 ，IR, 是 个 深 一 层次 的 “空间 ,自然 不 青 是 介 观 意义 下 的 欧 氏 空间 了 . 因此 在 
介 观 的 欧 氏 空间 (或 说 牛顿 空间 ) 意义 下 ，RxIR 仍 只 是 一 个 一 维 空间 ,但 已 不 
只 是 空间 R ， 而 是 其 扩张 ， 所 以 我 们 说 这 时 的 “从 ” 正 是 RR 在 复数 意义 下 的 又 
一 表述 ， 亦 即 有 


(R,IR,z)= R 
如 图 11.8 所 示 ， 
IR, 
R 
by R 
11.8 


3. 复 单子 的 一 个 数学 模型 
对 vx。e R ， 有 复 单子 N(%)e R . 再 设 eeR ，s > 0 为 参 变量 , 以 xe R 为 自 
变量 ， 记 分 段 函数 


xo, |x—xo|<e,ve>0 


eua-| (11.7) 


Xx, |x-x%|> ,3 >0 
再 取 算 符 “@ ”满足 


OO*= xX O*, |x-xo|<e,ve>0 
O(X0;X)O*= 


0:1=x, |x-x,|> ,3 >0 
其 中 曲 表 * 落 在 点 元 邻 域内 . 从 而 有 模型 
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€—|X—X 1 
eos rt EE 
0 


-wl i 


A 
_ Xo O%, exp 1 pal |x-x|<e,ve>0 (11.8) 


xX, |x-x|> ,3e>0 
其 中 为 模 小 于 1 的 随机 的 参 变 量 ; 指数 函数 的 指标 


19 |_| 1 


2 2E |- 有 | 
是 `"R 从 中 一 个 截 痕 , 示意 于 图 11.9. 当 x 愈 靠近 有 % ,其 虚 性 表现 愈 强 , 加 上 的 
作用 ， 这 时 模型 (11.8) 即 表明 单子 N(m) 或 说 IR 中 多 种 特征 以 及 量子 中 的 无 规 
运动 和 多 种 特征 . 愈 近 z ， 这 些 特 征 表现 得 愈 强 . 


IR。 
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图 11.9 


由 此 看 来 ， 式 〈11.8) 能 够 较 好 地 同时 描述 单子 N(xo), Vxo eR 的 无 穷 小 和 量 
子 特征 . 特别 当 式 (11.8) 中 x 落 入 N(w)， 据 第 三 节 、 二 、1 (3) 可 知 ， 


x- 有 |=|N(xo (11” 表 量化 映射 ) 
为 同一 个 无 穷 小 量 ， 这 时 截 痕 〈 函 数值 ) 在 N(%) 内 为 无 限 高 . 


三 、 无 穷 小 认识 的 应 用 与 芝 诺 悖 论 解 释 


1. 应 用 简 述 
现在 再 回 过 头 来 看 第 二 节 、 六 中 “病态 数学 ” 例 ， 即 更 为 清晰 了 . 比如 ， 对 
于 Peano 曲线 ， 为 什么 一 方面 说 P,- 曲线 “充满 ”了 D=[0,1 ， 另 一 方面 又 说 它 
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的 维 数 不 是 2? 

原来 这 个 “充满 ” 仅 是 在 “稠密 ”或 说 “遍历 ”的 意义 下 来 说 的 . 为 说 明 这 
点 ， 先 考虑 PcD，n 充 分 大 ， 因 此， 如 图 11.10 
所 示 ， 将 D 中 第 刀 ,小 块 放大 来 看 ， 设 这 时 已 经 
过 D, ,两 次 , 任 取 一 点 xe PP 站 D,, ,及 其 在 D, ,中 
的 无 穷 小 邻 域 N(x) ， 则 记 

NOINP, ~ (a,b) 

为 一 维 的 无 穷 小 . 显然 ， 当 nn 任意 大 时 ，N(NP 
皆 只 能 为 一 个 一 维 “ 段 ”, 而 不 能 有 两 个 . 因 据 极限 


概念 ， 若 折线 间 的 距离 进入 无 穷 小 , 已 经 意味 着 图 11 10 

取 了 极限 ， 从 而 两 线 合 一 了 . 同时 根据 非 标准 分 析 | 

概念 ， 一 旦 两 线 间距 离 无 穷 小 ， 就 意味 着 重合 了 ， 所 以 在 书 一 P, 过程 中 ， 恒 有 
NO 站 PE 一 NO 站 P = (0,5) 


这 就 是 说 ， 邻 域 Co 在 万 中 是 二 维 的 ， 然 而 在 已 > P, 过 程 中 与 记 的 交 始 终 是 一 
维 的 ， 这 就 解释 了 所 谓 “ 充 满 ” 的 特有 意义 . 也 就 是 说 ,在 其 中 一 维 上 是 连续 统 ， 
在 另 一 维 上 只 是 稠密 ， 从 而 不 是 不 可 思议 的 了 . 

同样 用 无 穷 小 邻 域 概念 去 观察 其 他 极限 论 意义 下 “不 可 思议 ”的 “病态 ” 例 ， 
都 能 作出 “直观 ”的 解释 . 从 而 既 能 捍卫 病例 的 正确 性 ,又 能 解除 对 它们 的 迷 收 ， 
也 体现 出 真正 的 无 穷 小 概念 与 极限 概念 是 有 区 别 的 . 

2. 艺 诺 悖 论 的 解释 

推广 无 穷 小 邻 域 概念 并 应 用 第 五 节 动 邻 域 和 趋势 邻 域 概念 ， 可 以 对 艺 诺 悖 论 
作出 一 个 明晰 直观 的 解释 ， 它 与 非 标 准 分 析 中 内 集 论 (第 三 节 、 二 ) 作出 的 汲 口 
的 解释 是 相 容 的 . 

简单 讲 ， 艺 诺 悖 论说 “ 飞 矢 不 能 达 的 ， 静 矢 不 能 起 飞 "， 现 分 别 解释 如 下 : 

(1) 所 谓 飞 矢 不 能 达 的 . 

如 图 11.11 所 示 . 设 有 一 矢 在 实 空间 7 
上 自 飞 往 1: ， 现 飞 到 了 (i,y( 四 处 ， 速 度 
为 》， 因 此 它 必 有 非 儿 的 动 邻 域 ， 如 图 中 
nD ， 这 时 芝 诺 “导演 ”说 镜头 停止 ， 先 
来 分 析 一 下 : 矢 为 要 从 1 到 7 必 先 飞 到 4， 
为 要 自 1 至 4 必 先 到 ， 为 要 到 4 必 先 到 
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谣 ， 于 是 问题 出 来 了 . 据 第 五 节 中 分 析 知 识 知 ， 对 于 动态 系统 (, 刀 来 说 ， 它 
不 仅仅 是 7 了 上 的 问题 ， 即 使 在 动 点 y 处 也 还 有 一 个 (1,y) 空间 以 外 的 空间 一 一 运动 
时 空 ， 在 这 里 即 表 现 为 速度 ;及 其 儿 盖 域 ( 按 第 五 节 、 三 ， 应 记 为 D(y,5(7)) )， 
它 表 现在 上 点 处 即 txrD ，zD 是 D(y,6(7)) 的 投影 ( 见 图 11.11)， 因 此 影子 xD 不 
属于 了 空间 ， 它 不 受 了 空间 的 操作 ， 那 么 芝 诺 的 错误 则 是 无 视 rD 的 存在 ， 没 有 
认识 到 箭 自 至 是 个 超 7 空间 问题 ,因而 他 在 对 [, 二 作 分 割 时 ， 当 分 割 点 进入 
TD 内 即 无 效 了 ， 因 xD 是 整体 ， 是 非 了 空间 的 对 象 ， 不 接受 7 了 空间 的 分 割 . 

反 过 来 说 ， 若 wD 按 芝 诺 指 意 ， 当 分 点 进入 时，zD 只 得 缩小 《降低 速度 ) 
以 不 超过 t. 这 样 一 来 ， 实 质 上 是 说 在 i 步 ， 矢 只 能 以 4 为 目标 来 飞 ， 如 图 ， 当 i 
之 3 时 自然 更 要 减 小 速度 以 使 动 邻 域 缩小 才 行 ， 否 则 即 要 “冒进 ”犯规 . 这 一 来 
在 4 一 上 的 过 程 中 上 的 动 邻 域 zD 只 得 随 之 萎缩 至 0， 而 动 邻 域 为 0 即 意味 着 取消 
飞行 . 但 请 注意 〈 第 五 节 、 三 注 ) ， 按 动 邻 域 的 定义 ，7z 是 上 刻 飞 矢 能 独立 飞行 
的 起 码 距 离 ， 那 么 和 芝 诺 有 什么 理由 让 飞行 中 的 矢 按 他 的 指 意 将 自己 内 在 的 、 连 自 
已 也 不 能 控制 的 xD 逐 级 减 小 至 0 呢 ? 

总 之 明白 了 ， 原 来 是 芝 诺 犯 了 概念 错误 ， 即 把 一 个 实质 上 高 维 空间 问题 (或 
说 高 维 空间 “投影 ”到 低 维 空间 的 问题 ) ， 看 成 低 维 空间 内 的 问题 了 . 或 说 , 芝 诺 
没有 看 出 “ 动 ”或 “动机 制 ” 这 个 具有 额外 空间 实质 的 “幽灵 "， 被 捉弄 了 . 

(2) 所 谓 静 矢 不 能 起 飞 . 

此 意 是 说 对 于 静 矢 ， 即 使 给 它 张 上 满 弓 也 不 能 将 它 射出 去 . 然而 这 时 它 正好 
违背 了 第 五 节 、 三 中 D(x,6(w)) 的 情形 . 因 这 时 矢 同 样 有 个 动 邻 域 ， 具 体 叫 做 “ 趋 
势 邻 域 ", 其 定义 是 一 旦 让 其 运动 , 它 将 能 独立 地 (内 在 的 ) 运行 一 定 距 离 . 因此 ， 
这 时 不 允许 “ 芝 诺 分 割 ” 无 限 进行 下 去 ， 否 则 当 分 割 到 趋势 邻 域 时 ， 则 是 对 矢 的 
外 加 限制 ， 破 坏 了 基本 公理 ,违背 了 前 提 条 件 ， 因 而 不 届 一 驳 . 或 者 说 ， 完 全 按 
(1) 理 即 可 破 之 ， 此 上 略 . 

注 : 内 集 论 (第 三 节 、 二 ) 对 芝 诺 悖 论 的 解释 大 意 是 ， 它 经 过 诸如 实体 、 内 
集 、&- 分 块 等 多 层 概 念 的 引入 ,终于 得 出 RR 是 个 所 谓 “*- 有 限 集 "， 从 而 说 明 在 
此 “有 限 ” 意 义 下 ,“ 芝 诺 分 割 ” 不 可 能 无 限 进行 下 去 . 这 与 本 节 的 “ 动 令 域 存在 ， 
不 允许 任意 分 割 下 去 ”具有 同一 实质 ,但 后 者 更 为 直观 ， 辟 因 引 入 了 “ 动 ” 机 制 、 
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第 十 二 章 ”数学 的 二 象 机 制 揭示 


在 第 四 章 ， 特 别 是 其 第 四 节 专 门 介绍 了 “二 象 系统 ”中 有 关 的 基本 概念 ， 并 
在 此 后 的 各 章 叙 述 中 ， 一 直 带 着 “二 象 系统 ”意识 . 那么， 本 章 即 要 在 此 基础 上 
汇总 性 地 作 一 综述 ， 以 揭示 出 整个 数学 这 棵 参天 大 树 从 主干 到 各 个 枝 端 都 深刻 而 
内 在 地 、 本 质地 存在 着 一 种 共同 的 、 基 本 的 “二 象 机 制 “， 

所 谓 “ 机 制 ” 系 指 (研究 对 象 的 ) 一 种 “内 在 动力 ， 系 本 原 性 问题 . 由 于 这 
种 机 制 的 扬 示 不 是 个 数理 逻辑 的 推 证 问题 ， 因 此 只 能 用 观察 、 举 例 、 归 纳 的 方式 
作 思 闪 性 认识 . 

下 面 将 (归纳 前 面 述 及 内 容 ) 指出 从 数学 中 的 数 系 、 函 数 空间 到 数学 模型 都 
根本 性 地 存在 着 这 种 “二 象 ” 机 制 . 特别 还 据 此 “二 和 象 ” 观 揭示 出 函数 中 参数 及 
参数 空间 的 本 质 ; 指出 极限 论 存 在 的 “局 限 性 ”等 . 最 后 提出 一 个 “猜想 ， 作 为 
“数学 基础 ”根本 任务 的 实 轴 结 构 (连续 统 ) 认识 ,其 困难 的 关键 仍 在 于 实 轴 的 “二 
象 ”结构 机 制 未 得 到 正面 的 承认 . 

如 果 数 学 能 正视 其 “二 象 ”实质 并 提升 到 思想 理念 上 来 ,有 意识 地 从 “二 象 ” 
角度 去 促进 数学 开发 ， 将 是 十 分 有 益 的 . 

我 们 之 所 以 放 到 这 最 后 部 分 来 叙述 ， 是 因为 这 时 所 谈 到 的 各 个 方面 内 容 都 是 
大 家 熟悉 的 了 . 也 因为 是 大 家 熟悉 的 , 所 以 用 不 着 更 多 解释 而 可 以 说 得 简单 一 些 ， 
因此 本 章 规模 并 不 大 . 

之 所 以 作为 一 章 来 叙述 ， 一 是 因为 其 内 容 的 重要 性 ， 二 是 因为 其 内 容 的 独立 
性 . 由 于 本 章 规 模 小 ， 将 不 再 分 节 而 只 作为 八 个 大 段 来 述 出 . 


一 、 二 象 系统 论 简 顾 


为 了 本 章 内 容 的 完整 性 ， 也 鉴于 第 四 章 第 四 节令 述 已 较 详 细 ， 这 里 只 需 简 述 
且 将 〈 相 对 于 彼 处 ) 采用 另 一 种 方式 来 叙述 . 读者 既 可 以 仅 此 读 下 去 ， 又 可 以 与 
第 四 章 作 出 比较 ， 以 对 二 象 论 得 到 进一步 理解 . 


1. 基本 概念 
客观 世界 任 一 “对 象 " ， 只 要 承认 (或 关心 ) 它 的 内 容 ， 它 就 是 一 个 “系统 ”， 
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仅 当 把 它 作 为 “质点 ”看 待 时 才 不 是 系统 . 因此 说 系统 概念 是 最 为 广泛 的 . 探讨 
通 有 系统 共同 规律 的 科学 叫做 “系统 科学 ”. 

具体 说 ， 任 一 系统 都 是 由 具有 同 生 同 灭 、 互 相 印 证 、 互 为 生存 条 件 的 “ 虚 、 
实 (或 叫 软 、 硬 )” 两 个 方面 构成 的 . 分 别 将 此 “ 虚 、 实 ”两 个 方面 叫做 “ 虚 象 ” 
和 “ 实 象 ”， 又 叫做 虚空 间 和 实 空间 . 当 从 这 一 “ 虚 、 实 ”二 象 角度 去 考察 系统 时 
把 该 系统 叫做 “二 象 系 统 ”， 把 这 一 理论 叫做 “二 象 系 统 论 ”. 

借 此 “二 象 ”思想 可 使 一 般 系 统 概念 得 以 深化 ,叙述 为 : 当 一 个 元 素 组 (XX) 
存在 共同 目标 (7), 且 围 绕 着 目标 了 而 发 生 着 关系 (F) 时 , 此 “三 元 组 ”(Y; ,天 ) 
成 为 一 个 系统 . 

对 于 同一 系统 〈$) 可 有 两 种 描述 方式 : 

一 种 是 集合 式 〈 又 叫 空间 式 ) : 


S=(7;X,F) 或 =(XX) 


后 者 是 二 象 空间 式 〈 和 表 实 象 专 的 虚 象 ) . 
另 一 种 是 分 析 式 (又 叫 函 数 式 ): 


p=/(x,a), yeY, xe¥, aexX’ 


二 象 ”概念 只 是 一 般 系统 的 基本 结构 形式 ， 对 于 一 个 复杂 系统 往往 是 
gf ye 的 二 象 结构 构成 的 “复合 二 象 ”结构 . 

2. 基本 性 质 

“二 象 系统 概念 既 表 明了 “二 象 ”结构 是 客观 世界 的 一 种 普遍 而 基本 的 存在 ， 
也 预示 着 “二 象 ”理论 是 个 相当 宽阔 的 研究 领域 . 比如 ， 它 的 如 下 诸 性 质 就 是 一 
些 值 得 深入 探索 的 领域 : 

性 质 1 ”相对 说 来 ， 虚 象 空间 与 实 象 空间 之 间 无 一 一 对 应 关系 . 虚空 间 每 个 元 
素 都 是 相应 实 空间 的 一 个 整体 映射 (一 种 抽象 ), 或 说 是 实 象 的 一 个 具有 泛 函 特征 
的 映射 . 

换 句 话说 ,二 象 间 具有 空间 实质 的 (层次 ) 差异， 比如 当 实 象 属 物 质 空间 时 ， 
其 虚 象 则 可 以 是 函数 空间 .、“ 对 偶 空间 ““ 超 空间 ”或 至 少 是 具 一 定 抽象 性 的 空间 . 

性 质 2 ” 虚 、 实 二 象 间 总 处 于 既 对 立 又 统一 或 既 竞 争 又 合作 的 状态 , 叫做 “对 

统一 ”性 或 “对 偶 ” 性 . 

性 质 3 虚 、 实 二 象 间 具 有 “互补 ”性 ， 即 双方 是 互相 匹配 的 ， 任 何 一 方 都 不 
能 缺失 或 缺乏 ， 百 则 系统 是 “ 破 缺 ”的 . 

性 质 4 虚 、 实 二 象 间 具有 “互动 ”性 ， 即 任 一 象 的 “改变 ”都 将 内 在 地 引 
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起 其 对 偶 象 作 相应 改变 . 这 种 “改变 ” 源 可 以 来 自 内 在 〈 如 动力 系统 的 初始 条 件 
或 “遗传 基因 ”等 ) ， 也 可 来 自 外 在 〈 如 管理 控制 、 随 机 干扰 、 非 随机 干扰 〈 持 续 
性 干扰 作用 ) 等 ) . 

性 质 5 虚 、 实 二 象 间 及 其 “对 立 性 、 统 一 性 ” 间 和 皆 具 有 一 定 的 比例 关系 ， 
且 其 比例 值 皆 具有 一 定 的 “柔性 ”. 比如 ， 以 “对 立 、 统 一 ”性 为 例 ， 即 可 形式 
地 记 为 

对 立 : 统一 =a :b= 二 re(l-6,1+0) 


正 数 5 适当 小 . r 的 这 一 适度 可 变性 叫做 系统 的 “柔性 ”. 

注 : ( 1 ) 注意 到 这 里 诸 性 质 在 第 四 章 第 四 节 是 出 现在 系统 定义 之 中 ， 那 是 以 
“公理 ”的 形式 出 现 的 , 无 须 证 明 . 而 在 这 里 则 是 以 “定理 ”的 形式 出 现 的 ,需要 
证 明 (当然 ， 也 可 以 作为 “定律 ”来 叙述 ， 则 只 需 观察 说 明 即 可 ) 我 们 猜测 它们 
都 是 可 以 作为 定理 来 证 明 的 ， 其 至 可 能 开发 出 深刻 的 理论 领地 来 

(2) 在 “二 和 象 系统 论 ”中 对 于 上 述 诸 性 质 ， 随 着 叙述 方式 的 不 同 ， 还 可 以 在 
不 同 的 规范 格式 下 作 研 究 ， 比 如， 可 有 “定性 语言 ”和 “定量 语言 ”两 种 不 同 的 
叙述 方式 显然， 前 者 只 能 用 于 定性 的 、 思 闪 式 研究 . 要 做 定量 分 析 则 必须 用 “ 定 
量 语 言 ” 或 说 必须 叙述 成 “定量 ”的 或 叫 “ 形 式 化 ”的 . 以 上 叙述 方式 只 能 说 是 
“定性 ”的 . 

亦 如 科学 的 一 种 共识 ,， “任何 理论 ， 其 思想 在 前 人 那里 都 能 找到 踪迹 ”， 二 象 
系统 论 也 不 例外 . 事实 上 ， 可 以 说 在 几乎 所 有 科学 中 对 此 都 有 所 研究 ， 只 是 彼此 
的 角度 不 同 、 层 次 不 同 ， 且 相互 处 于 孤立 、 平 行 、 零 散 的 甚至 是 “无 意识 ”的 状 
态 罢了 . 比如 ， 在 物理 学 中 有 以 光子 的 “ 波 、 粒 二 象 ”为 发 端的 研究 ( 注 : 尽管 
是 物理 学 家 首先 认识 到 “二 象 ” 机 制 ， 但 似乎 现代 微观 物理 前 沿 的 争论 仍 属 ( 深 
一 层 ) “二 象 ” 之 争 ， 可见 ,“ 二 象 ”意识 还 有 待 形成 . ); 哲学 中 有 以 “对 立 统 一 ” 
为 中 心 的 辨证 论 研 究 ; 东方 哲学 中 有 太极 图 “阴阳 论 ” 研 究 等 的 研究 . 

特别 在 数学 中 体现 得 更 为 深刻 , 这 也 正 是 本 章 所 要 论述 的 . 其 实 也 不 难 理解 ， 
这 是 因为 〈 以 二 象 结构 作为 基本 特征 的 ) 客观 世界 原本 就 是 数学 的 背景 空间 的 
缘故 . 

当 我 们 树立 起 “二 象 论 ” 理 念 后 再 来 看 既 有 的 数学 时 ， 就 会 有 一 种 居高临下 
的 感觉 不 管 是 从 数 的 角度 、 空 间 角度 、 函 数 结构 角度 ， 还 是 从 数 轴 结 构 角 度 来 
看 ， 都 是 如 此 . 比如 ， 这 时 当 看 到 既 有 的 数学 多 是 建立 在 实 象 (比如 实 域 、 实 空 
间 ) 上 时 ， 就 能 对 它 有 了 一 种 更 为 深刻 的 理解 了 . 

具体 说 ， 本 章 将 首先 从 数 ( 数 系 ， 见 “二 ”) 与 形 (空间 ， 见 “三 ”) 及 其 结 
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合 (函数 ， 见 “四 ”) 等 几 个 大 的 方面 去 揭示 数学 的 “二 象 ” 机制， 然后 从 数学 最 
为 根本 的 “数学 基础 ”一 一 实 轴 结构 探索 中 去 认识 这 一 “二 象 ”机 制 〈 见 “五 、 
六 ”)， 依 次 叙述 如 下 . 


二 、 数 系 的 “二 象 ”性 


1. 复数 域 的 “完备 ”性 与 “二 象 ” 性 

已 知 , 复数 是 由 虚 、 实 “二 部 ”构成 的 “ 数 ”， 却 因此 能 构成 颇具 威力 的 “ 完 
备 ” 数 系 . 原来 其 机 理 正 在 于 ， 它 的 “二 部 ”正好 从 数 的 角度 反映 出 了 客观 世界 
(在 一 定 层次 上 ) 的 一 种 “二 象 ” 机制. 这 时 (在 数 的 意义 下 ) 许多 在 实 域 ( 单 象 ) 
中 难以 解决 的 问题 拿 到 “ 复 域 ”中 去 即 可 解决 了 . 远 的 比如 欧 拉 公 式 的 证 明 、 代 
数 基本 定理 的 证 明 以 及 傅立叶 级 数 、 闵 可 夫 斯 基 空 间 的 效力 等 ， 近 的 比如 2006 
年 菲 尔 兹 奖 得 主 之 一 的 W: 沃 纳 解释 物质 “临界 状态 ”的 成 功 等 ， 都 在 于 纳入 了 
“ 复 域 ”的 结果 ， 以 致 理论 物理 学 也 说 “上 世纪 理论 物理 的 伟大 发 现 是 复 平面 ”. 


2. 复数 中 “ 实 部 、 虚 部 ”对 应 着 运动 的 “平移 、 旋 转 ” 实 质 


首先 说 , 这 一 特征 正好 使 得 复数 对 应 着 客观 世界 中 “完全 运动 ”( 平 移 加 旋转 ) 
实质 ， 对 此 ， 在 “二 象 系统 论 ” 意 义 下 〈 虚 实 二 象 是 客观 世界 的 基本 存在 ) 即 不 
难 理解 了 . 

同时 ， 在 二 象 系统 论 意义 下 还 揭示 出 ，“ 旋 转 ”相对 于 “平移 ”来 是 个 具有 空 
间 实 质 性 差异 的 改变 ， 这 点 是 非 同 小 可 的 ， 它 预示 着 旋转 意义 下 存在 着 更 为 深刻 
的 理论 ， 值 得 去 探索 的确， 比如 相对 论 时 空中 的 时 间 维 即 表明 了 这 点 〈 仅 说 时 
间 具 有 物质 性 、 也 是 一 维 空间 等 还 不 够 ， 还 应 该 看 到 它 特有 的 空间 旋转 性 实质 ). 

3.“ 二 元 数 系 ( Abel)” 理 论 反映 的 “二 象 ”性 

“复数 ” 系 所 体现 的 还 只 是 在 数 域 上 的 威力 ，Abel 更 将 其 推广 到 了 一 般 元 素 
的 “二 元 数 系 (%, 力 ”情形 (这 时 二 元 可 以 是 一 般 对 象 ， 数 只 是 其 特例 ， 但 是 
二 元 间 必 是 虚实 关系 , 绝 非 二 维 向 量 中 两 个 分 景 间 的 “平等 ”关系 ). 同时 ， 还 证 
明了 所 有 二 元 以 上 的 “x 元 数 系 ”中 仅 存在 四 元 数 系 ， 且 其 功能 已 十 分 有 限 了 . 

那么 ， 在 二 象 系统 论 意义 下 已 能 理解 ， 那 是 因为 客观 世界 的 基本 存在 是 “二 
象 ”的 缘故 ， 反 之 也 可 以 说 ，Abel 理论 也 是 对 “二 象 系统 论 ”的 一 种 支持 ， 

总 之 ， 上 述 事实 表明 ， 复 数 系 、 超 复数 系 中 乃至 广义 超 复 数 系 中 都 基本 地 存 
在 着 这 种 “二 象 ”实质 ， 并 非 偶然 
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三 、 数 学 空间 的 “二 象 ”性 

这 里 “空间 ”有 三 层 意思 : @ 是 对 直观 意义 下 的 “ 欧 氏 空间 "， 一 方面 由 于 
这 时 (在 坐标 意义 下 ) 数 与 形 的 结合 已 达 等 价 地 步 ， 所 以 其 “ 形 〈 欧 空 )” 的 “一 
象 ”实质 可 在 “二 ”中 得 到 理解 ， 另 一 方面 ， 欧 氏 空间 情形 可 作为 @ 的 特例 去 得 
到 认识 . @ 是 函数 意义 下 的 “抽象 空间 "， 这 是 本 段 的 重点 ， 着 重 就 抽象 空间 中 
对 侦 空间 的 “二 象 ”性 作 一 观察 ，@ 是 超越 意义 下 的 “深层 次 空间 ”， 也 是 相对 
于 介 观 空间 来 说 的 深层 次 对 象 的 “二 象 ”结构 讨论 ， 留 到 “五 、 六 ” 段 ， 

1. 关于 对 偶 空 间 反 映 出 的 “二 象 ”性 

首先 说 , 关于 “对 偶 " 可 有 两 个 含义 : 一 个 是 指 空间 的 “对 偶 ”( 又 叫 “ 共 思 ”)， 
即 两 个 不 同 层次 的 (或 说 具有 实质 差异 的 ) 集合 间 的 关系 ; 另 一 个 是 指 机 制 上 的 
“对 偶 "， 即 既 对 立 又 统一 的 关系 . 

在 数学 中 多 是 指 前 一 种 〈 空 间 的 ) “对 个 "， 且 即使 在 这 一 意义 下 仍 〈 在 多 个 
学 科 中 ) 存在 着 多 种 对 偶 或 共 元 概念 (从 这 点 也 能 说 明 数 学 中 普遍 地 存在 着 “二 
象 ” 机制 ) 

比如 ， 车 记 线性 空间 为 X， 则 其 对 侦 空间 为 X"， 


六 "=L(X,K) (XX 的 系数 取 上 自 数 域 K 的 所 有 线性 泛 函 ) 


这 时 容易 根据 “一 ”中 性 质 1 ~5 检验 出 夭 XX' 之 间 是 典型 的 “二 象 ”关系 . 
又 如 ， 对 于 一 般 线 性 函数 〈 线 性 系统 ) 


y=ux)=aX GD + ta Xx, =<a,xX>, xXxEX, aeX' (12.1) 


也 可 看 出 和 % 六 "之 间 的 对 偶 空 间 关 系 . 同时 , 这 里 所 记 ae X"( 表 线性 泛 函 值 集 )， 
其 含义 也 是 深刻 的 ， 因 为 它 也 是 所 谓 “Riesz 表示 定理 ”思想 的 一 种 体现 ， 却 也 是 
“二 象 ”性 在 线性 函数 中 的 体现 . 

特别 地 , 当 把 半 的 对 偶 空 间 (线性 泛 函 值 集 ) "投影 到 实 轴 ( 记 为 Kk) 上 时 ， 
式 〈12.1) 就 成 为 线性 空间 中 一 个 基本 表达 式 . 换 句 话说 ,线性 空间 无 非 “加 群 ” 
与 “二 象 ”关系 的 结合 . 

又 ， 悉 知 群 、 环 、 域 只 是 些 纯 集 合 〈 纯 实 象 〈 单 象 )) 上 的 运算 ， 所 以 其 内 涵 
和 机 制 较 弱 , 相对 说 来 ,比如 模 、 体 、 代 数 、 线 性 空间 等 的 运算 机 制 则 具有 了 “二 
象 ”结构 ， 所 以 其 内 涵 十 分 丰富 ， 能 生发 出 空间 来 . 

从 这 一 意义 即 可 说 ， 诸 如 度量 空间 、Banach 空间 、 乘 积 空间 、 Hilbert 空间 
等 ,无 非 是 其 “二 象 ”机 制 的 更 加 深化 、 精 细 化 表现 罢了 . 包括 张 量 分 析 中 协 变 
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张 量 与 逆 变 张 量 间 (在 多 重 线性 泛 函 意义 下 ) 在 内 的 对 偶 关 系 ， 仍 然 是 个 典型 的 
“二 象 ”关系 . 

2. 上 述 讨 论 中 的 “线性 ”条 件 并 非 实质 性 的 

这 就 是 说 , 在 既 有 的 数学 中 , 一 般 用 到 “线性 ”条 件 的 地 方 往往 只 是 为 其 漂 
亮 ”结论 的 需要 . 一 方面 应 当 承认 ， 当 其 结论 被 推广 性 应 用 或 被 广义 化 后 ， 其 线 
性 条 件 往往 是 可 以 去 掉 的 . 同时 亦 当 看 到 ， 当 其 将 数学 结论 上 升 成 思想 (定性 化 ) 
后 ， 一 般 也 不 必 强 调 其 线性 性 了 . 

总 之 ， 从 思想 上 来 说 “线性 ”条 件 往 往 是 可 以 突破 的 、 可 以 推广 的 . 反 过 来 ， 
所 谓 “ 非 线性 ”也 是 以 “线性 ”为 特例 的 . 

比如 对 于 式 〈1) ， 从 思想 上 即 可 一 般 地 表述 为 ， 对 任 一 客观 系统 空间 【〈 仍 记 
为 X) 丝 有 其 对 侦 空 间 X"(X 的 所 有 泛 函 ( 式 或 值 ) 之 集 )， 对 应 到 实践 中 ， 比 如 
任 一 客观 系统 及 其 属性 空间 的 关系 乃至 经 济 学 中 商品 经 济 与 金融 经 济 的 关系 ， 皆 
典型 地 满足 于 这 里 于 与 XX 的 (不 只 限制 于 线性 空间 的 ) 二 象 关 系 . 

事实 上 不 难 理解 ， 既 然 数 学 的 背景 空间 是 客观 世界 ， 而 真正 的 客观 世界 总 是 
非 线性 的 (线性 往往 是 近似 、 是 简化 的 结果 )， 所 以 即使 数学 (目前 能 力 ) 只 达到 
线性 ， 我 们 的 思想 也 不 应 该 止步 于 线性 . 

3. 系统 空间 与 数学 的 “二 象 ”性 

将 再 次 看 到 (“四 ，1”) 任 一 数学 模型 都 是 个 典型 系统 ; 而 任 一 系统 5S 皆 有 个 
由 其 虚实 ( 象 ) 空 间 构 成 的 “完全 空间 ”(5=(X, 关 )),， 又 叫 “ 完 全 系统 ”. 由 此 
足见 ， 数 学 中 空间 的 多 层次 性 及 层次 间 的 “二 象 ” 性 . 例如 ， 度 量 空间 、 乘 积 空 
间 之 类 函数 空间 就 是 由 两 个 相互 对 偶 的 空间 构成 的 “二 象 ”结构 . 特别 地 ， 比 如 
控制 论 、 博 弈 论 〈 属 双边 控制 型 ) 等 数学 分 支 ， 也 是 系统 虚实 空间 之 间 的 互动 过 
程 ， 因 此 也 是 数学 空间 中 的 “二 象 ”性 表现 . 


四 、 一 般 函 数 中 的 “二 象 ” 性 


1. 关于 函数 中 参 变量 的 实质 
皆 知 ， 任 何 函 数 形式 的 数学 模型 都 有 其 参 变 量 (至少 是 具体 取 定 的 参 变数 )， 
并 且 在 数学 中 专门 针对 参 变量 作 分 析 的 内 容 和 成 果 都 不 少 . 比如 突变 论 、 动 力 系 
统 状态 空间 讨论 、 常 微分 方术 几何 理论 、 张 量 分 析 中 逆 变 张 量 的 讨论 乃至 控制 论 
等 ， 都 具有 讨论 参 变量 的 特征 . 
但 若 要 问 ， 模 型 中 参 变量 及 参 变量 空间 的 实质 是 什么 ? 数学 中 并 没有 给 出 正 
面 的 回答 . 不 过 笔者 认为 回答 这 一 问题 不 应 该 是 数学 的 任务 , 而 应 该 是 系统 科学 的 
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任务 . 
那么 “二 象 系统 论 ” 则 是 从 二 象 系统 角度 完全 回答 了 这 一 问题 , 从 而 也 进 一 
步 显 示 出 “二 象 ”机 制 正 深刻 地 存在 于 整个 数学 中 . 为 进一步 揭示 函数 的 二 象 性 ， 
再 看 系统 定义 : 
2. 再 说 系统 的 一 般 定义 
在 “一 、1” 中 界定 一 个 一 般 系统 的 基本 思想 : 
如 果 把 一 个 (通常 意义 下 所 说 ) 系统 涉及 的 整个 领域 叫做 完全 系统 ( 记 为 5)， 
则 5 是 一 个 如 下 的 “空间 三 元 组 ”: 
S=( 目 标 空间 ; 元 素 空 间 ， 关 系 空间 )~(Y;X,X") (12.2) 
这 时 不 难 根据 “二 象 ”定义 或 其 性 质 1~6 验 知 ， 其 中 XX 与 X' 之 间 就 是 一 种 “二 
象 ”关系 . 至 于 式 中 分 号 “;” 左 侧 Y, 式 中 “=” 号 表明 ， 它 是 与 右 侧 一 一 “二 
象 ” 结 构 等 同 的 . 
进一步 ， 通 常 所 说 “系统 ” 则 是 一 个 如 下 的 “一 般 三 元 组 ”( 记 为 s): 
$=( 目 标 ; 元 素 ， 关系 )~~(y ;x, 下) (12.3) 
解释 为 “元素 zx 为 着 共同 的 目标 上》 而 发 生 着 关系 Fr". 易 看 出 式 (12.3) 与 式 (12.2) 
有 关系 : 


yeY,. xeX， FeX' ,或 即 seS 

特别 地 ， 所 谓 对 (客观 ) 系统 建 模 , 实际 上 是 将 系统 (12.3)“ 形 式 化 ”为 函数 式 : 

y= /f(x,a), xeX, aeX' (12.4) 

可 见 ， 数学 中 一 般 函 数 式 都 是 个 典型 的 系统 ， 反 之 亦 然 . 但 须 注 意 ， 这 时 数 

学 模型 (12.4) 与 (表示 真实 客观 系统 的 ) 集合 形式 (12.3) 或 式 (12.2) 的 关系 

是 映射 像 与 原 像 的 关系 ; 是 技术 实现 与 客观 存在 的 关系 ， 这 是 因为 数学 模型 具有 

近似 性 ,这 种 近似 性 是 由 技术 处 理 造 成 的 . 这 一 技术 处 理 在 这 里 即 表现 为 式 (12.3) 

中 关系 严 在 式 (12.4) 中 成 为 表示 宏观 结构 的 关系 f(-) (以 下 记 为 f) 和 表示 微 
观 关系 的 系数 a ， 即 有 

F={/f,a} 


其 实 还 应 该 看 到 ， 这 时 式 (12.4) 中 的 了 和 X'* 已 ( 随 建 模 过 程 而 ) 被 界定 ， 因 此 
也 只 是 “近似 ”的 了 ， 只 是 这 里 没有 (也 不 必 ) 区 别 表 出 . 
那么 ， 这 时 函数 中 参数 的 实质 即 可 得 到 解释 了 ( 见 下 段 ). 
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3. 参 变 量 空间 即 系统 的 虚 象 

由 形式 系统 (12.4) 与 客观 系统 (12.3) (或 〈12.2)) 的 关系 即 知 ， 首 先 ， 形 
式 系统 (12.4) 的 左右 两 端 由 “二 ”表明 ， 它 们 是 等 同 的 ， 因 此 只 需 看 (如 ) 右 
端 即 可 . 这 时 , 式 (12.4) 表明 ,在 同一 目标 下 ， 当 元 素 间 宏观 结构 了 确定 ， 则 
自 变 量 与 参 变量 之 间 即 表现 为 一 种 狭义 的 实 象 与 虚 象 关系 了 . 

又 ， 由 于 同一 系统 即使 在 同一 目标 y 下 ， 其 数学 模型 也 非 唯 一 ， 这 时 随 的 
不 同 选择 ( 记 为 4), 式 (12.4) 中 总 丰 也 将 不 同 〈 记 为 万 , 丰 )， 则 易 证 当 取 其 
并 时 ( 仍 记 为 了 ,XX" )， 有 

X=UX,, X=UX 


这 时 的 所 ( 实 象 )、X"”( 虚 象 ) 即 典 型 地 表现 为 (客观 系统 ) 自 变 量 空间 〈 实 象 ) 
与 参 变量 空间 ( 虚 象 ) 之 间 的 关系 了 . 

也 就 是 说 ， 一般 函数 丝 本 质地 具备 着 客观 系统 的 “二 象 ” 机 制 ， 同 时 也 揭示 
出 一 般 函 数 中 参 变量 的 虚 象 实质 以 及 参 变量 与 自 变量 之 间 的 本 质 差异 . 


五 、“ 几 何 点 ”的 “二 象 ” 结 构 


共识 ， 数 学 的 根基 在 于 对 实 轴 结 构 的 本 质 认识 ， 其 根本 就 是 “几何 点 ”的 本 
质 探 讨 问题 . 

1. 应 该 从 一 个 新 的 层次 上 去 认识 几何 点 

在 今天 ， 从 更 深层 次 终于 能 看 出 ， 过 去 认为 几何 点 是 “没有 大 小 只 有 位 置 ” 
的 “点 ”观念 是 有 局 限 性 的 ， 值 得 再 度 审 视 . 

简单 说 ， 那 只 是 一 种 直观 意识 下 的 认识 . 过 去 ， 它 原则 上 只 在 处 理 以 介 观 空 
间作 为 背景 空间 的 对 象 时 〈 包 括 微 积 分 学 及 其 极限 论 ， 见 “4 ) 尚 能 过 得 去 ， 但 
在 “基础 数学 ”中 需要 本 质地 认识 实 轴 结 构 时 即 显 出 局 限 性 了 . 

尽管 说 这 时 仍 不 能 肯定 问题 一 定 出 在 “几何 点 ”概念 上 ， 但 近 现 代 以 来 的 科 
学 ， 包 括 物理 学 和 数学 本 身 产生 的 系列 (如 下 2、3、4) 实事 ， 不 能 不 启发 我 们 
对 它 产 生 质 疑 . 当然 ， 这 也 是 站 在 “二 象 系统 论 ” 角 度 对 它 提出 的 质疑 . 


2. 来 自 物理 学 的 启示 


如 果 承 认 实 轴 结 构 是 等 价 于 客观 世界 一 维 物质 根本 结构 的 (这 里 所 谓 “ 客 观 
世界 ” 系 指 大 自然 的 本 原 而 不 只 是 目前 物理 学 认识 到 的 这 些 ), 那么 目前 物理 学 对 
物理 空间 微观 世界 的 探索 及 其 成 果 ， 对 “数学 基础 ”直接 (或 说 正面 ) 地 探索 实 
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轴 结 构 (而 不 仅仅 是 通过 极限 去 探索 ) 是 颇具 启发 意义 和 借鉴 意义 的 .比如 ， 微 
观 物理 学 表明 : 

(1) 任何 粒子 都 具有 ( 波 、 粒 )“ 二 象 ” 性， 并 且 随 着 考察 对 象 的 逐步 增 大 ， 
其 “二 象 ”性 仍然 存在 ， 只 是 这 时 的 “ 粒 ” 性 将 逐步 增 大 而 “ 波 ” 性 在 相对 缩小 
罢了 . 那么 ， 再 将 粒子 继续 减 小 直至 “几何 点 ”时 ， 其 “二 象 ” 性 又 将 如 何 呢 ? 
鉴于 物质 由 宏 至 微 的 整个 过 程 中 都 保持 了 “二 象 ” 性 且 波 性 权重 在 加 强 ， 则 用 极 
限 思维 (这 时 是 可 以 的 ) 可 知 ， 当 物质 〈 粒 ) 缩小 到 几何 点 时 〔( 亦 即 极限 点 时 ) 
仍 应 有 其 “ 波 ” 象 存在 ， 它 既是 该 几何 点 的 无 穷 小 邻 域 ， 又 与 该 几何 点 的 “ 粒 ” 
性 (实在 性 ) 具有 质 的 差异 . 

(2) 物理 学 表明 ， 物 质 的 空间 结构 愈 到 微观 ， 其 空间 特征 〈 比 如 空间 维 数 ， 
甚至 逻辑 特征 等 ) 您 要 改变 . 比如 ， 现 代 微 观 物理 学 中 所 谓 D- 膜 、K- 腊 和 卡 西 尔 
效应 、 黑 洞 本 质 等 ， 其 实 都 是 “二 象 ”实质 的 反映 ， 帮 至 “ 弦 论 ”揭示 出 的 “11 
维 空间 ”实质 上 也 是 “二 象 ”空间 的 一 种 技术 性 体现 . 这 些 都 启示 我 们 ， 由 于 实 
轴 的 微观 相当 于 一 维 物质 空间 的 微观 ， 因 此 实 轴 的 微观 结构 表现 出 “复杂 性 ”也 
是 可 理解 的 . 比如 这 时 ， 在 实 轴 的 “微观 ”上 ， 其 空间 特征 及 其 逻辑 特征 都 可 能 
有 改变 ， 这 时 即 不 能 继续 用 介 观 世界 的 实数 度量 观 去 理解 深层 的 实 轴 结 构 了 . 

3 . 再 谈 非 标准 分 析 的 突破 

悉 知 (第 十 一 章 第 三 节 ) ， 非 标准 分 析 的 关键 突破 在 于 其 “和 鲁 轴 ”模型 
“R={(x):xe RR 及 其 中 的 “单子 ”(x) 概 念 的 引入 . 

首先 看 到 单子 (x) 是 个 以 几何 点 x 为 实 象 、 空 心 单子 (x)\x 为 虚 象 的 一 个 二 象 
结构 . 这 是 超 乎 人 们 直观 的 ， 是 对 传统 几何 点 概念 的 来 自 “空间 意识 ”上 的 “二 
象 ”突破 . 相信 初 见 于 此 的 人 ， 无 不 为 这 一 “单子 ”所 有 吸引， 尽管 鲁 演进 是 以 定 
义 (公理) 形式 给 出 的 ， 不便 ( 也 无 须 ) 追究 其 思想 渊源 ， 但 通过 对 实 轴 结 构 作 
一 恤 思 索 而 略 有 所 悟 之 后 ， 则 无 不 为 鲁 氏 的 深 疼 思想 所 触动 . 

进一步 问 ， 为 什么 由 “单子 ”生成 的 非 标准 分 析 能 “顺便 ”地 重建 起 微 积分 
学 而 且 还 能 〈 比 极限 论 ) 走 得 更 远 ? 显然 ， 这 正 说 明 突 破 传统 几何 点 概念 的 “ 单 
子 ”概念 不 仅 具 有 正确 性 而 且 来 得 更 为 深刻 ， 因 此 它 的 意义 不 只 在 于 〈 介 观 意义 
下 的 ) 既 有 理论 和 成 果 . 

此 外 ， 作 为 非 标准 分 析 新 分 支 (E. Nelson 创立 ) 的 “内 集 论 ”之 所 以 在 破解 
世 诺 悖 论 上 获得 成 功 ,也 在 于 最 终 把 问题 化 归 为 “类 单子 (内 集 )” 情 形 而 成 . 可 
见 具 有 二 象 结 构 的 “单子 ”概念 是 何等 基本 . 这 自然 也 是 对 (遭遇 现代 困惑 的 ) 
数学 及 其 “几何 点 ”的 古典 概念 一 种 新 的 启发 . 
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4. 极限 论 对 “无 穷 小 ”认识 的 不 足 

已 知 ， 极 限 论 在 黄 定 微 积 分 理论 上 起 到 了 决定 性 作用 ， 似 乎 它 已 经 完全 解决 
了 人 们 对 “无 穷 小 ”等 微观 结构 的 认识 问题 ， 但 在 进一步 用 到 实 轴 微观 结构 的 探 
索 时 ， 即 无 效 了 (甚至 产生 诸如 Peano 映射 、“ 点 点 连续 点 点 不 可 导 ” 之 类 玄 迹 ) . 
为 什么 ? 

现在 已 不 难看 到 , 原因 仅 在 于 极限 过 程 是 凭借 有 限 形式 下 的 变化 趋势 (规律 ) 
“ 跳 ” 到 极限 点 上 去 的 ,而 它 所 “ 跳 ” 过 的 部 分 正 是 极限 点 的 无 穷 小 邻 域 ,因此 极 
限 论 实 际 上 只 是 从 介 观 意义 上 对 无 穷 小 作出 的 一 个 方面 的 甚至 是 较为 肤浅 的 一 种 
直观 认识 ， 更 谈 不 上 对 无 穷 小 的 全 面 认 识 了 . 

然而 对 实 轴 结构 认识 〈 或 说 连续 统 认 识 ) 的 关键 在 于 对 实数 (几何 点 ) 作 全 
面 认 识 、 本 质 认识 、 正 确认 识 ， 而 不 容许 “瞎子 摸 大 象 ” 式 地 认识 . 

这 时 对 传统 的 “几何 点 ”概念 即 提出 了 质疑 和 挑战 . 

非 标准 分 析 已 表明 ， 一 个 完全 的 几何 点 概念 还 少不了 它 的 “无 穷 小 邻 域 ” 结 
构 ， 这 是 不 可 回避 的 . 然而 极限 论 正 是 跳 过 了 该 邻 域 ( 虚 象 ) 仅 只 承认 了 几何 点 
( 实 象 ) ， 因 此 其 功能 十 分 有 限 . 

总 之 ， 结 合 极限 论 的 不 足 和 非 标准 分 析 的 成 功 我 们 得 到 启示 ， 应 该 从 更 高 层 
次 、 更 完全 的 空间 观念 去 理解 几何 点 才 是 .同时 也 已 得 到 启示 ， 几 何 点 也 应 该 具 
有 “二 象 ”性 结构 . 


六 、 实 轴 结 构 的 “二 象 ” 性 


由 系统 概念 的 广泛 性 知 ， 对 实 轴 上 任 一 点 ， 当 把 它 看 做 是 有 内 在 结构 时 ， 也 
是 个 系统 ， 因 而 也 有 其 二 象 结构 . 这 一 来 即 可 见 ， 二 象 论 在 实 轴 结 构 认 识 中 也 是 
有 其 地 位 的 . 

的 确 ， 带 着 “二 象 ”意识 看 去 ， 数 学 几 千年 来 的 内 容 可 以 说 大 部 分 都 是 在 实 
轴 (实数 集 ) 上 进行 的 ， 并 且 尽 管 直接 对 实 轴 (实数 集 ) 的 认识 也 已 十 分 丰富 、 
十 分 深刻 〈 诸 如 其 有 理 数 、 无 理 数 、 超 越 数 集 及 其 稠密 性 、 完 备 性 等 等 ) ， 但 只 
在 20 世纪 初 才 深 入 到 触及 其 根基 的 层次 一 一 需要 “ 身 临 其 境 ”地 去 正面 认识 实 
轴 的 微观 结构 . 这 时 才 意识 到 ,过 去 的 种 种 认识 可 以 说 只 是 站 在 “ 景 外 ”获得 的 ， 
现在 之 所 以 遇 到 实质 性 困难 势 在 必 行 . 

本 段 将 通过 对 实 轴 的 度量 认识 过 程 回顾 ,最 终 指出 , 问题 的 关键 仍 在 “二 象 ” 
机 制 上 . 
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1. 从 实 轴 的 度量 困难 谈 起 

皆 知 ， 一 切 度量 值 (包括 工具 度量 、 公 式 计量 、 水 函 估量 等 ) 都 是 将 度量 对 
象 (包括 物质 对 象 和 非 物质 对 象 ) 映射 到 实 轴 上 一 个 几何 点 及 其 坐标 位 置 的 一 种 
表现 . 这 是 个 把 非 数 的 客观 对 象 转化 为 数 的 (上 映射) 过程 ， 必 然 具有 人 为 性 或 叫 
技术 性 ， 因 而 严格 说 来 必然 具有 技术 误差 ， 这 是 实事 . 那么 ， 当 被 度量 对 象 就 是 
实 轴 本 身 而 要 求 绝对 精确 时 ， 或 说 当 要 求 把 实 轴 上 任 一 几何 点 的 坐标 位 置 严格 表 
示 出 来 时 ， 会 怎么 样 呢 ? 显然 ， 这 时 问题 已 变 成 “ 实 轴 到 自身 的 恒 同 映射 ”了 ， 
那么 ， 这 时 遇 到 的 已 不 是 “技术 误差 ”问题 ， 而 是 转换 成 了 实数 表示 的 “技术 困 
难 *， 同时， 这 一 困难 也 是 实质 性 的 . 

亦 即 在 现 有 实数 表示 法 下 是 不 可 能 把 实 轴 上 任 一 有 限 点 的 位 置 ( 即 其 长 度 ) 
用 有 限 形式 的 数值 表现 出 来 的 . 这 里 “有 限 形式 ”即使 广义 化 到 包括 所 有 有 理 数 
( 字 ) 和 已 知 的 代数 数 ( 式 ) 及 已 知 的 超越 数 ( 符 ) 等 ， 仍 难以 完成 这 一 “ 实 轴 度 
量 ” 任 务 ， 比 如 ， 任 给 一 个 实数 ， 其 最 靠近 的 一 个 实数 是 什么 ， 几 千年 来 数学 也 
未 实现 过 一 例 . 正 说 明 这 里 存在 一 个 本 质 性 困难 . 

进一步 说 来 ， 仅 用 现 有 的 “实数 度量 观 ” 去 完全 地 表 出 实 轴 上 的 比如 [0,1] 段 
上 所 有 数 是 不 可 能 的 ， 那 么 这 是 为 什么 ? 

2. 实 轴 结构 被 揭示 与 实数 集 被 表示 的 等 价 性 

把 能 够 用 任何 有 限 形 式 将 实 轴 上 所 有 点 表示 出 来 ， 叫 做 得 到 了 严格 的 实 轴 度 
量 ， 而 “严格 的 实 轴 度 量 ” 意 味 着 “ 实 轴 结构 得 到 认识 *， 反之, “ 数 轴 结 构 得 到 
认识 ”意味 着 实数 集 能 够 用 有 限 形式 表示 出 来 . 

不 过 ， 即 使 赋予 这 里 “表示 ”和 “度量 ”以 广义 含义 〈 即 只 要 是 能 用 有 限 形 
式 表示 且 不 必 只 用 实数 去 表示 丝 可 ) 仍然 不 行 ， 因 此 说 必须 有 一 种 新 的 、 本 质 上 
创新 的 表示 法 才 行 . 

那么 这 时 数学 采用 的 创新 在 于 改换 了 一 个 方向 一 -从 集合 论 角 度 去 进取 .这 
就 是 产生 自 20 世纪 上 半 叶 的 重要 分 支 学 科 “ 公 理 集合 论 ”. 不 过 仍 有 : 

3. 公理 集合 论 的 困惑 及 其 实质 

实 轴 的 “表示 ” 当 其 从 度量 角度 受阻 后 ， 虽 然 转向 了 “公理 集合 论 ” 但 仍 不 
行 . 至今 也 经 历 了 近 一 个 世纪 ， 竞 然 连 其 “公理 系 ” 也 尚未 建立 成 功 ， 那么 这 说 
明了 什么 ? 

首先 ， 它 说 明 用 既 有 的 “实数 度量 观 ” 去 认识 实 轴 结 构 与 从 “集合 论 观点 ” 
去 认识 实数 集 ( 连 续 统 ) 结构 ， 存 在 着 同 级 别 的 也 就 是 共同 的 一 个 根本 性 困难 未 
被 突破 . 
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其 次 ， 它 说 明 为 要 正确 “表示 ” 实 轴 ， 必 须 还 要 有 新 的 突破 . 那么 新 的 突破 
口 何 在 ? 

基于 “二 象 观 ”, 再 较 之 数理 座 辑 中 的 元 素 仍 保持 着 (实数 机 制 认识 的 ) 传统 
观念 这 点 , 可 提出 一 个 犹 测 : 也 许 问 题 正 出 在 它 的 元 素 或 “点 ”概念 中 忽视 了 “二 
象 ”实质 . 

因为 在 真正 的 “微观 世界 ”, 其 空间 特征 (从 而 其 逻辑 特征 ) 较 之 介 观 空间 来 ， 
应 该 有 所 改变 .根本 的 是 空间 特征 的 改变 , 逻辑 仅 属 于 物质 空间 的 属性 ( 虚 象 ) . 因 
此 也 说 ， 公 理 集合 论 遇 到 的 直接 困难 虽然 在 逻辑 ， 但 根本 的 还 在 其 “几何 点 ”的 
空间 实质 认识 上 . 

正如 “5” 所 说 ,“ 几 何 点 ”不 应 该 只 是 直观 意义 下 (保持 着 介 观 空间 中 的 过 
程 ) 缩小 至 0 的 点 ， 而 应 该 意识 到 在 此 过 程 中 空间 实质 也 在 改变 ， 已 深入 到 又 一 
个 空间 层次 了 . 该 谐 地 说 ， 这 时 观察 者 应 该 随 之 变 成 “点 中 人 ”而 不 应 从 “点 外 
人 ”角度 (保持 在 原 有 空间 ) 去 作 观 察 . 

也 就 是 说 , 本 质 上 实 轴 并 不 那么 “ 实 ”. 实 轴 作为 连续 统 并 非 只 由 对 应 着 物质 
的 “ 粒 ”( 实 在 ) 性 这 一 面 构成 ,而 是 同时 还 应 该 有 个 对 应 于 “ 波 ”( 或 场 ， 虚拟 ) 
的 一 面 才 行 . 

4. 比较 与 启示 

首先 ， 举 出 已 述 及 的 三 个 难 理解 的 现象 : 对 任意 两 个 有 理 数 a,5 ， 则 
a+ 全 对 任意 尼 系 9 与 第 m-1 个 有 理 数 之 间 的 有 理 数 ， 可 是 它 不 包括 极限 情 
形 ， 从 而 不 会 进入 极限 点 (这 里 即 a) 的 无 穷 小 邻 域 .从 这 一 意义 说 ， 它 只 是 有 
限 的 状态 . 恰好， 这 个 未 能 取 到 的 极限 状态 正好 像 两 个 稠密 点 之 间 有 个 “缝隙 ”， 
但 这 又 与 “稠密 ”性 矛盾 ， 实 难 理解 . @ 对 “有 理 数 无 限 稠密 与 有 理 数 不 可 能 充 
满 实 轴 ” 这 点 ， 在 直观 上 仍 不 可 理解 . 图 对 “极限 方法 之 于 实 轴 结构 认识 无 效 ， 
说 它 的 最 后 一 步 是 “ 跳 ” 过 去 的 ”这 点 ， 也 难于 直观 理解 . 这 些 都 是 为 什么 呢 ? 

其 次 ， 举 出 也 是 已 述 及 的 三 个 既 有 的 事实 : @ 非 标准 分 析 中 “单子 ”模型 及 
其 理论 ， 是 严格 符合 逻辑 的 事实 . @ 物理 学 已 证 实 “ 微 观 世 界 的 空间 特征 会 改 
变 ”， 这 是 实事 . @ 实数 理论 中 已 得 知 “ 有 理 数 集 仅 具 0 测度 ， 无 理 数 集 的 是 全 
测度 ”， 这 也 是 实事 . 

那么 ， 比 较 “ 三 个 难 理解 现象 ”与 “三 个 既 有 事实 ”得 到 什么 启发 了 呢 ? 

首先 说 ,“ 既 有 事实 ”说 明 “ 难 理解 现象 ”也 许 是 假象 ， 其 中 应 该 有 更 深层 的 
问题 还 没有 揭 开 . 

进一步 说 ， 它 也 启发 我 们 ， 微 观 世 界 也 许 有 其 新 的 空间 特征 ， 比如， 可 看 出 
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“三 个 难 理解 现象 ”之 难 皆 出 自 过 程 中 的 观察 者 “无 意识 ”地 保持 了 同一 个 空间 概 
看 来 正如 所 述 ,“ 任 何 科学 的 前 沿 都 是 哲学 ， 数 学 也 不 例外 .也 就 是 说 ， 数 
学 需要 树立 “微观 世界 具有 另 一 种 空间 层次 ”的 哲学 理念 . 

5. 实 轴 的 “二 象 ”结构 猜测 

那么 ， 在 上 述 启示 下 ， 实 轴 的 微观 世界 的 空间 特征 是 什么 ?我们 有 如 下 的 实 
轴 “ 二 象 ”结构 猜测 : 

猜测 1:“ 实 轴 仅 由 有 理 点 集 和 无 理 点 集 构 成 及 有 理 数 具 有 秽 密 性 ”的 说 法 仅 
具 直 观 的 空间 意义 . 实 轴 是 个 以 有 理 数 为 实 象 、 无 理 数 为 虚 象 的 “二 象 结构 . 由 
于 其 虚 象 〈 相 对 于 实 象 来 ) 具有 空间 的 超越 性 〈 与 实 象 具有 空间 实质 差异 ， 属 于 
一 种 深层 次 空间 ) ， 所 以 〈 直 观看 来 ) 它 仍然 属于 (实则 涵 于 ) 一 维 空间 . 在 此 意 
义 上 或 可 说 ， 有 理 点 集 是 具有 无 穷 小 “缝隙 ” 的 稠密 点 集 ， 无 理 点 集 则 是 充斥 于 
有 理 点 集 间 的 无 穷 小 “缝隙 ”的 并 构成 了 一 个 个 (以 有 理 数 为 核心 的 )“ 单 子 ”的 
邻 域 . 


七 、 数 学 的 “二 象 ”机 制 猜测 

1. 猜测 的 引入 

根据 上 述 分 析 不 能 不 意识 到 : 整个 数学 领域 ， 包 括 其 数 与 形 、 结 合 数 和 形 的 
函数 乃至 更 深层 次 的 实 轴 结构 等 ， 基 本 上 都 存在 着 一 个 “二 象 ” 机 制 ， 尽管 说 数 
学 的 过 去 《和 将 来 ) 可 以 在 其 “ 单 象 ( 实 域 ) ”上 进行 ， 甚 至 说 大 部 分 内 容 都 是 在 
其 单 象 上 完成 的 ， 但 仍 掩 盖 不 了 “二 象 机 制 才 是 基本 和 全 面 ” 这 一 本 质 . 特别 在 
遇 上 困难 及 在 攻关 时 更 应 意识 到 这 一 “二 象 ”机 制 ， 以 提高 观点 、 扩 大 视野 . 

如 果 说 过 去 数学 的 “二 象 ”成 果 是 在 无 意识 下 自然 呈现 出 来 的 ， 那 么 今后 对 
数学 作 有 意识 地 “二 象 ”开发 无 疑 更 是 十 分 有 益 的 . 

猜测 2: 归纳 数学 中 上 述 从 多 个 方面 得 到 的 “二 象 ” 机 制 ， 猜 测 “ 二 象 ”机 
制 是 整个 数学 科学 中 的 一 种 基本 存在 . 

2. 猜测 的 解释 


“二 象 ” 机 制 的 存在 是 多 层次 的 . 比如 ,复数 的 二 象 结构 (从 本 质 上 说 ) 仅 是 
在 介 观 空间 层次 (及 其 逻辑 ) 下 的 “二 象 ”揭示 ， 在 超越 这 一 空间 层次 时 〈 字 观 、 
超 微观 )， 空 间 特 征 及 其 逻辑 都 将 有 所 改变 ， 因 而 (由 逻辑 决定 的 ) 数学 也 应 该 有 
所 改变 才 是 . 
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那么 ， 该 怎么 变 ?首先 说 ， 至 少 在 介 观 世界 尚 可 “ 单 象 ”进行 的 研究 方式 ， 
在 此 超 微观 下 即 不 可 以 而 又 需要 有 其 新 层次 的 “二 象 ”揭示 了 . 但 这 样 的 “应 对 ” 
方式 不 是 根本 手段 , 而 应 该 是 “只 需 从 数学 的 基本 层次 上 去 引入 “二 象 " 机 制 ”. 具 
体 说 是 : 

首先 建议 在 探索 实 轴 结 构 〔 连 续 统 ) 的 “数理 逻辑 学 ”中 ， 需 要 把 谓词 的 变 
元 “二 象 化 "， 即 将 其 视 为 具有 庶 、 实 结构 的 变 点 . 

其 次 建议 将 集合 论 中 集合 的 所 有 基本 元 素 都 “二 象 化 ”, 即将 其 所 有 “几何 点 ” 
(集合 元 素 ， 实 象 ) 此 赋予 一 个 虚 象 类 似 《单子 的 场 ). 

显然 , 要 在 数学 基础 上 实行 “二 象 化 ”是 件 非 同 小 可 的 事 ,需要 更 多 实证 性 、 
创造 性 工作 ， 这 里 仅仅 是 个 猜测 、 是 个 思想 ， 比如， 如 果 这 样 ， 必 将 对 数理 罗 辑 
的 一 些 基本 问题 产生 影响 ， 需 要 来 个 重新 梳理 ， 同 时 在 公理 集合 论 中 ， 其 公理 及 
公理 系 此 有 可 能 需要 重新 审理 和 撤 述 ， 这 时 需要 的 工作 仍然 是 深刻 而 复杂 的 ， 但 
却 是 更 有 希望 的 . 

此 外 ， 根 据 上 述 分 析 ， 建 议 在 数学 中 既 有 的 复 变量 分 析 、 参 变量 分 析 、 非 标 
准 分 析 、 二 元 数 分 析 等 基础 上 进一步 结合 “二 象 论 ”的 思想 进行 深化 ， 亦 即 在 既 
有 的 “二 元 数 ”分 析 中 既 要 赋予 二 元 不 只 是 数 ， 又 要 赋予 二 元 间 具 备 虚 、 实 二 象 
的 特征 .把 在 此 基础 上 作出 的 数学 探讨 叫做 二 象 数学 ， 相 信 在 “二 象 数学 ”中 将 
有 比 复数 系 更 为 宽泛 的 完备 性 特征 . 

3. 猜测 的 说 明 

由 于 还 只 是 些 例 述 性 的 考察 ， 不 具备 充分 依据 ， 所 以 只 能 (从 这 种 意义 上 ) 
把 它 叫做 “数学 的 “二 象 ， 机 制 ”猜测 ， 其实， 对 于 以 “二 象 ”的 客观 世界 为 背 
景 的 数学 ， 猜 测 它 也 存在 “二 象 ” 机制， 显然 是 合理 的 ， 

笔者 相信 ， 如 果 意 识 到 数学 的 “二 象 ”机 制 ， 不 仅 对 既 有 的 复 变量 分 析 、 参 
变 景 分 析 、 函 数 建 模 、 非 标准 分 析 .“ 二 元 数 ”代数 等 领域 的 继续 深入 更 为 有 利 ， 
而 且 对 一 些 高 难度 攻坚 性 问题 需要 寻求 突破 口 时 ， 则 是 不 无 神 益 的 . 


4. 猜测 的 小 结 


前 面 曾 把 问题 的 关键 归 为 “无 穷 小 ”结构 及 其 “二 象 ” 观 ， 现 在 知道 它 正 是 
实 轴 结 构 理 论 的 根本 ， 因 此 只 要 从 实 轴 结构 角度 即 能 触及 本 质 了 . 这 时 上 述 思想 
即 可 说 成 : 首先 应 在 实 轴 结 构 的 观念 上 ， 有 必要 参考 非 标准 分 析 的 “单子 ”思路 
( 也 就 是 “二 象 ” 论 思路 )， 然 后 对 既 有 理论 作出 相应 调整 . 其 次 在 实 轴 的 “二 象 ” 
观念 下 ， 对 其 公理 集合 论 的 “公理 系 ”应 重新 审 度 . 再 则 是 对 数理 次 辑 本 身 作出 
相应 的 “二 象 ”性 改造 等 ， 
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实 轴 基 本 结构 观 的 改变 是 个 根本 性 问题 ， 这 也 许 会 带 来 整个 数学 基础 的 适当 
调整 .而 且 这 是 件 非 同 小 可 的 事 ， 需 要 更 多 实证 性 、 创 造 性 、 突 破 性 的 工作 ， 深 
刻 而 复杂 ， 但 也 是 更 有 希望 完成 实 轴 认 识 的 . 

当然 这 些 都 还 是 个 猜测 ， 且 看 未 来 历史 的 实证 判定 吧 ， 抛 砖 引 玉 也 . 


八 、“ 二 象 论 ” 的 数学 研究 


至 此 ， 我 们 都 是 带 着 “二 象 系 统 论 ” 的 观点 去 理解 数学 、 对 待 数 学 ， 那 么 本 
段 则 是 反 过 来 ， 谈 谈 用 数学 去 研究 、 发 展 “ 二 象 系统 论 ” 的 问题 . 

目前 ，“ 二 象 系统 论 ” 只 能 说 是 建立 起 了 概念 和 方法 论 、 二 象 观 等 ( 例 见 《 系 
统 学 二 象 论 初 探 »， 系 统 工程 理论 与 实践 2007 (5))， 至 于 其 理论 ， 特别 是 以 “ 数 
学 逻辑 ”为 工具 的 理论 还 仅仅 才 开始 ， 因 此 还 十 分 需要 数学 的 支撑 ， 这 里 大 有 驰 
对 的 天 地 . 

下 面 为 全 面 计 ， 仍 从 “数学 中 的 二 象 ”研究 与 “二 象 中 的 数学 ”研究 等 两 个 
方面 分 别 略 举 几 个 即 可 进入 的 研究 问题 : 

(1) 数学 研究 中 的 “二 象 ” 化 问题 . 、 

首先 是 二 象 “ 意 识 ” 的 树立 问题 .“ 意 识 ” 是 一 种 升华 ， 如 果 没有 这 种 升华 ， 
即 会 “熟视无睹 ”"， 只 能 赁 其 自然 而 发 展 . 

其 次 是 在 承认 了 数学 中 通 有 的 二 象 机 制 基础 上 , 进一步 对 “几何 点 ” 作 研 究 ， 
也 许 它 存在 “二 象 ”结构 ， 也 需要 “二 象 ” 化 . 

再 一 个 基本 问题 是 “数理 逻辑 ”中 的 “二 象 ” 机 人 制 探索 .既然 “数理 逻辑 ” 
是 数学 的 基础 ， 而 数学 中 存在 着 二 象 机 制 ， 那 么 数理 逻辑 中 也 应 该 且 深 刻 地 存在 
着 二 象 机 制 . 

根本 问题 是 归结 到 实 轴 的 “二 象 ”结构 探讨 . 如 果 “ 几 何 点 ”和 “数理 逻辑 ” 
的 “二 象 ” 机 制 得 到 揭示 ， 那 么 实 轴 结 构 的 揭示 也 就 可 望 了 . 

(2)“ 二 象 系统 论 ” 的 数学 研究 ， 

这 里 不 妨 重 声 第 四 章 第 四 节 末 谈 到 的 “ 八 个 方面 ”课题 ， 它 可 简 述 为 系统 概 
念 与 二 象 概念 之 间 的 关系 研究 ; 系统 的 “完全 空间 ”( 诸 如 目标 空间 、 虚 象 空间 、 
元 素 空间 结构 及 相互 间 关 系 等 ) 研究 ;“ 二 象 系统 ”各 条 性 质 的 理论 探讨 ， 诸 如 二 
象 间 “对 偶 "、“ 互 动 ”及 其 “柔性 ”等 的 数理 探讨 这 一 颇具 吸引 力 的 领域 ,复杂 
系统 的 二 象 “ 复 合 ”结构 与 “多 层 ” 结 构 的 研究 与 应 用 ;“ 竞 争 ”、 “博弈 ”中 的 
“二 象 ” 论 分 析 ;“ 二 象 思维 ”( 如 “ 竖 向 思维 法 ”的 建立 等 ) 研究 ;“ 二 象 系 统 论 ” 
的 应 用 研究 等 . 

“二 象 系统 论 ” 孢 待 数 学 的 支撑 ， 数 学 在 这 里 有 宽阔 的 领地 . 
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第 十 三 章 ”现代 数学 与 社会 科学 
的 “联姻 ”基础 


在 数 、 理 、 哲 三 大 古老 学 科 体 系 中 ， 数 学 对 物理 学 体系 〈 自 然 科 学 与 工程 技 
术 ) 的 应 用 一 直 较 好 ， 如 今 更 有 着 现代 物理 与 现代 数学 的 辉煌 结合 ， 被 杨振宁 誉 
为 数学 与 物理 学 之 间 的 “联姻 ”. 的 确 ， 即 使 在 生物 学 中 也 是 如 此 . 

那么 ， 比 较 起 来 ， 数 学 在 社会 科学 及 人 文科 学 方面 的 应 用 仍然 较 差 ， 即 使 有 
现代 经 济 学 及 软 科 学 、 系 统 科学 、 管 理科 学 等 系列 的 定量 方法 给 社会 科学 的 定量 
分 析 增 色 不 少 ， 也 毋 宁 说 社会 科学 中 仍然 只 是 经 典 数学 的 用 场 . 

要 问 ， 这 是 什么 原因 ?是 社会 科学 本 来 就 与 高 深 数 学 、 现 代数 学 无 缘 吗 ? 现 
代 科 学 发 展 形势 要 求 我 们 对 这 一 问题 作出 本 质 的 回答 . 这 也 是 本 章 的 基本 任务 . 

本 章 发 现 , 原来 社会 科学 特征 与 “现代 ”数学 特征 之 间 存 在 着 本 质 的 相似 性 ， 
甚至 来 的 更 深 ， 从 而 说 明 它 们 之 间 存 在 着 可 观 的 联姻 基础 ,这 里 仅 作 了 一 些 基于 
本 著 知识 的 数理 思维 和 合 情 推 理 ， 相 信 完 全 可 以 用 现代 数学 去 建立 起 一 套 社 会 科 
学 的 基础 理论 望 能 引起 来 自 社 会 科学 的 年 轻 读者 和 对 社会 科学 感 兴 趣 的 年 轻 数 
学 家 们 的 重视 ， 现 略 述 于 下 . 


第 一 节 ”现代 科学 与 现代 数学 特征 


一 、 从 “现代 ”概念 谈 起 
1.“ 现 代 ” 的 划分 
目前 ， 任 何 科学 都 有 了 它 的 “现代 ”概念 和 现代 内 容 ， 但 对 “现代 ”的 划分 
并 无 明 断 ， 一般 说 严格 的 现代 系 指 20 世纪 80 年 代 以 来 的 二 三 十 年 . 比如 系统 科 
学 、 技 术科 学 的 “现代 ”划分 即 如 此 . 稍 广 的 ， 系 指 第 二 次 世界 大 战 以 来 ， 比 如 
计算 机 科学 、 经 济 学 的 划分 即 如 此 . 更 广 的 , 则 指 20 世纪 初 以 来 ， 比 如 现代 物理 
学 即 如 此 . 特别 地 ， 数 学 的 现代 时 期 则 更 为 广义 ， 系 指 19 世纪 后 半 叶 以 来 . 不 
言 自明 , 这 是 因为 数学 的 爆炸 性 发 展 时 期 起 自 19 世纪 后 半 叶 , 它 的 发 展 轨迹 ， 如 
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图 13.1 中 5 曲线 . 也 就 是 说 ,在 那 时 候 数 学 的 上 升 即 已 很 陵 ， 很 快 即 基本 上 上 升 
到 了 20 世纪 70 年 代 以 后 一 般 科技 发 展 (图 
中 曲线 ) 的 可 比 当量 水 平 ,叫做 超前 就 位 ， 
以 后 的 发 展 则 较为 平缓， 今天 看 来 ， 数 学 发 
展 状态 与 一 般 科 技 发 展 状态 相 比 ， 处 于 相当 
水 平 〈 见 图 13.1). 

总 之 ， 我 们 说 现代 数学 时 期 着 盖 了 -一 个 一 
多 世纪 的 区 段 ， 是 最 长 的 ， 这 在 一 般 科学 来 
说 ， 只 能 叫做 “ 近 现代 ”阶段 了 . 

2. 现代 数学 (学科) 概念 

现代 数学 这 一 术语 已 很 流行 ， 但 其 概念 很 不 统一 .不 过 有 一 点 是 共识 ， 那 就 
是 现代 数学 二 现代 的 数学 ， 亦 即 都 认为 并 非 数学 进入 了 现代 就 成 了 现代 数学 ， 若 
这 样 定义 ， 那 是 平凡 的 、 无 意义 的 ， 现 代数 学 应 该 是 指 其 高 深 的 、 漂 亮 的 数学 学 
科 ， 那么， 哪些 数学 学 科 才 是 高 深 的 、 漂 亮 的 呢 ? 自然 ， 如 果 取 数学 家 们 各 自 所 
名 集 的 “ 交 ”， 那 将 来 得 太 严 格 ; 如 果 取 其 “并 ” 则 来 得 太 广 义 . 我 们 认为 最 好 的 
方式 是 ， 根 据 现 代 科 学 特征 来 判定 现代 数学 的 特征 ， 从 而 按 现代 数学 特征 ， 鉴 别 
出 现代 数学 的 典型 学 科 . 这 是 因为 数学 应 该 是 “科学 ”这 个 总 集合 之 一 子 集 ， 因 此 
现代 数学 也 应 该 属于 现代 科学 〈 集 ) 之 一 子 集 ， 所 以 它们 应 该 有 共同 的 特征 ， 或 
说 相似 的 特征 ， 事 实 上 ， 从 人 类 社会 体系 来 讲 ， 整 个 大 科学 总 是 互相 联系 着 的 ， 
Hilbert 也 曾 强调 过 这 点 ， 如 今 这 已 成 为 常识 . 那么 ， 从 这 一 宏观 视角 来 看 ， 它 们 
的 发 展 一 般 不 会 有 多 大 的 时 代 差异 ， 如 图 13.1 中 一 个 世纪 的 差异 实 属 历史 特 
例 .因此 整个 科学 体系 ， 作 为 高 维 空间 中 一 个 点 来 说 ， 其 历史 发 展 轨迹 ， 应 与 第 
二 章 第 一 节 图 2.2 的 基本 态势 相似 (或 若 作出 科学 体系 各 学 科 的 历史 发 展 轨迹 的 
“统计 ”轨迹 来 看 ， 亦 然 )， 下 面 则 首先 讨论 现代 科学 特征 ， 并 以 此 作为 判 据 来 判 
定 现代 数学 的 特征 . 
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二 、 现 代 科 学 特征 


“现代 科学 特征 ” 系 指 20 世纪 70 年 代 以 来 , 或 第 二 次 世界 大 战 以 来 通 有 科学 
的 时 代 特 征 . 它 的 确定 , 可 以 依据 历史 进入 现代 以 来 比较 稳定 的 流行 说 法 进行 . 这 
本 身 就 是 一 种 “社会 统计 形式 ”. 容易 判定 出 它 也 具有 统计 学 原理 , 所 以 也 具有 合 
理性 . 据 此 ， 关 于 现代 科学 特征 的 流行 说 法 有 : 定量 分 析 时 代 、 信 息 化 时 代 、 软 
科学 时 代 、 系 统 科 学 时 代 和 管理 科学 时 代 ， 或 说 是 横断 性 科学 时 代 、 综 合 性 科学 
时 代 、 复 杂 性 科学 时 代 、 非 线性 科学 时 代 、 不 确定 性 科学 时 代 等 . 
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当然 ， 这 些 说 法 之 间 并 非 彼此 独立 . 比如 ， 定 量 分 析 的 加 强 是 现代 科学 的 共 
通 特征 ， 包 括 社 会 科学 的 定 基 分 析 也 在 加 强 ， 因 而 是 其 他 特征 共有 的 ; 信息 化 是 
计算 机 时 代 和 电信 和 时代 的 体现 ; 复杂 性 、 非 线性 、 不 确定 性 之 间 更 是 互相 交织 的 ， 
代表 它们 的 典型 学 科 是 系统 科学 . 至 于 横断 性 、 综 合 性 也 是 整体 性 、 全 局 性 、 大 
范围 性 ， 可 以 说 都 体现 在 系统 科学 、 管 理科 学 中 了 . 

综合 以 上 分 析 可 见 ， 横 断 性 、 综 合 性 、 复 杂 性 、 非 线性 是 现代 科学 的 主要 特 
征 . 它 的 代表 性 学 科 或 叫 典 型 学 科 ， 一 是 管理 科学 ， 二 是 系统 科学 ， 两 者 都 是 学 
科 体 系 . 不 过 对 于 管理 科学 ， 在 这 里 主要 是 指 其 科学 基础 和 基本 原理 ， 而 不 在 平 
其 方法 . 它 与 目前 “管理 教学 ”中 为 了 应 付 实际 而 流 于 方法 、 案 例 和 技术 操作 的 
培养 特征 不 是 一 回 事 ， 虽 然 目前 管理 科学 的 科学 基础 和 基本 原理 尚未 正式 建立 起 
来 , 但 它 毕 况 应 该 存在 . 系统 科学 则 以 其 老 三 论 、 新 三 论 和 新 兴 三 论 为 典型 学 科 ， 
不 必 细 说 . 

相似 于 现代 科学 特征 ， 可 在 数学 中 找到 类 似 特 征 于 下 , 


三 、 现 代数 学 特征 TI : 泛 函 性 


在 第 十 章 第 三 节 、 五 中 着 重 谈 到 ， 泛 函 分 析 学 的 特点 是 研究 函数 空间 或 叫 抽 
象 空间 . 这 本 身 就 是 对 经 典 数学 的 一 大 突破 ， 是 现代 数学 一 大 特色 ， 但 这 里 仅 着 
重 从 泛 函 “概念 ”的 引入 来 看 看 现代 数学 的 一 种 新 观点 、 新 思想 . 

泛 函 映射 可 定义 为 形式 

F:QO— >R 
其 “概念 特征 ”已 于 第 四 章 第 一 节 谈 到 ， 为 加 强 印象 这 里 再 剖析 如 下 : 

(1) 函数 下 的 “ 泛 性 ”. 也 就 是 说 , 严 是 广义 的 ， 它 不 仅 可 以 是 初等 函数 、 超 
越 函 数 等 经 典 函 数 式 ， 而 且 可 以 是 任意 的 符号 标示 或 方法 步骤 的 文字 叙述 等 来 定 
义 的 函数 . 比如 ， 范 数 | 即 是 “一 类 ” 泛 函 ， 它 包括 max(.) 、min(.) ( 模 ) 等 ， 
这 是 “ 泛 函 分 析 学 ”中 讲 到 的 ( 那 是 为 了 便于 它 “ 分 析 ”). 但 如 管理 科学 中 的 “ 评 
价 ” 也 是 一 类 泛 函 ， 它 包括 评估 、 评 判 、 裁 判 、 测 验 、 选 举 ， 以 及 赋 权 映射 《 比 
如 AHP 法 )、 群 量度 等 都 是 ， 再 则 ， 诸 如 所 谓 模 糊 数 、 区 间 数 等 也 是 一 种 泛 函 ; 
统计 学 中 样本 值 也 是 一 些 泛 函 值 ; 把 商品 向 量 转换 成 货币 也 是 一 个 泛 函 映射 ; 我 
们 说 某 某 人 或 某 某 企业 好 或 不 好 , 都 是 一 种 泛 函 映射 结果 . 由 此 可 见 , 泛 函 的 “ 郑 
数 ” 已 体现 了 “ 泛 性 ”. 因此 比如 对 泛 函 也 很 难 建立 起 它 的 反 函数 概念 . 

(2) 原 象 如 的 “ 泛 性 ”在 这 里 的 正 泛 性 下 ，22 已 不 只 是 点 式 的 几何 对 象 ， 
更 不 只 是 欧 氏 空间 了 ， 而 是 一 种 非 几 何 点 式 的 、 非 局 部 性 的 对 象 集 ， 叫 做 抽象 空 
间 . 比如 ， 所 有 最 优 控 制 模型 的 目标 函数 都 是 个 泛 通 数 (第 九 章 第 五 节 ), 但 控制 
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对 象 已 不 是 几何 点 ， 对 象 集 已 不 是 欧 氏 空间 ， 只 能 叫做 广义 的 或 说 抽象 的 空间 . 
例 1 如 图 13.2 所 示 ， 求 连接 4,8 的 曲线 ， 使 之 绕 x 轴 旋转 所 成 的 旋转 曲面 
面积 最 小 . 


13.2 


这 是 个 变 分 问题 ， 为 此 先 建 模 ， 即 表 出 旋转 曲面 的 面积 来 : 
设 连 48 的 曲线 为 y= y(x) ， 旋 转 曲 面 面 积 为 9$ ， 易 知 有 


S=S(y(x)) = 2r| 》 1+y2dx 


亦 即 5 是 曲线 y=y(x) 的 函数 ， 因 而 $(y) 是 个 泛 函 ， 它 将 随 着 4,B 间 曲线 (成 族 ) 
的 不 同 ， 相 应 泛 函 值 (这 里 即 曲面 面积 ) 也 不 同 . 所 谓 变 分 问题 是 先 对 泛 函 S 求 
变 分 并 令 其 等 于 0， 得 到 所 谓 “ 欧 拉 方 程 ” 再 求解 . 亦 即 求 5S(y)=0 的 解 ( 记 为 
y=y (x) )， 它 是 一 条 曲线 (这 里 实 为 县 链 线 ， 即 图 中 5; 曲面 (虚线 所 表 ) 的 生 
成 线 ) ， 而 不 再 是 点 了 . 

再 如 ， 当 评委 对 一 场 表演 评分 时 ， 只 和 需 每 个 评委 委员 仅 任 自己 的 映 象 给 出 一 
个 映射 〈 心 理 打分 ) ， 然 后 统计 即 成 . 这 时 的 “映射 ”也 是 个 泛 函 映射 那么 问 ， 
函数 值 “ 心 理 分 ”是 怎么 来 的 ?显然 是 以 整 场 表 演 作 为 2 所 作出 的 一 种 整体 “ 映 
射 ”， 而 不 是 按 其 几何 空间 逐 点 映射 而 来 . 

总 之 , 泛 函 中 原 象 2 也 是 对 经 典 函数 原 象 的 “点 ” 式 特征 的 推广 和 “ 泛 义 ( 广 
义 )”. 

(3) 象 值 的 “数量 ”性 . 这 是 指 ， 一 个 泛 函 值 总 是 一 个 标量 ， 比 如 (1)、(2) 
提 到 的 泛 函 值 都 是 标量 

注 : 当 泛 函 映 射 的 象 值 非 标 量 时 , 叫 此 映射 为 “ 算 子 ” 具体 说 算 子 是 抽象 空 
间 (或 其 子 集 ) 到 抽象 空间 ( 或 其 子 集 ) 的 映射 ， 包 括 抽象 空间 的 自 映射 ， 由 于 
泛 函 、 算 子 表达 式 的 广泛 性 ， 不 可 能 像 经 典 微 积分 那样 来 分 析 济 数 式 ， 而 在 汽 通 
分 析 中 重点 是 对 抽象 的 、 线 性 的 函数 空间 及 其 上 的 算 子 作 分 析 . 比如 常常 需 对 ( 线 
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性 ) 空 间 中 算 子 “序列 " 作 研 究 ,因此 也 往往 在 具有 完备 性 的 Banach 空间 或 Hilbert 
空间 上 讨论 . 

综合 (1)、(2)、(3) 可 见 ， 泛 函 已 经 突破 了 经 典 函 数 的 框架 ， 不 再 是 对 几何 
点 起 的 、 局 部 的 对 象 作 映射 ， 而 且 函 数 式 的 概念 也 广义 化 了 ， 这 些 都 是 合乎 现代 
科学 综合 性 、 模 糊 性 、 抽 象 性 特征 的 . 


四 、 现 代数 学 特征 工 : 大 范围 分 析 


正如 第 十 章 第 三 节 、 三 所 说 ， 大 范围 分 析 也 叫 全 局 分 析 ， 它 代表 了 现代 数学 
的 典型 特征 ， 其 典型 学 科 是 现代 微分 几何 学 〈 直 接 叫 “微分 几何 学 ”) ， 其 理论 是 
建立 在 一 般 流 形 上 的 . 它 之 所 以 能 成 为 大 范围 分 析 ， 其 特色 在 于 联络 或 叫绝 对 微 
分 的 引入 ， 现 简 述 于 下 : 

设 有 nn 维 流 形 M (概念 见 第 十 章 第 三 节 、 四 ), 点 PeM， 其 切 空间 为 7T,(M)， 


nD) 的 基 为 [二 ,二 ee “二 | 
再 记 点 ple M) 的 余 切 空间 为 T"(M), 它 是 切 空间 7,(M) 的 对 偶 空 间 . 亦 即 设 
有 光滑 函数 f， 其 定义 域 D(f)c M，p e D(f) ， 则 有 泛 函 映射 
df,:T, 一 ReTi(M), 或 说 df eTi(M) 


从 而 


,Te -EE st 


因此 T(M) 的 基 为 (dx ,dz dx, ) : 并 简 记 为 
dj, = md sadz ( 爱 因 斯 坦 简略 记号 ) 
这 时 进一步 取 
T, xT, x xT, xT, xT, x xT MM)= (T,) x(T)' ST (M) 
把 它 叫 做 点 的 微分 张 量 空间 ， 常 常 只 需 取 g=1 ( 见 下 面 ) ， 并 记 为 广 CM) 讨论 . 
这 时 对 于 了 阶 反 称 张 量 we 全,(M) 有 和 外 积 形 式 


OO=O dx' Adx: A...Adx’ 2 ad’'x’ (13.1) 


iz 
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矿 称 为 > 重 外 微分 形式 ， 其 系数 w 为 常数 或 数量 函数 ， 属 于 其 对 偶 空间 . 
这 时 再 对 三 (M) 施 以 微分 (d) ， 则 有 


d: TT’(M)— 7 (M) 


从 而 对 Vwe 让 (M)， 丝 有 


do@O= >》 da(p)Ad’ -ee | Ad'x’ 2B pa (13.2) 

至 此 我 们 的 讨论 都 是 在 (任意 局 部 点 ) pe M 进行 的 . 的 确 , 在 M 上 若 要 换 
成 男 一 个 点 p'e M ， 则 变 成 男 一 个 局 部 坐标 系 ( 另 一 个 平 直 空间 ) 了 ， 需 要 作 坐 
标 变换 才 行 . 事实 上 ， 上 述 外 微分 形式 的 一 大 优点 即便 于 表 出 坐标 变换 ， 这 点 即 
使 在 一 般 重 积分 ， 比 如 stokes 积分 上 也 十 分 有 用 ( 例 见 《数学 思想 赏析 》)， 至 于 
在 微分 流 形 理论 中 ,坐标 变换 更 少不了 ， 形 成 所 谓 活动 标 架 , 在 M 上 即 形成 标 架 
场 ， 这 里 免 予 详 述 . 

现在 对 二 ,;(M) 中 pp 任 取 , 并 一 般 地 记 为 下 (M) , 则 这 时 可 引出 所 谓 微 分 张 量 
从 ， 记 为 

(CU 六 CA = 


其 纤维 即 六 (UL) vYPs4， 它 是 " 重 外 微分 形式 ， 对 其 再 微分 ,就 是 通常 说 的 外 微 
分 形式 的 微分 ( 见 (13.2) 式 ). 

于 是 , 如 图 13.3 所 示 ,， 所 谓 妇 上 的 一 个 截 痕 (图 中 曲线 )， 是 指 M 上 一 个 向 
量 场 ， 其 向 量 就 是 各 纤维 〈 张 量 空间 ) 中 的 具体 张 量 . 


这 时 记 上 所 有 截 痕 ( 族 ) 为 EC2) , 则 可 在 E(02) 上 引入 数学 分 析 . 事实 上 ， 
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早 在 20 世纪 30 年 代 即 已 在 EL) 上 引入 了 连 络 概念 〈E.Cartan) ， 从 而 才 算 真 正 
开始 了 几何 学 的 “大 范围 分 析 ” 时 期 . 现 定义 联络 于 下 . 

定义 13.1 (联络 ) ECO2) 上 联络 又 叫绝 对 微分 ， 它 是 一 个 线性 映射 D， 即 
D:E(O) 二 E(T"(M)@ .02)， 满足 : 

(1) Ve,e, €E((2), Dle,+e,)= De +De,; 

(2) 对 于 eeE(02)R 及 vaeC”(M), D(ae)= Da®et+aDe. 

直观 可 见 ， 在 截 痕 族 E(C42) 上 的 连 络 映射 ,是 将 “ 截 痕 ” 这 种 2 上 的 整体 对 
象 ( 张 量 场 或 见 图 13.3 中 一 条 条 曲线 ) 作为 “变量 ”( 可 见 其 “大 范围 ”性 ) ， 以 
考察 它 的 一 种 “变化 率 ” (可 见 其 “分 析 ” 性 ), 所 以 叫 它 是 真正 的 大 范围 分 析 . 显 
然 可 以 经 再 创造 用 于 “社会 从 ”分 析 . 


五 、 现 代数 学 特征 亚 : 非 线 性 、 高 维 空间 、 不 确定 性 和 抽象 化 风 


这 些 特征 都 是 前 面谈 到 过 的 ， 不 必 重 复 . 这 里 只 需 指 出 ， 现 代数 学 也 一 度 有 
过 一 些 弊 病 ， 其 中 突出 的 一 个 疏 怕 就 是 “抽象 化 风 ” 了 . 不 过 前 些 年 已 经 为 数学 
家 发 现 ， 并 已 惊 呼 “刹车 ”, 但 我 们 不 可 因此 否定 抽象 化 方法 . 抽象 化 仍然 是 现代 
数学 的 一 个 特征 ， 只 是 作为 纯 数学 家 应 防止 为 抽象 而 抽象 的 倾向 ， 然 而 作为 应 用 
界 的 应 用 数学 修养 阶段 ， 宁 可 认为 我 们 的 抽象 化 能 力 还 不 够 ,更 不 要 忌讳 它 . 

注 : 此 外 也 当 看 到 ， 这 里 虽然 没有 正面 提 到 拓扑 学 、 代 数学 等 ， 但 它们 作为 
数学 结构 实际 上 已 融入 各 个 典型 学 科 ， 成 为 实现 现代 数学 特征 不 可 少 的 基础 了 . 
特别 是 代数 学 ， 基 于 它 在 第 七 章 谈 到 的 生机 和 它 以 广泛 对 象 ( 非 数 的 事物 ) 作为 
研究 对 象 的 特点 ， 社 会 科学 对 象 正 应 该 是 它 的 用 武之 地 ，、 可 惜 目 前 只 能 说 还 处 在 
“招商 ”阶段 机 了 . 


第 一 节 ”社会 科学 特征 及 与 现代 数学 的 相似 性 


一 、 社 会 概念 、 属 性 空间 与 社会 从 


1. 社会 的 物质 基底 与 计 会 的 组 织 空间 

记 工 为 社会 人 的 集合 ;只 为 六 然 资源 集合 ， 包括 人 类 已 知 的 和 未 知 的 (理论 
上 的 ) 自然 资源 总 体 . 显然 ， 从 这 一 意义 讲 ， 整 个 物质 宇宙 都 属于 Q . 再 记 5 为 
社会 的 物质 基底 ， 则 有 
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S=L®02 

@ 表 非 几何 对 象 的 乘积 关系 . 

又 ， 记 8 的 宕 集 为 

2 224@22，VJes2， 且 BN2: #8 

有 叫做 社会 组 织 ， 总 的 叫 2 为 s 的 社会 组 织 空间 . 

2. 社会 的 属性 空间 

对 于 任 一 社会 组 织 Be 2 ， 蕴 有 其 属性 空间 ， 记 为 2 . 为 认识 属性 空间 应 先 
了 解 “ 属 性 ”. 属性 是 一 哲学 术语 , 泛 指 一 个 物质 对 象 区 别 于 其 他 对 象 的 抽象 信息 
和 特征 .所谓 8 的 属性 空间 系 指 8 在 理论 上 的 所 有 属性 (粗略 地 可 分 作 社会 属性 
和 自然 属性 ) 之 集合 , 它 应 该 被 视 作 广义 的 对 偶 空间 (这 也 是 我 们 记 为 太 的 缘由 )， 
只 是 属性 空间 来 得 更 为 复杂 、 有 待 专门 研究 黑 了 . 比如， 其 维 数 和 线性 性 等 都 是 
有 待 具体 研究 的 课题 ， 这 里 我 们 只 统一 地 用 其 “对 侦 空间 ”思想 . 

记 {6 :Be2=. 多 ， 则 . 乡 叫 做 杜 会 的 属性 空间 . 


3. 社会 从 

记 ((5;2),. 多 ,mn")) 和 Ss” ， 多 7 叫做 社会 从 ， 其 中 s 为 底 空间 ，2 为 其 寡 空 间 ， 
.多 为 建立 在 2 上 的 从 空间 ， 其 “纤维 ”为 .多 =T (PB), Be2 .zt 是 “投影 映 
射 "， 显然 ， 社 会 从 就 是 社会 的 安全 空间 (第 四 章 第 三 节 ). 易 知 ， 这 里 社会 从 已 
不 同 于 流 形 上 纤维 从 ， 而 是 其 推广 ,主要 是 这 里 的 s ,2 尽管 也 是 对 应 于 一 般 拓扑 
空间 的 “ 核 拓 扑 空间 ”( 第 十 章 第 二 节 ), 但 已 不 是 一 般 的 几何 流 形 . 同时 ，. 多 一 
般 不 再 是 线性 空间 ， 更 不 是 几何 的 “点 ” 式 空间 ， 而 是 更 为 广义 的 远 未 认识 透 的 
“精神 空间 ”. 

4. 社会 活动 

所 谓 社会 活动 ， 即 ”上 一 种 自 映射 ， 

PE 2 

这 时 {9} GB 叫做 活动 空间 .活动 空间 包括 科学 的 和 生活 的 两 类 子 空间 ， 记 为 


D=D DP 
其 中 科学 活动 ( 子 ) 空间 @" 又 可 表 为 自然 科学 活动 ( 加) 与 社会 科学 活动 ( @) 
两 类 ， 有 B= 人 @B， 那 么 : 
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自然 科学 Br 的 特点 是 : vgi, es 四 ， 有 
Gg :22 一 22 ,00(22)=(22) C22 

表示 被 第 i 门 自然 科学 认识 或 开发 了 的 资源 空间 . 

社会 科学 B 的 特点 是 : vp2 e B93， 有 

92) -多 一 .六 
满足 
多 二 .有 罗 ，Pe2, PN2 #0, Hoy,(B) cD 

即 第 j 门 社会 学 科 所 起 的 作用 是 扩张 对 社会 的 属性 空间 认识 , 但 因 . 多 是 理论 上 
的 全 部 属性 的 空间 ， 所 以 尽管 (多) 得 到 了 扩大 ， 仍 只 能 是 .多 的 子 集 . 

此 外 是 社会 生活 对 , 它 与 @" 是 互 余 的 也 叫 互补 的 , 因此 也 可 说 是 对 偶 的 ( 因 

完全 空间 的 虚实 二 象 间 也 是 互 余 的 ) ， 守 的 特点 是 : 

证 : 23 2: 
比如 社会 的 生产 、 交 换 活动 及 交通 管理 、 市 场 管 理 、 安 全 维护 等 ， 皆 社会 生活 ， 
其 映射 效果 是 使 其 对 偶 空间 于 将 其 映射 效果 落实 (投影 ) 到 社会 基础 (s,2’ ) 上 ， 
使 社会 生活 逐步 提高 〈 即 和 ( 瘤 ”) c 次 -逐步 扩大 ) . 

从 以 上 各 映射 的 特征 来 看 ， 它 们 的 邻 域名 异 ， 因 为 这 里 仅 是 就 其 典型 特征 而 
论 . 实际 的 社会 活动 是 错综复杂 的 ， 各 映射 在 实际 的 社会 生活 中 ， 当 视 具 体 生活 
内 容 不 同 ， 而 以 不 同 模糊 度 呈 一 定 的 模糊 状态 存在 . 

至 此 可 见 , 社会 从 交 7 与 社会 生活 多 构成 的 大 系统 ( 放 ,@B) 包 览 了 人 类 、 环境 
及 其 生活 的 一 切 ， 但 这 仅仅 是 宏观 描述 ， 不 管 从 它 的 哪 一 方面 都 还 可 以 继续 深入 ， 
并 且 引 入 “分 析 ”， 遗 憾 这 不 是 本 节 的 任务 ， 兹 免 . 


二 、 社 会 科学 的 特征 
现在 特别 来 看 看 名 的 特征 ， 这 时 容易 看 到 如 下 几 点 : 


1. 社会 科学 对 象 有 具有 非 几 何 性 ， 因 而 共有 非 点 式 、 非 局 部 的 和 抽象 的 
特征 

这 是 因为 ，. 岁 由 属性 空间 构成 ， 而 属性 空间 的 特征 即 非 几 何 空间 ， 且 具 非 
局 部 性 , 是 以 一 件 件 事物 (或 事务 统称 事物 ) 为 单元 的 全 局 性 和 抽象 性 对 象 . 比 


365 


如 ， 心 理学 、 教 育 学 似乎 直接 以 人 (实体 ) 为 对 象 ， 但 它 不 同 于 生物 学 和 医学 ， 
而 是 以 人 的 属性 为 直接 对 象 . 又 如 ， 文 学 、 艺 术 ， 也 直接 研究 人 类 属性 ; 历史 学 
研究 人 类 过 去 的 生活 事物 ， 并 上 升 成 精神 成 果 ， 这 些 也 都 是 属性 空间 的 研究 . 

2. 社会 科学 的 映射 具有 拓扑 特征 和 泛 函 性 

这 是 因为 ，. 多 中 属性 事物 本 身 具有 非 实物 性 , 因而 具有 较 强 的 信息 特征 . 而 
拓扑 性 正 是 信息 事物 的 重要 特征 ， 比 如 人 类 对 历史 事物 的 研究 即 具有 较 强 的 拓扑 
特征 (历史 是 胜利 者 的 )， 至 于 泛 函 性 ， 主 要 是 指 它 的 “映射 ”方式 广义 、 映 射 对 
象 非 点 式 ， 基 本 上 合 符 “第 一 节 、 三 ”所 述 泛 函 特征 . 

3. 社会 科学 的 横断 性 、 综 合 性 特征 (或 说 对 于 自然 科学 的 “对 偶 性 ”特征 ) 

这 是 因为 ， 比 较 起 自然 科学 的 学 科 之 间 具 有 的 分 明 性 来 ， 社 会 科学 的 学 科 间 
交汇 、 窗 亚 较 多 . 比如 ， 对 于 历史 学 来 说 ， 各 社会 学 科 中 也 都 有 它 的 历史 分 支 ; 
对 于 文学 来 说 ， 哪 门 学 科 也 少不了 文学 . 至 于 心理 学 、 教 育 学 、 艺 术 学 乃至 社会 
学 等 等 ， 相 互 间 无 不 具有 和 较 强 的 融 汇 特征 . 这 些 都 是 与 它们 的 对 象 .多 本身 具有 
“ 软 ” 性 、 拓 扑 性 、 泛 函 性 〈 一 句 话 即 “ 对 偶 性 ”) 特征 分 不 开 的 . 

特别 的 ， 从 社会 的 治理 和 经 济 、 管 理 等 科学 来 看 ， 它 更 具有 典型 的 综合 性 、 
横断 性 特征 . 这 是 因为 它们 的 共通 点 即 “ 管 理 ， 而 管理 的 首要 特征 即 全 局 性 ， 是 
对 其 管辖 对 象 的 全 局 考察 、 综 合 分 析 和 全 局 决策 ， 否 则 说 不 上 管理 . 此 外 ， 从 管 
理科 学 所 依据 的 理论 基础 看 也 不 是 独立 的 . 它 是 综合 运用 自然 科学 和 社会 科学 广 
泛 成 果 而 成 的 ， 是 它们 的 “对 偶 ” 象 ， 所 以 管理 科学 堪 称 典型 的 横断 科学 . 也 正 
因 如 此 ， 管 理科 学 一 度 不 为 抱 有 较 强 自然 科学 观 的 学 者 所 承认 ， 主 要 是 说 管理 科 
学 没有 自己 “独立 ”的 基础 理论 学 科 . 那么 ， 这 里 即 说 明了 ， 没 有 独立 的 基础 理 
论 学 科 正 是 管理 科学 的 特征 所 在 ， 也 就 是 它 的 横断 性 、 综 合 性 、 对 偶 性 特征 的 必 
然 反 映 . 当然 ， 也 不 是 说 管理 科学 可 以 不 要 基础 理论 ， 只 是 不 必 强 调 它 的 基础 理 
论 (相对 于 自然 科学 和 社会 科学 理论 ) 的 “独立 性 ”罢了 . 事实 上 ， 现 代 管 理科 
学 也 正在 《其 一 定 的 科学 “年 度 ” 基 础 上 ) 逐步 形成 它 的 以 管理 为 宗旨 的 理论 基 
础 和 基本 原理 . 


三 、 社 会 科学 与 现代 数学 的 “联姻 ”前 景 

至 此 ， 我 们 看 到 了 ， 社 会 科学 的 基本 特征 乃至 整个 社会 的 基本 特征 与 现代 数 
学 的 基本 特征 有 着 何等 的 相似 . 这 说 明了 ， 社 会 科学 或 说 社会 领域 应 该 是 数学 ， 
特别 是 高 深 数学 、 现 代数 学 、 将 来 数学 的 一 个 很 好 的 背景 空间 和 应 用 领地 . 

那么 ， 为 什么 在 社会 科学 上 数学 应 用 一 向 很 “ 差 ”? 我 们 认为 ， 一 方面 ， 过 
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去 是 因为 时 代 车 轮 的 行程 未 到 ， 社 会 科学 本 身 尚 未 深入 到 那 种 需要 在 属性 空间 
. 况 上 去 发 掘 深层 次 规律 的 程度 ， 因 此 过 去 培养 社会 科学 家 忽视 了 数学 修养 ， 数 
学 家 也 不 愿 问津 社会 科学 . 另 一 方面 ， 正 因 如 此 ， 数 学 在 社会 科学 上 的 应 用 往往 
仅 限于 经 典 数学 甚至 初等 数学 . 

那么 ， 正 如 经 典 数学 与 现代 数学 之 间 的 本 质 差 异 一 样 ， 经 典 数 学 相对 于 社会 
科学 的 本 质 特 征 来 也 是 有 着 本 质 差异 的 . 所 以 经 典 数学 不 可 能 揭示 社会 科学 的 本 
质 规律 ， 而 只 能 在 诸如 社会 统计 、 财 会 计量 和 平凡 生活 上 起 到 一 点 “ 泛 函 值 ”的 
作用 ( 注 : 经 典 数 值 在 社会 上 往往 是 作为 泛 函 值 来 表现 的 )， 

也 许 今天 社会 科学 与 数学 之 间 的 关系 ， 正 好 似 19 世纪 生物 学 与 数学 之 间 的 
关系 . 19 世纪 ,“ 数 学 在 生物 学 中 为 0 (恩格斯 )”， 曾 几何 时 ， 现 在 已 翻转 过 来 . 
比如 ， 数 学 在 分 子 生物 学 、 基 因 理 论 、 生 态 学 、 酶 动力 学 、 生 物 动 力学 、 药 代 动 
力学 、 生 理 医 学 等 许多 方面 都 有 了 很 好 的 “联姻 "， 且 其 发 展 正 处 在 逻辑 斯 请 
(Logistic) 曲线 的 陡 增 阶段 . . 

那么 ， 也 许 不 久 的 将 来 ， 社 会 科学 上 的 突破 也 将 产生 对 数学 的 迫切 需求 . 同 
时 ,根据 上 述 分 析 可 以 肯定 ， 到 那 时 社会 科学 对 数学 产生 的 需求 ， 至 少将 是 现代 
的 非 几 何 空 间 的 全 局 性 、 综 合 性 、 抽 象 性 、 泛 函 性 、 代 数 性 等 的 “高 深 数学 ”. 事 
实 上 ， 社 会 科学 今天 所 处 状态 已 经 比 上 世纪 的 生物 学 好 得 多 了 ， 比如， 在 经 济 学 
上 ， 特 别 是 在 数理 经 济 学 上 已 经 有 了 很 多 很 好 的 联姻 事实 ( 例 见 拙 著 《数量 经 济 
学 导论 》)， 又 如 ， 目 前 金融 经 济 和 经 济 管理 上 以 及 人 口 、 劳 动 、 市 场 、 金 融 方面 
还 有 越 来 越 多 的 深刻 问题 ， 包 括 似乎 越 来 越 多 的 悖 论 、 怪 圈 等 ， 正 在 越 来 越 多 地 
显露 出 它们 向 数学 挑战 的 戈 矛 ， 

不 过 也 得 看 到 ， 目 前 即使 一 些 数学 中 很 好 的 理论 ， 在 经 济 管理 中 也 不 是 一 用 
即 灵 的 . 比如， 控制 论 之 于 经 济 管理 ， 混 沌 理论 之 于 经 济 学 等 就 是 这 样 . 这 不 是 
因为 别 的 ， 而 是 因为 经 济 管理 对 象 的 前 述 特征 ， 使 之 更 为 复杂 、 更 为 抽象 ， 数 学 
需要 更 多 的 创造 才能 用 得 上 , 而 不 是 简单 平移 过 来 即 能 成 的 . 所 有 这 些 提示 我 们 ， 
社会 科学 、 社 会 领地 的 (2Z,@) 不 是 简单 的 ， 不 是 容易 对 付 的 ， 它 需要 的 不 仅仅 
是 现代 数学 ,更 需要 “未 来 ”数学 ， 不 难 猜测 ，(Z,@) 将 永远 是 数学 的 挑战 基地 . 


三 节 ”社会 科学 与 现代 数学 “联姻 ”前 景 的 逻辑 地 位 
本 节 将 进一步 从 几 个 事实 说 明 ， 在 社会 科学 与 现代 数学 之 间 存 在 联姻 的 逻辑 


空间 . 
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一 、 现 代数 学 与 现代 物理 的 联姻 事实 


且 不 说 历史 上 数学 与 物理 之 间 的 密切 联系 , 仅 就 20 世纪 这 一 数 、 理 公共 的 现 
代 时 期 来 说 ， 它 们 的 关系 也 是 十 分 密切 的 . 须知 ， 在 数学 的 现代 史 中 曾 经 有 过 一 
大 阶段 〈 第 二 次 世界 大 战 前 ) 是 排斥 应 用 数学 、 崇 尚 纯粹 数学 的 ， 即 使 在 这 样 的 
形势 下 ， 比 如 物理 学 中 ， 理 论 物 理 ( 及 力学 ) 也 是 一 直 与 现代 数学 密切 联系 的 ， 
所 谓 数理 “联姻 ”的 说 法 即 出 自 于 此 ， 

理论 物理 在 20 世纪 初 即 有 了 “相对 论 " 与 数学 的 闵可夫 斯 基 空 间 ( 四维 时 空 )、 
黎 曼 几何 等 “ 非 欧 几何 ”的 联姻 ; 接着 是 “统一 场 论 ” 及 其 简化 的 “规范 场 论 ” 
以 及 研究 粒子 运动 规律 的 “量子 力学 ”和 研究 粒子 自身 物理 特征 的 “基本 粒子 理 
论 ” 等 ， 这 些 都 充分 地 与 现代 数学 结合 了 .最 为 典型 的 是 与 “微分 几何 学 ”的 大 
范围 分 析 结 合 , 其 次 是 与 调和 分 析 、 希 尔 伯 特 算 子 空间 理论 、 代 数学 理论 等 的 结合 . 

所 谓 “ 结 合 、 “联姻 ” 系 指 ， 这 里 并 非 数学 对 物理 的 简单 移植 ， 而 是 双方 学 
者 共同 切磋 ， 根 据 具体 问题 重新 分 析 、 建 模 ， 最 后 形成 现代 数学 思想 下 对 具体 问 
题 的 再 创造 、 再 认识 ， 产 生 的 效果 是 彼此 促进 、 两 相互 补 ， 因 而 叫做 “联姻 . 


二 、 任 何 学 科 的 深入 都 需要 数学 和 哲学 


为 什么 20 世纪 以 来 物理 学 对 现代 数学 如 此 青睐 ? 正 是 因为 从 20 世纪 初 开始 
在 物理 学 上 产生 了 惊天 动 地 的 牛顿 空间 革命 的 结果 .物理 学 经 过 这 一 突破 性 发 展 ， 
深入 到 了 一 个 难以 直观 、 难 以 仅 赁 实验 去 认识 的 境地 ， 这 时 必须 依赖 纯 逻 辑 的 推 
理 . 但 纯粹 的 逻辑 学 是 以 认识 逻辑 范畴 内 在 规律 为 使 命 的 学 科 ， 而 数学 则 是 以 客 
观 世 界 为 背景 ， 以 认识 客观 世界 规律 为 使 命 的 逻辑 学 科 ， 因 而 这 时 对 于 深入 了 的 
物理 学 将 自然 地 产生 与 数学 两 相 结合 的 要 求 . 的 确 ， 为 什么 在 今天 可 以 说 力学 就 
是 一 门 现代 数学 、 理 论 物理 就 是 一 门 现代 数学 ? 这 正好 表明 了 数理 结合 .“ 联 姻 ” 
的 结果 ， 已 不 仅仅 是 一 个 对 另 一 个 的 简单 应 用 问题 . 

同时 ， 上 上段 已 谈 及 的 生物 学 对 数学 的 要 求 的 “突变 性 ”转折 ， 也 典型 地 说 明 
了 “一 门 学 科 当 其 深入 发 展 后 即 需 要 与 数学 结合 ”这 一 事实 . 

此 外 ， 相 信 读 者 也 能 在 诸如 工程 技术 科学 以 及 管理 科学 、 经 济 科学 等 等 科学 
领域 ， 举 出 更 多 的 范例 以 说 明 本 段 结论 ，“ 任 何 学 科 的 深入 发 展 都 需要 数学 ”. 其 
原理 是 共同 的 ， 因 为 深入 后 的 对 象 将 变 得 不 直观 、 更 抽象 ， 或 要 求 更 精确 ， 或 难 
以 实验 观测 ， 所 以 需要 “数学 逻辑 ”去 帮助 探索 . 那么 ， 相 信 社 会 科学 对 (现代 ) 
数学 产生 广泛 需求 的 时 期 必 将 到 来 . 

不 过 ， 第 五 章 也 已 谈 到 ， 毕 竟 “ 数 学 逻辑 ”还 是 有 限 的 ， 它 既 不 能 包揽 形式 
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逻辑 ， 也 不 能 包揽 辩证 逻辑 ， 更 不 能 解决 全 部 问题 . 当 问 题 超出 它 的 典型 领域 时 
仍然 无 能 为 力 , 甚至 即使 典型 的 、 数 学 可 及 的 领域 , 要 把 问题 纳入 数学 一 一 分 析 、 
建 模 ,也 少不了 暂 学 思辨 ,所 以 更 要 说 “任何 学 科 的 深入 发 展 都 需要 哲学 ”. 这 与 
曾 说 过 的 “任何 科学 的 前 沿 都 是 哲学 "， 是 一 个 意思 . 


三 、 联 姻 前 景 的 分 形 考 虑 


理论 物理 还 表明 了 一 个 重要 现象 ， 即 宏观 宇宙 与 微观 世界 是 相通 的 . 比如 ， 
作为 描述 宏观 宇宙 运动 特征 的 相对 论 和 统一 场 、 规 范 场 理论 以 及 波 函 数 等 理论 在 
量子 力学 、 基 本 粒子 理论 等 微观 世界 仍然 有 用 . 进一步 ， 比 如 引力 论 与 量子 论 之 
间 虽 然 也 有 不 相 容 的 一 面 ( 那 是 因为 毕竟 这 样 的 宏 微 观 世 界 还 不 是 完全 空间 ) , 但 
它们 之 间 更 有 着 相 容 的 重要 的 一 面 ， 比 如 正在 建立 的 量子 引力 论 即 如 此 . 这 说 明 
宏 、 微 观 世 界 有 着 更 多 的 相似 特征 . 

的 确 ， 从 分 形 理论 (第 二 章 第 二 节 ) 也 容易 看 出 ， 宏 观 与 微观 本 是 物质 宇宙 
的 两 个 分 形 层次 ， 既 然 是 分 形 层次 ， 它 们 之 间 当 然 应 该 有 相似 性 .那么 ， 介 观 层 
次 又 如 何 ? 

我 们 说 这 里 说 的 介 观 层次 是 复杂 的 ， 首 先 即 可 分 为 物理 科学 的 介 观 和 社会 科 
学 的 介 观 两 个 概念 . 前 者 即 牛顿 物理 或 牛顿 空间 范畴 ， 相 应 的 数学 即 经 典 数学 的 
欧 氏 空间 范畴 ， 它 们 恰好 是 不 具有 现代 数学 、 现 代 物 理 基本 特征 的 典型 层次 . 那 
么 后 者 则 相反 . 虽然 社会 科学 对 象 从 物质 对 象 来 看 属 物理 学 的 介 观 〈 比 如 人 及 人 
类 社会 所 依存 的 物质 资源 都 可 以 说 是 属于 这 一 物理 学 介 观 世界 的 )， 但 主宰 社会 
的 却 不 属于 这 一 介 观 ， 甚 至 是 超出 物质 宇宙 宏 、 徽 、 介 观 层次 的 ， 它 是 又 一 个 分 
形 层次 ， 一 般 叫 做 精神 世界 . 

当然 ， 对 于 精神 世界 还 没有 更 多 的 科学 结论 可 供 参 考 . 这 有 待 宏 微观 科学 适 
当成 熟 以 后 的 又 一 层 新 突破 ， 现 在 还 没有 正式 攻克 它 的 科学 基础 . 不 过 容易 认识 
到 ， 它 是 “大 自然 ”的 又 一 个 分 形 层次 ， 从 物质 宇宙 的 “完全 空间 ”中 量子 论 与 
引力 论 之 间 的 不 完全 相 容 性 和 对 称 破 缺 性 等 现象 也 都 说 明 ， 还 需要 在 更 大 的 完全 
空间 内 , 才 可 能 保证 真正 完全 的 、 相 容 的 、 对 称 的 “守恒 性 ”. 若 这 样 ， 则 精神 世 
界 即 是 该 最 大 的 完全 空间 (大 自然 ) 中 相对 于 物质 宇宙 ( 实 象 ) 的 “ 虚 象 *. 因此 
由 精神 世界 操纵 的 社会 的 介 观 层次 具有 物理 的 非 介 观 层次 这 一 特征 ， 可 从 哲学 的 
思 闪 意义 看 亦 纯 属 必然 ， 所 以 它 有 着 明显 的 逻辑 地 位 . 

那么 ， 说 社会 科学 与 现代 数学 具有 天 然 的 “联姻 ”基础 也 纯 属 必然 ， 但 愿 真 
正 的 “联姻 ”时 代 能 早日 到 来 . 
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第 四 节 ”应 用 例 工 : 市 场 经 济 下 的 竞争 机 制 


实施 市 场 经 济 体制 的 关键 是 鼓励 “竞争 ”， 那 么 按 A.Smith 的 “无 形 的 手 ” 原 
理 , 竞争 的 关键 则 是 提高 “效率 ”. 具体 说 是 鼓励 每 个 市 场 参 加 者 为 实现 自己 的 最 
佳 效益 ， 而 充分 发 挥 自己 的 最 大 “潜能 ”"， 从 而 客观 地 为 市 场 乃 至 整个 社会 输入 
“有 序 能 ”， 以 达到 高 效 地 发 展 社会 . 

不 过 随 着 时 代 的 发 展 ， 竞 争 的 形式 已 变 得 不 完全 了 ， 旦 越 来 越 复杂 . 它 在 给 
社会 带 来 有 序 能 的 同时 也 带 来 了 无 序 能 ( 正 5$;) ， 因 此 有 必要 认真 对 付 “ 竞 争 ” 
这 匹 野 马 ， 为 此 首要 问题 是 认 清 它 的 “机 制 ” 和 “本 质 ”. 

但 奇怪 的 是 ， 关 于 “竞争 ”这 一 术语 尽管 已 用 得 十 分 频繁 ， 但 过 去 对 它 的 理 
论 探索 并 不 多 ， 本 节 红 在 现 有 研究 基础 上 ， 采 用 系统 描述 的 方式 对 其 求 得 进一步 
的 深入 .显然 ， 这 里 有 着 丰富 的 内 容 和 系列 的 新 课题 ， 不 是 一 节 所 能 陈述 的 ， 我 
们 这 里 仅 作 约 略 的 简 述 ， 望 能 起 到 “点 击 ”效果 . 
自然 ， 我 们 的 研究 将 始终 服从 于 “价值 论 ” 这 一 总 的 前 提 . 


一 、 社 会 的 市 场 结构 


(1) 关于 社会 的 结构 特征 ， 可 从 多 个 方面 去 描述 . 这 里 从 市 场 经 济 角度 将 其 
OQ={(X:E)xZ} (13.3) 
其 中 人 2 为 市 场 意义 下 的 社会 ; 对 为 有 形 市 场 ， 包括 典型 的 或 叫 传统 的 市 场 和 参与 
交换 的 商品 (包括 一 切 上 市 的 物品 ， 诸 如 最 终 产品 和 中 间 产 品 等 ) 以 及 市 场 参与 
者 (分 作 供 需 两 类 人 ); EE 为 外 围 市 场 , 包括 两 种 含义 : 一 种 是 有 形 市 场 半 的 扩张 ， 
诸如 所 谓 信息 市 场 ( 如 网 上 交易 )、 金 融 证 券 市 场 、 期 货 市 场 乃 至 各 种 中 介 、 直 
销 、 代 销 等 等 形式 所 表现 出 的 交易 行为 ， 而 另 一 种 是 事业 性 行业 部 门 ， 如 文化 、 
艺术 、 教 育 、 卫 生 以 及 邮电 、 交 通 、 新 闻 等 等 ， 它们 暂时 还 未 形成 “市 场 ”, 或 说 
市 场 化 的 困难 较 大 ， 但 最 终 可 以 市 场 化 ; Z 为 政府 职能 部 门 ， 如 公检法 、 政 府 首 
脑 机 关 和 商 、 税 、 环 保 、 民 政 等 行政 管理 部 门 都 是 . 

须 看 到 ，(X;E) 是 社会 的 基本 市 场 ， 也 是 市 场 的 全 部 ， 而 Z 与 (X;E) 之 间 的 
关系 不 是 平行 的 , 而 是 管理 与 被 管理 的 (上 下 ) 关系 . 从 数理 角度 来 说 ,Z 与 (X;E) 
之 间 是 共 斩 关系 ， 或 从 系统 论 来 说 是 “虚实 二 象 ”的 对 偶 关 系 ， 抑 或 从 辩证 论 角 
度 说 是 “对 立 统 一 ”关系 . 最 重要 的 应 该 看 到 ， 一 个 系统 只 有 当 它 满足 了 “二 象 ” 
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对 偶 的 结构 关系 ， 才 能 成 为 稳定 的 、 完 全 的 系统 . 事实 上 ， 容 易 看 到 作为 一 个 社 
会 的 侣 ,不 管 从 哪 方面 去 描述 , 它 都 具有 这 种 虚实 的 二 象 结构 , 这 是 社会 2 的 一 
个 必要 特征 . 

同时 容易 看 到 ， 在 人 2 中 子 系统 半 及 E 以 及 它们 中 的 各 个 子 系统 都 是 开放 系统 ， 
原则 上 说 22 也 是 开放 系统 ( 因 一 切 客观 系统 都 是 开放 系统 ， 只 有 人 为 界定 的 系统 
才 可 能 是 封闭 系统 ) ， 但 对 于 人 2 我 们 可 以 界定 它 为 封闭 系统 . 这 是 因为 从 经 济 角 
度 看 ， 有 海关 自主 权 , 与 外 界 交 流 受 到 自主 权 控制 . 再 则 ,也 可 以 把 2 的 对 外 
交易 部 分 视 为 (XE) 中 增加 了 一 个 抽象 元 素 . 总 之 ,我 们 可 设 侣 是 封闭 系统 . 

进一步 可 从 数学 角度 设 为 凸 的 完备 系统 ， 也 叫做 凸 的 完备 空间 . 

(2) 特别 地 ， 记 


2 ={(X;E)xZY 


叫做 2 的 属性 空间 ， 此 即 实在 的 刀 及 其 各 种 子 集 所 具备 的 一 切 抽象 特征 、 性 能 、 
效能 等 事物 之 集 . 再 记 

2 ={(X;E)x2Z) =(0,0°) 
叫做 2 的 完全 空间 ， 也 叫 “ 完 全 社会 "， 这 里 完全 空间 .27 是 空间 人 2 以 上 的 又 一 
层次 虚实 空间 结构 ， 具 体 说 是 虚空 间 2 “和 实 空间 名 形成 的 ( 虚 、 实 )=(02',0) 二 
象 结构 . 

同 理 ， 对 苞 也 有 于 及 其 完全 空间 (X',X)=X 结构 ; E 也 有 其 E 及 其 完全 空 
间 (E",E)=E 结构 ; Z 也 有 其 Z" 及 其 完全 空间 (2Z",2Z)=2Z” 结构 ; (X;E) 有 其 (X;E) 
及 其 完全 空间 (X;E) =((X;E),(X;E)) 结 构 等 . 

那么 易 知 ， 所 谓 “ 社 会 生活 ”实际 上 是 在 相关 的 完全 空间 上 进行 的 . 

(3) 我 们 可 以 界定 (27 是 个 广义 的 Banach 空间 ， 所 谓 “ 广 义 ” 仅 指 其 范 数 可 
以 为 负 . 事实 上 ， 把 负 值 再 取 绝 对 值 即 成 为 典型 的 赋 范 了 ， 但 为 了 适应 实际 ， 仍 
取 为 广义 赋 范 空间 ， 从 而 有 广义 Banach 空间 . 

首先 ， 据 社会 事物 的 可 度量 性 ， 即 容易 界定 027 是 广义 赋 范 空间 . 这 是 因为 
在 价值 论 观点 下 对 任 一 事物 /e427 皆 可 作 “ 评 价 ” 度 量 ， 且 这 个 评价 值 的 绝对 值 
满足 范 数 公理 . 进一步 ， 据 泛 浮 分 析 知 识 ，82' 也 是 广义 赋 范 空间 ， 从 而 也 有 2" 
是 广义 赋 范 空间 . 

其 次 ， 由 于 27 本 身 是 完全 空间 ， 据 此 易 界 定 其 完备 性 . 这 是 因为 根据 实际 
特征 ， 容 易 界 定 红 中 序列 的 敛 、 散 结果 都 在 27 中 ， 这 点 比 完备 性 更 强 . 
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二 、 市 场 筷 上 的 竞争 模型 


虽然 天 可 表 为 
让 ( 供 5, 需 D)s(5,D) 


其 中 5S 既 表示 供给 总 量 , 也 可 表示 供 方 商家 集合 . 同 理 , D 既 表 示 市 场 需求 总 量 ， 
也 表示 顾客 集 . 

在 现代 社会 中 ， 由 于 生产 力 的 提高 ， 对 于 任 一 成 熟 产品 和 成 熟 市 场 丝 可 设 
S$ >D (买方 市 场 )， 那 么 在 市 场 经 济 前 提 下 ， 这 时 ， 也 只 有 这 时 ， 商 家 之 间 才 能 
产生 竞争 . 进一步 容易 介 定 Z 为 拓扑 空间 ，2 亦 然 . 

当 商 家 数 有 限时 ， 设 第 i 商家 为 S$ eS ， 并 记 5* 为 S\S 的 “平均 商家 ， 则 
关于 5' 与 市 场 上 S\5' 之 间 的 竞争 可 视 为 5 与 5* 之 间 的 竞争 ， 记 为 系统 


<S',S*> 
竞争 是 个 动态 过 程 ， 记 为 映射 p ，g 对 于 一 般 是 个 自 映射 ， 
pp:X—>X 
但 对 于 -一般 为 扩张 映射 ， 
Pi:X xT— 12° 


讨论 见 后 ,鉴于 我 们 的 任务 ， 这 里 只 需 表征 市 场 竞争 的 主要 特征 ， 其 模型 只 要 能 
突出 主要 特征 即 可 ,应 尽量 简单 一 些 . 

据 此 ， 通 过 简单 分 析 ， 该 竞争 动态 系统 可 表 为 微分 动力 系统 (gp,X) ， 
92:Xx7 一 汪 ， 其 微分 结构 为 


人 (13.4) 


其 中 参数 4 w 8, 8 本 质 上 是 来 自 8 空间 之 对 偶 空间 的 “ 参 变量 ". 具体 说 还 可 简 

化 地 记 a=a(8) 为 8 的 减 函 数 ; P= PB(4) 为 4 的 减 函 数 . 于 是 系统 中 只 有 两 个 独 

立 的 参 变量 4, 8 ， 它 分 别 表征 竞争 元 5 和 5* 内 在 的 竞争 能 力 ， 是 各 自 努 力 的 效 

果 体 现 ( 泛 函 值 ). 至 于 系统 (13.4) 中 ,元素 5 与 $* 之 间 的 竞争 关系 ， 已 一 目 

了 然 , 不 必 细 说 , 这 里 g 是 系统 (13.4) 的 “ 解 ” 集 , 或 说 轨道 族 ， 抑或 说 “ 流 ”. 
总 之 ， 我 们 得 到 模型 : 
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当 (1) 名 实行 市 场 经济 ， 市场 人 在 法 律 意义 下 获得 充分 自由 ; 

(2) 中 满足 S$>D 9 S={3.9 ,8 =( 有 限 商家 集 ) ; 

(3) VS eS，S -SS ， 且 S'=S()，5* =S%*(t)， 则 有 <5S',S* > 满足 动力 
系统 : 


上 (连续 型 ) g3.4) 


S$» = BS*(B—S’) 


Si =AS'(0 -Se)+S; 
全 "(5 )+5。 (离散 型 ) (13.5) 


Sm = BS (P-S,)+S 
注 : (1) 如 果 S 中 商家 数 很 多 ， 即 可 认为 是 完全 竞争 或 叫 “ 无 原子 市 场 ” 状 
态 ， 这 时 单个 商家 对 市 场 的 作用 其 小 ， 这 时 的 竞争 也 可 取 作 如 下 形式 : 


i A i 
So = 区 5 (13.6) 


其 中 太 表 示 市 场 形势 泛 函 ， 可 用 统计 或 评价 方式 获得 ; 4 的 含义 同上 .特别 地 ， 
也 可 简单 地 表示 为 台 = wa 全 ， 其 中 万 表示 市 场 价格 (统计 均值 ) pi 表示 S' 的 成 
本 价格 . 

(2 ) 模型 (13.4)、(13.5)、(13.6 ) 只 表 出 了 市 场 的 客观 竞争 形势 ， 至 于 其 主 


观 竞争 形势 ( 诸如 结构 特征 、 努 力 效果 等 内 在 因素 决定 的 形势 ) 的 描述 避 含 于 系 
数 中 ， 待 后 面 讨论 . 


三 、 系 统 (13.4) 的 讨论 


(1) 由 于 式 (13.4) 中 参 变 量 为 常数 (动力 系统 )， 所 以 可 有 
dy _A S'(a-S') 


ds B S*(p-S') 


或 
[Sad -412 dr (13.7) 
S B' 5S" 
抑或 
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pin8' -8 = SlalnS* -Se]+c (13.8) 
-ft 时， 15 -5 _4 趾 和 A 等 实际 的 ， 所 L = 
由 于 取 1= 加 时 ， 帮 2 和 一 5 入 是 合 符 实 际 的 ， 所 以 可 取 c=0 . : 
由 式 (13.8) 或 (13.7) 已 能 看 出 ，5S'() 的 积分 曲线 是 5* (0 积分 曲线 的 常数 
同时 看 到 两 者 的 积分 曲线 和 皆 非 线性 . 
(2) 以 Q3.4) 作 定 性 分 析 (又 叫 几 何 分 析 ) 得 知 ， 它 在 相 空间 (8 ,9") 中 正 象 


限 内 有 均衡 点 
(Ss, Se)=(p,0) 人 EM 

并 确定 其 方向 场 后 易 知 点 M 为 鞍点 , 其 轨道 
分 布 如 图 13.4 所 示 . 

(3) 结合 式 (13.8) 或 (13.7) 可 知 ， 
在 竞争 系统 <5S',S” > 中 , 胜 败 不 仅 取决 于 各 
自 的 努力 效果 4 或， 更 取决 于 4,8B 之 间 的 
相对 关系 ， 即 


当 人 <1 时 ， S' < 5S。 ， 其 轨道 如 图 中 ， 
形势 将 对 Se 有 利 ; 
当今 >1 时 ， 5' > 5* ， 其 轨道 如 图 中 心 ， 形 势 将 对 8 有 利 ; 


倍 


当今 -1 时 ， S = 8 ， 其 轨道 如 图 中 1 ， 市 场 将 趋向 平衡 点 M. 


由 此 可 见 在 系统 (13.4) 或 (13.4) 、(13.5) 中 ， 市 场 的 均衡 态 存 在 ， 但 不 容 
易 实 现 ， 且 不 稳定 . 

同时 可 以 看 到 , 图 中 轨道 的 宏观 结构 特征 (定性 走势 ) 是 由 式 (13.4) 或 (13.4) 
的 结构 式 客观 地 决定 的 ， 至 于 系统 中 的 具体 参数 则 决定 于 竞争 者 主观 的 形势 ， 它 
的 取 值 仅 能 决定 具体 轨道 及 其 精确 位 置 . 这 就 是 系统 结构 框架) 和 系统 参数 在 
图 形 中 分 别 的 功能 特征 差异 . 


四 、 系 统 (13.4)' 或 ( 13.5 ) 的 参数 讨论 


前 面 是 就 4,8 (从 而 a,b6) 为 常数 时 作出 的 讨论 ， 实 践 中 只 有 短期 内 才 符合 
此 条 件 . 实际 上 ， 随 着 时 间 的 进程 ， 有 两 点 可 表明 4, 8 要 变 : 一 个 是 自然 的 改变 
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(随机 因素 ), 因为 原则 上 说 天 下 没有 绝对 不 变 的 事物 , 只 有 变化 速度 的 大 小 差别 ; 
另 一 个 是 人 为 改变 ， 诸 如 人 为 控制 、 管 理 、 操 纵 所 起 的 作用 ， 换 句 话说 是 竞争 对 
系统 所 起 的 作用 . 

回 到 我 们 的 实际 背景 一 一 市 场 , 我 们 可 认为 5* 系统 本 身 的 “自然 ”改变 是 缓 
变 的 ， 可 省 略 不 计 ， 但 因为 竞争 的 作用 ， 人 为 对 系统 的 改变 是 主要 的 、 急 速 的 ， 
不 可 不 计 . 因此 现在 即 从 系统 管理 、 经 营 、 竞 争 出 发 对 4, 8 的 改变 进行 讨论 . 

特别 地 ， 对 于 管理 、 控 制 来 讲 ， 其 作用 是 分 步 的 而 不 是 连续 的 ， 所 以 以 下 仪 
对 (13.5) 形式 进行 讨论 ， 并 且 因 为 要 考虑 到 4, 8 的 改变 ， 改 记 为 


=AS'(a, —S*)+S: 


人 (13.9) 
NA 二 BS» (pb, 一 9 )T So 


其 中 4, B, 分 别 表征 S$; 和 Ss 在 竞争 的 第 n 步 (第 nn 阶段 ) 中 的 自我 (主观 ) 反应 
效能 . 因此 它们 分 别 是 个 泛 函 值 ， 是 综合 、 横 断 、 升 华 8 或 %% 在 第 n 步 的 一 切 
措施 和 效能 空间 而 成 的 基 ， 

具体 说 ,根据 经 济 管理 知识 ， 可 有 

4, = 4, (开源 、 节 流 ) 人 2 4(G,J) (13.10) 

1. 关于 开源 映射 G 

这 是 利用 系统 多 层 性 结构 和 开放 性 结构 向 系统 纵深 乃至 环境 去 索取 “能 量 ” 
”的 做 法 . 注意 到 比如 系统 5 的 “环境 ”有 内 、 外 两 大 领域 ， 其 内 环境 指 系统 每 个 
成 员 的 内 部 世界， 那里 有 很 大 潜能 . 总 之 ， 可 把 G 归 为 对 内 的 “挖潜 ”(w) 和 
对 外 的 “开发 ”(7) 两 个 方面 的 映射 ， 即 有 

G:woxI—>R 


进一步 ，w 又 是 个 多 层 映 射 ， 最 终 可 达到 系统 内 部 各 层 组 织 直至 对 每 个 人 的 激励 
和 重组 (包括 劳力 重组 、 增 减 和 人 才 的 重组 )， 归根 到 底 , 激励 和 重组 的 实质 是 引 
入 各 层次 直至 每 个 人 的 竞争 机 制 . 此 外 ， 重 组 也 包括 资产 重组 和 设备 更 新 等 . 

而 对 外 的 开发 7， 因 为 系统 8 是 开放 的 ， 按 本 文 限 制 也 可 以 以 整个 8 作为 其 
扩张 邻 域 . 再 据 实 际 观察 ,1 的 定义 “空间 ”是 高 维 的 ， 比 如 有 开创 (技术 创新 、 
基础 研究 )、 引 进 ( 资 金 、 人 才 )、 策 划 (包括 多 经 、 垄 断 、 营 销 、 广 告 等 ) 乃至 
灰色 和 黑色 手段 . 其 中 灰色 手段 系 指 “ 走 后 门 ”、 “拉关系”、“ 钻 法律 空子 ”等 ， 
黑色 手段 系 指 行贿 、 收 买 、 偷 税 .“ 假 冒 伪 劣 、 违 法 等 . 

从 而 有 : 

命题 1 假设 (1): 记 
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(oj; 站 =( 激 励 (wo) ,重组 (07); 引进 07), 策划 (1) ;灰色 (中) ,黑色 (7)) 


且 据 观察 知 其 各 项 的 “开源 ”难度 在 对 (w,1) 人 7 cr 作 权 系数 分 布 映 射 后 ， 成 为 
自 左 至 右 依 秩 下 降 的 态势 ， 如 图 13.5 中 实 线 了 . 


图 13.5 


假设 (2): 在 针 中 VS' eS 具有 不 择 手 段 的 特性 ， 其 市 场 秩序 靠 法 律 和 竞争 
本 身 的 制约 特性 来 维持 . 因此 在 法 律 不 健全 (包括 法 律 条 文 不 充实 和 执法 不 严 等 ) 
条 件 下 ，23 所 实际 执行 的 是 《上 庶 ) 折线 (其 上 难度 与 7 上 相反 ， 但 总 效果 与 L 
上 上 的 等 价 ， 且 来 得 容易 ， 最 容易 的 是 折线 ). 其 中 虚线 序列 表示 在 法 律 逐 步 健 
全 过 程 中 ，“ 虚 ”分 布 曲线 逐步 收敛 至 的 过 程 ， 则 在 上 述 假设 下 有 


liml,0) =L0) 
这 是 因为 ， 如 图 13.5 可 见 ， 在 [w',77] 正 常 范围 内 大 致 有 关系 


a 
‘= a 


则 进一步 取 a=G*r) 是 可 以 的 ， 从 而 可 有 


L(r}dr = COo, 
G(r7) 


又 因 区 间 [w,1]=F ，L,! 在 7 上 丝 分 篡 函数 ， 则 可 有 


fir | Gedo0) 


导 
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mnG= :ZnDdr 抑或 G -ce 和 


同时 据 假设 有 
| -ZL(r)dr = | -ln(r)dr 
所 以 有 


G=cej"oe (这 里 c 为 积分 常数 ) 

由 于 沿 1,(7) 比 之 沿 Zr) 的 难度 小 得 多 却 效果 一 样 ,根据 “竞争 者 具有 不 择 手 
段 的 假设 ”， 当 其 法 律 不 健全 时 ,自然 名 会 就 4, 而 不 就 L. 但 毕竟 因 [ 广 , 门 是 焉 门 
斜 道 ， 不 利 国家 ， 因 而 处 在 法 律 逐 步 健 全 的 过 程 中 ，4, 取 紧 贴 着 法 律 严 格 化 过 程 
的 前 沿 态势 ， 而 趋向 于 

了 Sr cl, 7] 
0, r e[1’,1] 

由 刀 随 的 进程 特征 可 见 ，S' 对 其 系统 内 的 管理 、 激 发 有 个 过 程 ， 且 是 逐步 
深入 的 ， 又 因 它 是 个 多 目标 最 优 问题 ， 且 满足 可 解 条 件 ， 所 以 存在 最 优 性 . 这 一 
最 优 性 表明 ，$8 可 能 最 终 地 充分 发 动 起 每 个 人 ， 且 渗透 到 每 一 角落 使 系统 管理 达 
到 最 优 ， 即 艺 是 系统 管理 达到 顶峰 的 标志 . 

2. 关于 节 流 映射 J 

” 按 系 统 论 观 点 ， 开 源 是 为 系统 增加 有 序 能 ， 节 流 则 是 减少 系统 有 序 能 的 无 益 
流失 ， 其 表现 效果 是 成 本 C 的 降低 . 易 知 /主要 表现 为 人 〔〈( 人 才 、 劳 力 ， 记 为 站 
的 合理 安排 〈 最 优 组 合 、 最 优 设 岗 )、 财 (资金 、 设 备 ， 记 为 月 的 最 佳 利 用 和 高 
速 周 转 以 及 物 〈 原 材料 、 能 源 ， 记 为 e) 的 低 耗 和 节约 (利用 率 高 ). 

特别 地 ， 出 于 人 的 “ 私 性 ”特征 ， 当 纪律 不 严 时 ， 系 统 8 中 的 “能 量 ” 流 失 
还 包括 挥霍 浪费 、 挪 用 贪污 等 额外 损失 ， 记 为 < . 严格 说 ，¢ 是 属于 的 利用 效 
率 问题 ， 但 据 实际 ， 不 防 单独 列 作 一 个 因素 . 

总 之 有 

J:lxkxext—>R 


且 可 表 为 
Jee) = 及 C， 
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其 中 C ,为 第 半期 成 本 ， 心 为 调节 系统 , 它 也 是 一 个 函数 ， 比 如 表现 为 $ 管理 者 能 
力 等 . 

亦 即 7 是 对 人 财物 利用 效率 的 度量 (一 种 评价 泛 函 ). 

3. 小 结 

根据 1、2 段 的 分 析 结 合 (4.8) 式 ， 可 有 


4 = A(GN=0GN) =bel™Y 


其 中 o 是 个 系数 ，b =ocb' 为 调节 系数 . 其 实际 意义 是 由 诸如 市 场 反应 能 力 、 信 息 
收取 能 力 等 决定 的 . 
进一步 对 单 降 函 数 B(4,) 可取 为 


C。 


| mrdr 


BA)= HA = hbel CY = pe lc 


其 中 4 人 为 调节 系数 ， 其 实践 意义 类 似 于 5 的 叙述 . 


此 外 ，B, 的 含义 同 4,， 不 过 因 这 时 B, 代表 市 场 上 8S\S 的 统计 量 . 可 以 认为 
B; 的 变化 是 缓慢 的 、 单 调 上 升 的 ， 同 时 a(B,) 也 是 缓慢 的 减 函 数 . 

最 后 ， 将 所 获 4,B, 及 a(B,),B(4,) 表 达 式 代入 (13.9) 式 即 得 到 实证 模型 ， 
再 借助 计算 机 即 可 获得 所 求 的 市 场 形势 分 析 . 


五 、 关 于 国企 与 非 国企 的 竞争 


设 式 (13.9) 中 5 为 竞争 中 (第 期 ) 国营 企业 ，5* 为 相应 时 期 的 非 国营 企 
业 ， 均 以 统计 平均 元 作为 代表 ， 则 易 看 出 这 是 竞争 的 一 种 特殊 情形 ， 这 时 的 4 
与 B 差异 较 大 . 首先 ， 这 时 4, 表现 为 自主 性 差 ， 因 而 其 C,J 了 的 自由 度 低 . 比如 
人 员 进 出 受 人 事 制 度 的 制约 、 管 理 的 自主 权 受 限 以 及 退休 职工 “ 包 裕 ” 重 等 . 但 
男 一 方面 也 有 政府 的 “支撑 ”， 诸 如 政策 的 优惠 、 财 政 的 扶持 等 都 是 与 8* 不 同 的 
条 件 , 致使 它们 的 竞争 条 件 不 同 (不 在 同一 起 跑 线 上 ). 至 于 8 (国企 ) 与 5$*( 非 
国企 ) 究竟 谁 的 竞争 条 件 最 优 ， 从 竞争 因素 向 景 看 ， 各 有 优 劣 ， 但 从 评价 意义 看 
尚 待 度 基 ， 当 然 这 也 是 可 以 度量 能 

不 过 从 市 场 竞 争 的 长 远 性 讲 ，$8 所 受 的 “ 半 计 划 经 济 ”的 包 窗 ， 产 生 的 效果 
将 是 与 市 场 经 济 的 特征 和 优越 性 格格 不 入 的 ， 比如 有 难以 提高 市 场 反应 率 、 难 以 
顺利 进行 内 部 管理 等 ， 更 主要 的 是 不 能 充分 调动 管理 者 的 积极 性 ， 因 为 在 它 的 体 
制 下 不 能 处 理 好 “ 私 ” 与 公 的 矛盾 . 
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总 之 , 在 通常 市 场 经 济 下 , 式 (13.9) 中 函数 和 44, B, 应 该 具有 相同 的 影响 因素 ， 
具有 同一 竞争 条 件 ， 但 在 本 段 意 义 下 4 与 B 却 十 分 不 同 ， 而 且 这 种 不 同 条 件 不 
是 通过 竞争 者 主观 努力 可 改变 的 ， 自 然 不 管 谁 优 ， 都 是 不 正常 的 竞争 模式 ， 它 将 
客观 地 一 开始 便 能 决定 胜利 者 .因此 根据 “市 场 竞 争 必 在 同 条 件 下 才能 持久 ”的 
原理 , 若 要 市 场 正 常 ， 只 有 随 着 的 增长 3m >n 3 4 与 B, 的 因素 变 得 相同 , 此 即 
意味 着 竞争 必 将 转 为 正常 ， 否 则 不 可 能 持久 ， 要 么 5 破产 ， 要么 5 破产 . 

这 就 解释 了 ， 我 们 目前 或 说 过 去 的 市 场 竞争 形式 是 不 够 正常 的 ， 必 须 逐 步 改 
为 正常 方 可 持续 下 去 . 否则 不 管 怎样 ， 胜 负 双 方 不 是 由 竞争 来 决定 ， 而 是 早已 由 
前 提 条 件 客 观 地 决定 了 的 . 


为 何 我 国 (20 世纪 末 ) 会 出 现下 岗 热 ， 这 种 现象 正常 吗 ? 是 短暂 现象 吗 ? 今 
后 将 怎样 发 展 变化 ? 根据 “四 ”中 对 4, (从 而 8,) 的 讨论 ， 这 些 问 题 都 是 可 以 解 
释 的 ， 这 是 因为 : 

(1) 从 “四 ”中 分 析 ， 比 如 4,(G, 四 中 正常 的 〈( 非 灰色 、 非 黑色 ) 管理 行为 
下 ,，( 竞 争 的 结果 ) 都 将 涉及 到 对 系统 的 重组 . 首先 是 资产 重组 ， 包 括 技术 改造 、 
扩大 规模 、 多 种 经 营 乃 至 兼并 联合 等 ; 此 外 是 人 员 重 组 ， 包 括 人 才 的 引进 、 合 理 
安排 ， 员 工 的 最 优 设 岗 、 最 优 组 合 、 削 减 元 员 等 ， 

(2) 从 系统 论 角度 说 ， 随 着 竞争 过 程 的 进展 ， 系 统 引 入 越 来 越 多 的 正 炳 (5,) ， 
为 消化 掉 这 些 5, ， 自 然 表 现 是 ， 系 统 将 通过 涨 落 产生 自 组 织 ， 从 而 在 新 的 水 平 上 
形成 新 的 均衡 状态 . 这 里 “新 水 平 ”意味 着 系统 有 了 新 的 自 组 织 结构 ， 而 这 种 自 
组 织 过 程 就 是 重组 过 程 ， 包 括 人 员 (劳力 、 人 才 )、 资 金 、 设 备 等 的 重组 .自然 ， 
重组 的 目标 是 为 了 提高 系统 功能 以 达到 高 效益 的 优化 结构 ， 因 而 必 以 系统 的 优化 
目标 为 准绳 ， 来 决定 人 财物 的 取舍 和 引进 . 特别 对 于 我 国 国企 这 样 长 期 实行 广泛 
就 业 〔 隐 性 失业 ) 的 企业 ， 元 余人 员 必 然 很 多 ， 所 以 大 量 下 岗 是 势 在 必 行 ， 且 越 早 
越 好 . 

(3) 从 竞争 的 持续 性 来 看 ， 重 组 现象 必 将 持续 发 生 ， 那 么 重组 中 必 涉 及 人 员 
的 引进 和 辞退 ,特别 涉及 破产 现象 时 有 发 生 ， 所 以 失业 (下岗 ) 现象 将 是 长 期 的 、 
持续 发 生 的 ， 只 是 一 般 说 来 没有 目前 这 么 突出 罢了 . 

再 从 世界 经 济 发 展 的 历史 来 看 ， 失 业 现 象 是 从 无 到 有 、 从 弱 到 强 日 益 发 展 的 
这 是 因为 生产 力 的 上 升 ， 生 产 效 率 提 高 的 速度 将 高 于 人 类 享用 的 需求 量 上 升 速度 
的 自然 结果 , 是 正常 的 , 因此 尽管 可 以 说 今后 的 下 岗 现 象 不 一 定 有 目前 这 么 高 涨 ， 
但 可 信 它 不 会 消失 ， 而 是 要 在 正常 基础 上 逐步 上 升 . 
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七 、 竞 争 势 及 其 传递 效应 

事实 上 ,对 于 系统 13.5, 说 它 的 轨道 族 为 p, :S$ -一 SS， 仅 仅 是 在 相 空间 ， 从 动 
力 系 统 角 度 来 说 的 . 当 从 泛 函 分 析 角 度 看 时 ， 它 是 赋 范 空间 9 上 的 算 子 序列 
{9,} ， 而 且 这 一 观点 更 高 ， 这 时 轨道 映射 只 是 一 种 空间 投影 下 的 结论 ， 从 而 当 从 
42" 上 来 看 时 ， 每 步 轨道 映射 在 这 里 就 不 那么 简单 了 . 事实 上 ,“ 四 ”中 对 4,(8,) 
的 研究 即 属 第 n 步 算 子 9, 的 映射 内 容 (实际 背景 ) 分 析 ， 那 么 这 里 即 在 此 基础 上 
对 9 序列 {9,} 进行 研究 ， 我 们 将 始终 紧密 结合 实际 背景 来 叙述 .从 另 一 角度 说 ， 
由 于 在 低 维 的 相 空间 2 来 看 ， 竞争 过 程 只 是 个 (离散 ) 动力 系统 ( 包 ) 过 程 ， 但 
进一步 从 02" 来 看 ， 易 知 这 时 的 “动力 ”来 自 竞争 这 一 “激励 机 制 ”， 由 此 将 激 起 
每 个 系统 的 内 能 释放 ， 从 而 形成 一 种 社会 的 “竞争 势能 ”. 它 就 是 动力 系统 意义 下 
的 轨道 映射 "gp,”, 也 是 泛 函 意义 下 的 算 子 作用 p, , 因此 也 叫 9, 做 竞争 势 或 叫 “ 竞 
争 算 子 ”. 现在 分 别 讨论 于 下 : 

1. 在 相 空 间 上 的 {9,} 

在 相 空 间 上 ，{g,} 叫做 轨道 映射 ， 记 为 

人 02 一 人 
这 时 对 VS eScXcQ2，9g,(5S)=5S,， 那 么 映射 序列 为 {o,(S)={S .我 们 把 实 
践 中 对 {9,} 在 任 一 有 限时 期 内 的 考察 叫做 广义 极限 过 程 ， 记 为 
lim 8; (13.11) 
这 时 容易 据 实 得 知 ， 式 (13.11) 可 能 有 如 下 几 种 结果 : 

(1) 当 tim 儿 <1( 意 即 3m>03n>m 时 保持 为 <1 的 情形 时 时 limS; =0， 意 
味 着 8 破产 或 被 吞并 (社会 重组 ) , 总 之 意味 着 8 的 名 称 品 牌 不 存在 了 . 但 商家 5 
的 人 还 在 ， 只 是 他 们 不 以 5 商家 名 义 而 存在 罢了 ， 所 以 也 说 这 时 limg,(S')e 12. 

(2) 当 im 名 =1( 或 不 确定 、 >1 时 、<1 时 ) 时 ，HmS; = S'e 5S, 意味 着 5' 能 
正常 生存 下 去 ， 这 时 5 仍 属 于 5S 集 合 . 

(3) 当 lim 恕 >1 时 ， limS' =hS' eS (h>1) . 意味 着 这 时 8 能 发 展 扩张 , 但 8 
的 品牌 未 变 ， 所 以 仍 属 5. 
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2. 在 完全 空间 2 上 的 {9,} 

在 Q2 上 情况 就 复杂 了 ， 这 时 能 显示 出 “四 ”中 讨论 到 的 一 切 情形 . 首先 容 
易 界定 ， 在 2 上 看 ， 包 ,是 有 界线 性 算 子 ， 或 说 是 人 上 能 量 有 限 的 竞争 势 ， 因 
此 这 时 w, :2 一 人 ， 

其 次 ， 对 Vg, es{} ， 在 算 子 意义 下 是 扩张 映射 〈《 当 视 $ 为 一 点 时 ， 也 可 叫 
集 值 映射 ): pg,(S')= pg(5; < 护 (S) 斌 所， 是 包含 8 的 一 个 完全 子 空间 . 它 包 括 5 
根据 ww, 步 的 信息 作出 对 策 和 由 此 产生 的 活动 〈 空 间 ) 等 两 个 过 程 . 这 时 有 
大门 巨 关 和 , 从 而 也 有 矿 站 天 = 亿 ; 同时 在 一 定 条 件 下 (如 法 律 不 严 ) 及 门 Z 2， 
从 而 也 及 站 2 "名 . 显然 ,在 同样 条 件 下 有 9,(s) 二 > .2 ， 当 然 , 由 于 人缘 是 完 
空间 ， 所 以 这 时 “> ”是 假 包含 . 

再 则 ， 在 竞争 势 的 意义 下 也 表 为 9,(E)cE* ,gp,(Z)c 2Z” . 容易 证 明 ， 上 述 算 
子 观点 和 竞争 势 观 点 是 等 价 的 . 

那么 从 后 一 观点 出 发 可 看 出 ，{9,} 对 于 42° 的 作用 有 两 种 情形 : 

(1) 记 @,(E)=E,=9(E,1) ,表示 由 5 中 的 竞争 所 产生 的 第 nn 次 竞争 势 g, 对 EE 
产生 的 作用 ， 于 是 这 一 作用 的 序列 等 于 序列 的 复合 作用 ， 即 


limg,(E)=limg,…9, 9.(E)S lim2,9,(E) (13.12) 
i=|! 


根据 有 势 差 就 有 作用 、 能 革 渗 透 这 一 原理 、 哈 密 顿 最 小 作用 原理 以 及 “其 变 - 
质量 ”原理 ， 再 结合 现象 观察 ， 的 确 在 市 场 经 济 过 程 中 , 多 的 外 围 市 场 E 也 在 逐 


步 改变 ， 亦 即 在 式 (13.12) 中 总 3m>03n>m 了 时， 了 gi(E)c 广 ， 议 表示 市 场 的 


扩张 ， 即 外 围 市 场 可 能 逐步 被 市 场 化 . 当 X=(X;E) ， 即 外 围 市 场 完 全 被 市 场 化 . 

事实 上 ， 比 如 这 时 教育 系统 所 设 专业 不 得 不 面向 市 场 、 教 师 人 才 向 XX 的 流失 
等 ， 都 是 直接 受到 市 场 影响 的 结果 . 另 一 方面 ， 现 在 私立 学 校 日 增 ， 各 校内 部 逐 
步 实 施 起 鼓励 竞争 的 激励 机 制 也 都 说 明教 育 正在 走向 市 场 化 . 又 如 , 交通 、 新 闻 、 
电视 、 电 台 等 的 走向 市 场 化 步伐 更 快 . 可 以 看 到 , 邮电 事业 最 终 也 将 被 市 场 化 . 实 
际 上 , 再 据 “市 场 经 济 下 人 人 皆 可 自由 选择 经 营 行业 ”的 原理 , 即使 有 某 行业 “ 效 
益 高 ”而 在 9,(E) 中 稳定 不 变 ， 也 会 有 人 投入 其 中 分 享 其 效益 的 ， 从 而 会 产生 竞 
争 ， 也 会 市 场 化 . 

(2) 记 9,(Z)=9(Z,1)=Z,， 表 示 S$S 上 的 竞争 势 直 接 作用 到 了 2Z 上 . Z 表示 初 
始 状 态 ，Z, 表示 经 n 次 g 作 用 后 的 效果 9,(Z) ， 它 等 价 于 视 Z, 为 初始 状态 时 ， 
对 其 再 作 一 次 8 作用 的 效果 g(Z,,) ， 这 时 有 两 种 可 能 . 
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命题 2 若 法 律 不 够 健全 ， 则 limo,(Z)=Z cE. 


这 就 是 说 ， 当 法 律 〈 记 为 已 ) 作用 弱 时 ， 即 有 Fo,(z)) = 9,(z) ， 这 时 作为 管 
理 (X,E) 的 Z 将 被 {gp,} 腐蚀 ， 而 实质 上 也 是 被 市 场 化 了 . 这 是 坏事 . 因 若 这 样 ， 
社会 如 的 虚实 结构 被 瓦解 了 ， 即 其 “完全 性 ”没有 了 ， 于 是 成 为 不 稳定 系统 ， 所 

为 何 F 弱 ，{gp,} 即 能 腐蚀 Z? 这 是 因为 Z 也 是 人 组 成 的 ， 从 社会 职能 讲 ， 他 
的 职位 要 求 他 超脱 于 市 场 (为 其 共 轿 空间 ) ， 这 需要 高 尚 品德 ， 所 以 Z 的 人 一 般 
是 高 素质 的 ， 但 毕竟 是 人 人 皆 有 私欲 ， 因 而 容易 受 利益 的 引诱 ， 加 上 {9,) 的 长 期 
作用 ,尽管 可 说 它 是 有 界线 性 算 子 序列 (或 说 能 量 有 限 ), 但 累积 意义 下 的 有 界 能 
晤 也 容易 攻破 Z， 从 而 损害 Z 的 社会 功能 . 

显然 ， 为 保护 社会 中 的 完全 人 性， 有 效 的 办 法 是 加 强 法 制 下 作用 ， 因 
一人， 即 已 是 维护 社会 正常 活动 的 . 所 谓 “ 正 常 ”， 即 保证 平等 竞争 ， 保 
证 Q 的 完全 性 ， 因 而 将 完全 厄 制 住 27 中 产生 于 “私欲 ” 澎 涨 的 有 损 吕 完全 性 的 
坏 行为 . 

当然 , F 也 是 人 来 制订 的 , 是 由 人 来 制订 的 扼 制 人 自己 的 条 例 , 这 里 含有 (一 
切 集合 的 集合 式 ) 集合 悖 论 ， 所 以 不 是 容易 的 .实践 表明 ， 还 需要 有 别 的 人 对 制 
订 和 执行 的 人 实行 有 效 监督 、 约 束 才 行 . 

命题 3 当 环 的 作用 适当 强 ， 且 能 稳定 有 效 时 ， 必 

limg,(Z)=sZ 或 F(@,(2))=Z, vasN 


这 里 所 谓 “F 的 稳定 有 效 ”， 在 实践 中 即 “ 有 效 监 督 ” 问 题 . 正如 所 说 ， 出 自 
“集合 悖 论 ” 原 理 ， 这 是 很 难 实现 的 一 个 实际 问题 . 

命题 4 设 B={y’ =9o(S]|S eS} , 则 当下 列 条 件 满 是 时 ,市 场 经 济 社会 侣 成 
为 稳定 系统 ， 妈 B :02 一 2 结构 稳定 . 

(1) 所 完全 有 效 : 即 F(C(Z)=Z ; 

(2) 六 =(X;E)， 这 时 0Q= 印 xZ (所 谓 Q 结构 稳定 是 训 ,Z 的 规模 、 机 能 和 
职能 等 缘 其 不 变性 ) . 

为 着 该 命题 的 严格 证 明 ， 尚 需 更 多 数学 准备 ， 兹 免 ， 事实 上， 结合 到 我 们 的 
实际 对 象 来 考虑 ， 这 一 结论 是 直观 的 ， 且 能 看 到 ， 当 满足 条 件 (1)、(2) 时 ，@ 
由 定义 中 的 5 也 成 为 大 市 场 卫 的 “商家 集 ” 了 . 

推论 1 在 命题 4 条 件 下 ，vS' e 广 的 内 部 管理 将 达到 成 熟 阶段 ， 即 其 内 部 各 
层次 直到 每 个 成 员 都 被 激励 ， 成 本 基本 上 达 最 低 ， 效 率 基 本 上 达 最 高 . 所 谓 “ 基 
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本 上 ”是 因为 无 中 竞争 系统 属 巨 复杂 系统 ， 其 均衡 状态 不 可 能 绝对 静止 在 一 个 数 
学 点 上 . 换 句 话说 ， 基 本 上 最 优 就 是 实践 上 的 最 优 (Pareto 最 优 ) . 

推论 2 在 命题 4 条 件 下 ， 整 个 社会 2 将 成 为 典型 的 市 场 经 济 ， 亦 即 这 时 的 
竞争 是 基本 上 公平 的 ， 这 时 的 政府 干预 (或 叫 管理 ) 职能 也 是 正常 的 . 

也 就 是 说 ， 在 典型 的 市 场 经 济 中 ， 所 有 竞争 者 内 部 的 挖潜 、 节 流 缘 达成 熟地 
步 ， 唯 一 的 只 有 向 外 了 . 这 时 一 方面 得 靠 竞争 策略 ， 另 一 方面 得 靠 扩 展 市 场 ， 亦 
即 这 时 一 切 $ 内 部 发 挥 出 的 潜能 汇集 成 的 能 量 ， 除 的 自 组 织 消耗 〈 吸 收 ) 以 
外 ， 还 有 剩余 ， 表 现 为 生产 能 力 过 剩 、 产 品 过 剩 等 ， 且 急需 释放 这 些 多 余 能 量 ， 
或 说 需要 在 更 高 层次 、 更 大 规模 (超出 人 2 ) 上 去 产生 新 的 经 济 组 织 . 这 就 是 发 达 
国家 急需 扩大 市 场 ， 发 达 企业 急需 国际 化 的 系统 学 实质 . 

命题 5 在 492 达 结构 稳定 态 时 ，02 迫切 需要 向 外 扩张 市 场 . 

当然 出 于 社会 、 社 会 组 织 、 社 会 生活 的 巨 复杂 性 以 及 高 维 甚至 无 穷 维 (函数 
空间 ) 性 , 一 个 社会 2 并 非 只 在 达到 了 结构 稳定 的 时 刻 , 才 产生 扩大 市 场 的 需求 ， 
而 是 在 2 向 着 结构 稳定 的 发 展 过 程 中 ， 扩 张 市 场 的 要 求 即 从 无 到 有 ， 从 小 到 大 
增长 着 ， 当 22 达 结 构 稳 定时 ， 其 扩张 要 求 最 盛 ， 扩 张 的 能 力也 最 强 . 

还 须 看 到 ， 这 种 扩大 市 场 的 要 求 在 半 个 世纪 前 被 看 成 仅 是 帝国 主义 的 野心 ， 
这 是 合 符 当 时 史 事 的 . 但 在 今天 大 家 都 有 一 定 发 展 ， 互 相 开 放 已 具有 一 定 的 互惠 
互利 性 了 . 这 也 是 第 二 次 世界 大 战 以 来 有 关 国 际 交流 合作 的 组 织 、 协 议 日 增 的 实 
际 背景 . 

由 此 看 来 ， 我 们 今天 既 要 积极 支持 参与 国际 合作 ， 也 要 看 到 这 时 更 多 的 是 发 
达 国 家 得 利 ， 因 而 我 们 还 要 积极 开发 内 部 潜能 ， 以 早日 实现 典型 的 市 场 经 济 ， 以 
便 有 更 强 的 能 量 去 参与 国际 市 场 兖 争 . 


第 五 节 ”应 用 例 工 : 人 类 社会 演化 规律 探索 


不 可 讳言 , 任 一 局 部 社会 都 是 个 巨 复杂 系统 , 对 其 运行 规律 的 探索 必然 复杂 ， 
但 是 对 于 “人 类 社会 ”这 一 种 群 整体 的 演化 规律 却 是 相对 简单 的 . 因为 这 里 针对 
的 对 象 和 任务 是 “人 类 ”和 “演化 ”. 前 者 系 指 ( 在 种 群 意义 下 的 ) 整体 考察 ， 属 
于 其 “空间 ”的 宏观 考察 ，,“ 如 ， 这 时 已 用 不 着 考虑 诸如 国 与 国之 间 具 体 的 博弈 
之 类 细腻 因素 了 ; 后 者 系 指 时 间 维 的 宏观 考察 ， 这 时 只 需 在 “达尔 文 尺度 ”下 来 
考察 即 可 
亦 即 这 时 从 空间 和 时 间 上 看 都 是 “宏观 ”的 ,而 对 事物 的 宏观 考察 ， 实 则 “ 必 
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然 规律 ”的 考察 ， 其 本 质 是 只 看 “统计 ”规律 ， 不 计 各 种 随机 因素 〈 实 则 随机 作 
用 已 在 “统计 ”思考 中 被 “抵消 ”了 ). 

因此 在 此 意义 下 即 可 说 ， 影 响 人 类 社会 系统 演化 的 因素 比较 单纯 ， 只 需 在 宏 
观 层次 上 来 考察 “人 类 及 其 资源 环境 ， 这 一 大 系统 的 内 在 因素 即 可 . 

换 旬 话说 ,本 节 将 说 明 从 系统 学 角度 对 人 类 社会 演化 规律 的 探索 是 容易 的 .不 
过 限于 本 著 的 宗旨 ， 这 里 只 准备 提纲 式 、 问 题 式 、 数 理 思维 式 地 提出 即 止 .其 实 
这 是 一 大 研究 领域 ， 完 全 值得 数学 的 介入 ， 望 能 引起 年 轻 学 者 们 的 兴趣 . 


一 、 基 础 理论 : 系统 演化 的 动力 与 能 量 


1. 系统 的 能 量 来 源 : 广义 自 组 织 

在 广义 意义 下 ， 整 个 客观 世界 〈 包 括 虚 的 和 实 的 ) 都 是 由 能 量 构成 的 ， 且 总 
在 进行 着 能 量 的 转换 ， 叫 做 “ 自 组 织 ”. 特别 是 一 个 复杂 系统 更 需要 所 谓 “ 广 义 自 
组 织 ” 来 实现 其 能 量 的 完全 转换 .比如 一 个 社会 ， 从 其 个 体 “ 人 ”到 社会 的 各 个 
层级 “组织”, 都 是 (广义 ) 由 能 量 构成 的 , 且 需 要 不 断 补充 能 量 (实则 能 量 交换 ) . 
这 里 即 存在 一 个 以 经 典 自 组 织 理论 为 基础 的 “广义 自 组 织 ” 过 程 . 

2. 系统 发 展 的 动力 : 系统 “目标 ”下 的 竞争 

系统 从 元 素 到 整体 〈 完 全 系统 ) 皆 由 多 种 多 层 能 最 构成 ， 且 也 因 能 景 而 处 于 
“动态 那么 系统 的 发 展 ， 其 实质 是 什么 ?其 动力 从 哪里 来 ? 可 有 : 

定理 13.1 系统 元 素 (总 处 于 动态 ) 在 共同 目标 下 ,产生 的 “合力 ”促成 系 
统 的 发 展 . 

这 里 “合力 ”的 产生 既 可 以 来 自 元 素 间 (在 共同 目标 下 的 有 序 ) 的 竞争 ， 也 
可 以 来 自 元 素 间 (为 着 共同 目标 的 ) 的 合作 . 前 者 叫做 竞争 系统 ， 后 者 叫做 合作 
系统 . 

显然 ， 竞争 系统 适用 于 其 元 素 的 “ 私 性 ” 较 难 遏制 的 条 件 ， 由 此 可 解释 当前 
世界 的 “多 元 化 ”( 多 元 竞争 ) 和 市 场 经 济 原理 . 与 之 对 偶 的 ,合作 系统 则 适用 于 
元 素 的 “ 公 性 ” 较 强 的 环境 和 条 件 下 . 

进一步 ， 在 上 述 两 个 基本 前 提 下 ， 可 把 社会 的 “演化 ”分 为 社会 存续 、 社 会 
进步 、 社 会 演进 等 三 个 方面 (也 是 三 个 层级 ) 来 考察 . 


二 、 社 会 的 存续 ， 广 义 周期 性 


社会 系统 在 具备 “能 量 ” 和 “动力 ”之 干 若 能 长 期 生存 〈 简 称 存 续 ) ， 其 基本 
表现 形式 就 是 要 具备 “周期 性 ”. 特别 地 ， 对 于 复杂 的 社会 系统 更 需要 有 【第 八 章 
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第 四 节 的 ) 广义 周期 性 与 复合 周期 性 . 

换 名 话说， 一 个 复杂 系统 只 要 能 在 广义 、 复 合意 义 下 实现 其 “周期 性 ” 即 具 
备 了 可 持续 性 . 这 是 因为 “周期 函数 的 定义 域 (时 间 ) 无 穷 ”. 

进一步 指出 ,在 “统计 周期 ”( 第 八 章 第 四 节 、 二 的 ) 概念 下 , 一 个 可 持续 社 
会 的 每 次 周期 性 “迭代 ”中 可 能 产生 “ 利 、 弊 ”两 种 剩余 量 . 对 于 “ 利 ” 归 下 面 
讨论 . 对 于 “ 弊 ” 则 需要 及 时 〈 用 复合 周期 去 ) 消除 以 实现 “广义 周期 性 ”， 否 则 
系统 难于 持续 ， 如 图 13.6 所 示 . 


13.6 


图 13.6 中 仅 示意 性 给 出 过 程 中 的 连续 两 个 “复合 周期 ”， 每 一 “复合 ”的 周 
期 迁 代 后 ， 原 来 的 “ 利 ” 剩 余 被 保持 并 参与 系统 循环 ， 但 “ 疯 ” 剩 余 被 消 除了 ， 
间 时 又 产生 了 新 的 “ 利 、 次 ”二 虚 段 ， 如 此 循环 下 去 . 


三 、 社 会 的 进步 生产 力 的 提高 


首先 说 ， 人 类 生产 力 的 提高 应 取决 于 人 类 科学 技术 的 发 展 ， 而 人 类 科学 技术 
的 发 展 则 取决 于 人 类 的 人 才 、 智 力 水 平 ， 那 么 在 教育 因素 充分 发 挥 (智力 挖掘) 
的 假设 下 更 要 说 人 类 生产 力 水 平 根本 地 取决 于 人 类 智力 或 说 “智能 ”的 进化 水 平 
(统计 量 ). . 

进一步 说 ， 生 产 力 的 提高 是 怎样 表现 在 社会 进步 上 的 呢 ? 那 就 是 示意 于 图 
13.6 中 的 每 次 周期 性 “迭代 ”中 所 产生 的 “ 利 ” 剩 余 ， 

反之 则 说 ， 这 种 “ 利 ” 剩 余 的 持续 产生 ， 即 会 有 社会 生产 力 (统计 意义 下 ) 
的 不 断 进 步 . 

定理 13.2 假设 智能 进化 有 界 (2Z)， 人 的 消费 需求 总 量 (X) 有 限 ， 则 若 角 
证 明 : Z >X ， 则 全 人 类 生活 将 存在 且 能 达到 最 富裕 水 平 . 


四 、 社 会 的 演进 : 人 性 的 进化 


在 考察 人 类 社会 的 宏观 规律 时 ， 不 能 不 考虑 到 “人 性 ”这 一 “关键 ”的 “可 
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变 ” 因 素 . 

首先 证 明 ， 这 时 人 性 是 “可 变 ” 的 ， 实 则 进化 着 的 ， 只 是 进化 速度 相对 很 慢 
罢了 ， 其 影响 因素 是 社会 环境 和 生产 力 的 发 展 水 平 . 

其 次 证 明 ， 社 会 的 演进 《其 速度 与 最 终 水 平 》 根本 地 取决 于 其 人 性 的 进化 . 

车 记 人 性 为 L， 则 有 

了 = ( 私 本 性 ， 公 本 性 ) = (?,8) 

观察 表明 私 本 性 的 进化 已 过 项 峰 期 ， 公 本 性 的 进化 已 逐步 进入 快速 期 . 

进一步 ， 在 上 述 定性 分 析 基 础 上 作出 建 模 (Logistic 动力 系统 ) ， 经 较 长 分 析 
(这 里 只 给 出 结论 ) 得 出 私 性 进化 曲线 : 

o ete"XD 
Te 


>0 于 期 〈 公 性 产生 之 前 ) ， 公 
<0, 晚期 ( 公 性 产生 之 后 ) 


示意 如 图 13.7 所 示 ， 公 私 二 曲线 的 渐 近 线 


S(t) = efe’® 


其 中 a 为 调节 系数 x(D《>0) 为 增 本 数 ， (中 


20._ 1 _. 
l+a 1+e70 ” 


性 的 进化 曲线 为 CCD = 


o .ee’" 
一 =lim————. 
为 l+a 其 中 a 可 ee 


猜测 : 在 定性 分 析 基 础 上 可 作出 私 性 、 公 性 的 进化 曲线 ， 如 图 13.7 所 示 


基本 私 水 平 私 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


动物 进化 期 | 人 类 进化 其 


13.7 


图 13.7 中 认为 ， 公 性 与 私 性 的 二 象 论 考察 应 建立 在 人 的 “基本 私 水 平 之 上 ， 
甚至 还 可 分 的 更 细 一 点 进化 的 最 终 应 是 公私 相当 ， 或 说 公 性 足以 与 私 性 抗衡 的 
水 平 ， 当 然 系 指 统计 平均 (期 望 ) 水 平 . 显然 ， 在 上 述 讨论 基础 上 ， 可 对 人 类 社 
会 未 来 作 预 测 性 研究 〈 笔 者 的 研究 属 系统 学 的 “数理 思维 ”型 ， 也 是 本 书 知识 基 
础 上 的 “ 合 情 推 理 ， 尚 待 数学 上 的 深入 ， 这 里 仅 点 到 为 止 ， 谢 谢 ) . 
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数学 的 认识 论 与 数学 思维 

从 “ 数学 是 工具 ” 谈 起 

谈 谈 东方 人 的 思维 特征 

谈 谈 哲学 及 其 认识 论 的 深化 进程 
数理 思维 与 合 情 推理 

谈 谈 学 习 心 理学 

关于 认识 过 程 的 一 点 认识 

对 学 习 的 一 点 再 认识 
关于 学 习 的 年 龄 特征 


党 


数学 史 一 营 

数学 的 基本 生发 图 
数学 中 心 的 迁移 史 

数学 史 的 几 个 重要 阶段 

1. 公元 前 6 一 公元 前 3 世纪 

2. 公元 17 世 纪 : 产生 了 高 等 数学 
3. 公元 19 世 纪 : 产生 了 纯 数学 


4. 公元 20 世 纪 : 纯 数 学 的 继续 发 展 和 应 用 数学 的 崛起 


5。 应 用 数学 与 纯 数学 的 关系 史 


数学 史 鸟 本 
数学 从 “ 数 ”到 “学 ”的 升华 
应 用 数学 全 空间 认识 


模型 化 一 一 数学 的 近似 性 

1. 两 种 模型 化 方式 

2. 数学 模型 的 近似 原理 

3. 分 形 理论 欣赏 

精确 性 一 一 数学 的 内 部 过 程 
广义 性 一 一 数学 回 到 客观 世界 
附 : 应 用 数学 中 的 “流星 ”辨析 
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因 川 11 | 起 六 
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五 、 
数学 中 的 几 个 基本 特征 


第 二 节 


公理 化 一 管 


、 古 典 公理 化 思想 的 产生 


1， 从 一 个 故事 谈 起 

2. 第 一 次 数学 危机 的 教训 
3. 数学 需要 公理 化 

4. 公理 化 几何 的 诞生 


、 现 代 公 理 系统 思想 的 产生 
、 公 理化 、 公 理 系 统 与 形式 化 、 形 式 系 统 的 关系 
、 公 理化 思想 (广义 公理 化 ) 


1. “ 定义 ”中 的 公理 化 方法 

2， 数学 理论 中 的 定理 、 命 题 叙 述 都 具有 公理 化 形式 
3. 一 般 的 数学 模型 叙述 都 是 公理 化 形式 ( 例 ) 

4. 一 切 数学 学 科 都 是 公理 化 的 

公理 化 赞 〈 代 小 结 ) 


数学 的 基本 对 象 : 集合 


合 认识 简 顾 


、 集 合 概念 及 其 引申 


集合 与 空间 
合 元 素 与 数学 的 抽象 性 
1. 经 典 数 学 的 抽象 性 
2. 现代 数学 中 元 素 的 抽象 性 
3. 集合 概念 的 运用 正好 符合 现代 数学 的 抽象 特征 
数学 的 基本 关系 


1. 数学 的 基本 运算 方法 
2. 数学 的 基本 运算 形式 
3. 运算 方法 的 推广 

4. 数理 逻辑 运算 


、 了 映射 关系 


1. 概念 认识 
2. 映射 与 范 数 
数学 的 基本 任务 
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数学 的 基本 结构 


、 序 结构 


1， 对 偏 序 集 的 一 般 研究 
2. 对 偏 序 集 的 ” 格 ”研究 
3. 对 “没有 ” 序 关 系 的 集合 的 序 处 理 


、 代 数 结构 


拓扑 结构 
复合 结构 
无 穷 的 数学 认识 


、 无 穷 的 基本 类 型 

、 科 技 发 展 一 一 向 无 穷 的 迈进 

、 无 穷 认识 小 史 简 述 

、 现 代数 学 对 无 穷 的 认识 状态 简 述 


1， 对 无 穷 小 空间 结构 的 认识 

2. 对 无 穷 多 元 的 有 界 集 认识 
数学 中 的 ″ 形 ” 思 维 与 ″ 形 ” 演 算 
小 序 


、 几 个 基本 图 形 类 型 
、 图 上 运算 : 分 解 作 图 法 

、 数 学 ” 变换 ”的 ″ 形 ”特征 
第 四 章 从 


对 偶 空 间 ” 到 “二 象 论 ” 
对 偶 空 间 认 识 


、 具 有 内 积 特征 的 对 偶 空 间 概念 及 其 推广 认识 


， 线 性 空间 的 对 偶 概 念 
， 线 性 空间 的 对 偶 例 
， 和希 尔 伯 特 空间 的 对 偶 空 间 


， 突 变 论 欣 赏 例 


人 上 LO JP 睛 


、 赋 范 空间 及 多 重 线性 空间 的 对 偶 结 构 
、 对 偶 原 理 及 其 应 用 
、 系统 变量 、 参 变量 与 影响 因素 辩 


二 象 性 原理 


、 微 观 世 界 的 二 象 特征 及 其 机 理 认识 


1， 从 光 的 波 粒 二 象 性 谈 起 
2. 量子 力学 之 争 的 实质 


3. 量子 世界 的 测 不 准 原理 
4. 关于 物质 可 分 性 之 争 
、 宏 观 世 界 的 二 象 性 结构 
1. 相对 论 空间 是 由 二 象 构成 的 
2. 形式 逻辑 背景 空间 具有 二 象 性 特征 
3. 进一步 的 认识 
、 二 象 结构 的 普 逼 存在 性 
对 立 统一 律 与 完全 空间 论 
、 完 全 空间 概念 的 引入 
、 完 全 空间 中 对 偶 二 象 的 特征 认识 
1. 对 偶 二 象 的 互补 性 
完全 性 
.对 立 统一 性 
.完全 空间 的 稳定 性 
.对 称 与 守恒 、 破 缺 与 涨 落 
.二 象 互 根 
、 完 全 系统 中 二 象 * 互动 ”关系 的 描述 〈 几 个 模型 例 ) 
1. 对 偶 二 象 间 涨 落 模 型 
2. 有 机 体 对 环境 的 适应 性 描述 
3. 两 个 完全 空间 的 相互 作用 例 
、 对 “ 软 科 学 时 代 ” 说 的 认识 
“ 系统 学 二 象 论 ” 概 述 
、 问 题 的 引入 
概念 介绍 
理论 概述 
第 五 章 ”数学 的 逻辑 范畴 认识 
逻辑 学 概述 
形式 逻辑 与 符号 逻辑 
基本 概念 和 特征 
、 形 式 逻 辑 的 基本 内 容 
1. 思维 形式 的 研究 
2. 思维 规律 的 研究 
3. 思维 方法 的 研究 
、 形 式 逻 辑 的 发 展现 状 
、 符 号 逻辑 的 产生 
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1. 符号 逻辑 的 产生 
2. 符号 逻辑 的 类 型 
数理 逻辑 学 简要 认识 


、 简 要 回顾 


基本 特征 
主要 分 支 
基本 内 容 
形式 逻辑 的 本 质 认识 


、 思 维 形式 再 认识 
、 思 维 规律 〈 四 律 ) 认识 


1.“ 四 律 ” 中 前 三 律 一 一 同一 律 、 排 中 律 、 矛 盾 律 ， 是 不 独 


2. 前 三 律 仅 界定 出 了 一 个 ″ 正常 思维 ” 
3. 第 四 律 《充足 理由 律 ) 揭示 了 形式 逻辑 特征 


、 形 式 逻 辑 的 一 个 根本 规律 是 因果 律 
、 物 质 宇 宙 的 根本 特征 是 运动 
、 物 质 宇 宙 是 个 动力 系统 


1. 先 谈 动力 系统 
2. 物质 宇宙 〈 记 为 X) 是 个 本 原 性 动力 系统 


、 因 果 律 正 合 物质 宇宙 X 的 动力 系统 特征 
、 猜 测 


推论 

1. 推论 1 : 完全 宇宙 (X，X 阔 ) = 二 0Q 是 个 最 大 的 动力 系统 
2. 推论 2 : 完全 宇宙 是 个 高 维 空间 

附注 

辩证 逻辑 认识 


、 辩 证 逻辑 产生 的 客观 基础 
、 辩 证 逻辑 简 顾 

、 辩 证 人 逻辑 规律 

、 辩 证 逻辑 的 本 质 与 特征 


“数学 逻辑 ”及 其 认识 


、 问 题 的 引入 


数学 具有 逻辑 学 的 基本 特征 


、 数 学 还 具备 独 有 特征 


1. 针对 逻辑 学 的 有 限 形式 ， 数 学 本 身 即 是 个 无 限 形式 系统 


2. 数学 不 只 含有 现代 形式 逻辑 的 特征 ， 也 含有 普通 形式 逻辑 
和 辩证 逻辑 的 特征 
四 、“ 数学 逻辑 ”的 概念 界定 
五 、 几 种 主要 逻辑 范畴 间 的 关系 认识 
第 七 节 ”关于 多 值 逻 辑 的 认识 
一 、 概 念 的 引入 
1. 从 多 值 逻辑 到 模糊 逻辑 
2. 不 确定 性 问题 的 基本 特征 
二 、 不 确定 性 的 存在 机 理 
1. 形式 逻辑 的 古典 部 分 和 近代 部 分 
2. 形式 逻辑 近代 部 分 的 人 为 特征 
3. 人 为 特征 产生 的 不 确定 性 
、 不 确定 性 问题 的 分 类 
1. 超 逻 辑 不 确定 性 问题 
2. 技术 性 不 确定 问题 
3. 人 为 性 不 确定 问题 
四 、 模 糊 逻 辑 及 其 特征 
第 六 章 ”实数 再 认识 
第 一 节 ”实数 认识 的 几 个 重要 成 果 回 顾 
一 、 算 术 一 一 实数 的 运算 性 质 
、 数 论 一 一 整数 的 组 合 特征 
、 数 系 的 扩展 
1. 代数 途径 
2， 几 何 途 径 
、 实 数 的 序 性 、 笛 密 性 和 完备 性 考察 
1. 完备 性 定理 
2. 戴 德 金 分 割 法 
五 、 实 数 的 集合 论 认 识 
1. 集合 论 的 诞生 引起 的 两 件 震撼 数学 基础 的 大 事 
2. 公理 集合 论 及 其 新 的 矛盾 
3. “ 集合 论 悖 论 ” 与 现实 生活 
第 二 节 ”实数 集 的 宏观 欣赏 
一 、 实 数 认识 的 四 大 阶段 
1. 1619 年 前 : 初级 阶段 
2. 1619 年 后 : 高 级 阶段 


IE| 


3. 1873 年 后 : 深入 阶段 
4. 1965 年 以 后 : 抽象 阶段 
、 实 轴 再 欣赏 
1. 打油诗 一 首 
2. 一 个 小 故事 
、 实 数 集 与 数学 的 发 展 史 


四 、 方 寸 财 宇宙 、 滴 水 合 太 阳 
五 、 居 中 原理 
第 三 节 实 轴 上 一 点 处 的 欣赏 

一 、 分 杆 问 题 与 物质 结构 观 

二 、 区 间 端 点 认识 

三 、 与 任 一 实数 最 贴近 的 实数 认识 : 稠密 ( 粒 ) 观 与 连续 〈 流 ) 观 
1. 任 给 一 个 有 理 数 ， 寻 找 它 最 靠近 的 有 理 数 
2. 给 定 一 个 无 理 数 ， 对 其 ”最 贴近 ”的 数 的 认识 
3. 任 一 实数 的 无 穷 小 邻 域 都 有 不 确定 性 : 连续 化 
实 轴 的 结构 欣赏 


、 人 类 仅 生 活 在 应 的 子 集 上 
、 氏 与 凡 的 比较 
、 人 类 的 测量 活动 几乎 都 是 不 精确 的 
第 五 节 ” 实 轴 能 认识 透 吗 
第 七 章 ”加 乘 数 学 : 代数 学 认识 
第 一 节 ”代数 学 基本 概念 及 其 评述 
群 、 李 群 
、 环 与 理想 
、 域 、 体 、 有 限 域 、 扩 张 域 及 Bool 代数 、 格 
、 线 性 空间 、 模 与 代数 
、 张 量 代 数 
1. 外 积 与 外 形式 
2， 外 代数 
3. 反对 称 张 量 的 外 积 入 
4， 张 量 代 数 
六 、 评 述 与 注释 
第 二 节 ”文字 代数 与 符号 代数 


潍 
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Ue: 


HH 加 141 


、 文 字 代数 
、 符 号 代数 


、 方 程式 论 
1. 数 系 的 产生 
2. 因 式 分 解 
、 方 程 组 论 
1. 线性 方程 组 论 
2. 代数 几何 学 (高 次 方程 组 论 ) 
抽象 代数 
、 群 与 近世 代数 学 
、 抽 象 代 数 时 期 : 环 与 广义 超 复数 系 
、 代 数学 时 期 
、 复数 的 实质 及 在 数学 和 代数 学 中 的 地 位 
1. 虚数 的 旋转 特征 
2. 复数 与 运动 的 对 应 关系 
3. 复数 系 是 代数 的 完备 系统 
4. 复数 的 进一步 认识 
、 代 数学 特征 的 再 认识 
加 乘 概念 的 扩展 
、 加 、 乘 : 线性 与 非 线 性 的 实质 
1. 线性 函数 与 线性 独立 
2. 非 线 性 函数 : 交叉 项 与 合作 关系 
3. 一 般 非 线性 函数 
、 点 乘 与 内 积 ， 叉 乘 与 外 积 
U、 门 运算 
入 、V 运 算 
1.，Bool (布尔 ) 代数 中 的 V、 入 
2. 数理 逻辑 中 的 V、 人 入 
3. 格 中 的 V、 入 概念 
? 、? 运算 
广义 代数 学 
、 数 学 的 代数 结构 
、 大 自然 的 代数 结构 
、 广 义 代 数学 
第 六 节 ”小 结 图 
第 八 章 ”周期 数学 及 其 认识 
第 一 节 ”周期 原理 
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、 大 自然 的 周期 结构 

、 周 期 : 用 有 限 表现 无 穷 的 基本 方式 
、 周 期 : 运动 的 基本 形式 

、 周 期 与 循环 辨 


周期 原理 
周期 画 数 及 有 关 概 念 讨 论 


、 周 期 画 数 定义 及 其 讨论 


1. 定义 

2. 周期 函数 的 定义 域 D (f) ? G 总 是 〈 正 负 ) 无 穷 的 
3. 定义 域 的 类 型 

4. 定义 域 的 代数 结构 

5. 周期 的 认识 

6. 周期 画 数 的 值 域 特征 


、 复 数 及 复 变 画 数 的 周期 性 


1. 复数 的 周期 性 

2， 复数 域 中 的 三 角 画 数 、 双 曲 函 数 
3. 复 变 函数 的 周期 性 

作为 解 的 周期 西数 认识 


、 周 期 解 与 定性 理论 
、 片 系统 与 周期 轨 类 


调和 解 类 
周期 概念 的 推广 、 周 期 范 数 论 的 发 展 


、 周 期 概念 的 推广 


1. 拟 周期 
2， 概 周期 
3. 点 周期 
4. 动力 系统 中 的 类 周期 点 集 


、 统 计 周 期 与 复合 周期 性 


调和 分 析 
小 波 分 析 基 本 认识 


、 侍 氏 级 数 小 史 与 实质 


f (x) 的 三 角 表 达 式 及 其 条 件 讨论 


、 正 交 基 与 f (x) 的 侍 氏 级 数 
、 侍 氏 变 换 、 侍 氏 积 分 及 其 基本 性 质 


1. 伟 氏 变换 与 侍 氏 积分 


2. 侍 氏 变换 与 侍 氏 积分 的 意义 
3， 傅 氏 变 换 与 伟 氏 积分 的 性 质 
4， 傅 氏 变 换 与 伟 氏 积分 的 缺点 
五 、 小 波 变换 基本 发 展 过 程 
1. 侍 氏 变换 
2. Harr 小 波 变换 
3. Gabor 窗 口 变换 
4. Meger 小 波 变 换 
5. 多 尺度 分 析 
第 六 节 ”周期 力学 
一 、 振 动 理 论 认识 
二 、 波 动 理论 认识 
1. 概念 及 特性 认识 
2. 偏 微 分 方程 小 议 
第 九 章 ”数学 按 其 描述 特征 的 几 种 类 型 认识 
第 一 节 ”确定 性 数学 
、 连续 数学 与 离散 数学 
、 计 算 机 数学 与 信息 科学 
、 分 析 数 学 | : 数学 分 析 的 发 展 
1. 小 序 
2. 微分 概念 的 发 展 
3， 积 分 概念 的 发 展 
4. 辑 数 理论 的 发 展 
四 、 分 析 数 学 1 : 数学 推理 方法 的 发 展 
1. 公式 推理 
2. 概念 推理 
3. 合 情 推 理 
第 二 节 ”时 间 数 学 | :tt 变量 数学 与 动力 系统 
一 、 序 : 时 间 变 量 与 时 间 画 数 
1. 时间 是 特殊 变量 
2. 时 间 画 数 的 特征 
3， 时 间 数 学 的 共通 使 命 
二 、 连 续 时 间 数 学 
1. 经 典 常 微分 方程 到 连续 动力 系统 
2. 泛 男 微分 方程 
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3. 流 形 上 的 常 微分 方程 


、 连 续 动力 系统 与 混沌 


1. 连续 动力 系统 
2. 混沌 (Chaos) 理论 
3. 多 动力 系统 


、 高 维 动力 系统 轨道 的 ″ 一 维 ” 特 征 及 其 意义 


时 间 数 学 中 : 友 代 论 与 离散 动力 系统 


、 时 序数 据 认 识 


1. 单一 数据 的 信息 功能 
2， 两 相 邻 数据 间 关 系 
3. 时 序 分 析 


、 和 迭代 论 | : 系统 形态 序列 
、 和 迭代 论 1 : 时 序 离 散 模型 的 建立 


1. 连续 动力 系统 的 差分 化 
2. 根据 数据 模拟 离散 系统 


、 迭 代 论 川 : 离散 动力 系统 


时 间 数 学 川 : 随机 数学 


、 随 机 数学 小 议 
、 概 率 概 念 中 的 时 间 性 


1. 概率 论 具 有 预测 实质 
2. 概率 值 中 已 消除 了 随机 干扰 
3. 概率 p 二 0，1 与 必然 事件 


、 随 机 过 程 的 时 间 特 征 
、 统 计 学 中 的 时 间 性 
、 时序 分 析 学 与 时 序 认识 


不 确定 数学 与 复杂 性 数学 


、 关 于 不 确定 数学 


1. 原始 概念 
2. 现代 概念 
3. 随机 数学 与 模糊 数学 的 区 别 


、 模 糊 数 学 


1. 模糊 数学 理论 的 发 展 
2. 模糊 数学 的 逻辑 研究 
3. 模糊 数学 的 应 用 研究 


、 复 杂 性 数学 


、 网 络 数学 
优化 数学 
、 价 值 数 学 与 优化 数学 、 运 筹 学 
、 优 化 数学 基本 原理 
1. 最 值 原理 
2. 拉 格 朗 日 (Lagrange) 条 件 极 值 原理 
3， 哈密 顿 (Hamlton) 变 分 原理 
4. 临界 点 原理 
5. nax- mn 原理 
、 求 最 优 方案 的 优化 数学 
1. 规划 论 | : 线性 规划 
.规划 论 上: 非 线 性 规划 
.规划 论 川 : 多 目标 规划 与 目的 规划 
决策 论 
. 博弈 论 
. 图 论 
. 排队 论 、 储 运 问 题 及 其 他 
四 、 求 最 优 轨 道 的 优化 数学 : 控制 论 等 
1， 控制 论 | : 控制 论 通 议 
2. 控制 论 1 : 动态 规划 
3， 控 制 论 川 : 最 优 控制 
均衡 与 和 谐 系 统 论 
小 序 
代数 均衡 
Paret o 均 衡 
均衡 增长 
1. 一 般 的 均衡 增长 
2. 广义 的 均衡 增长 : Pt- 均衡 
六 、 和 谐 系 统 
第 十 章 ”数学 按 其 空间 形式 的 发 展 
第 一 节 ”点 式 数学 
一 、1619 年 前 : 线段 数学 
1. 数学 三 基 
2. 线段 数学 
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3. 线段 数学 与 点 式 数学 
二 、1619 年 后 的 点 式 数 学 
第 二 节 ”和 邻 域 数学 
一 、 第 卡 儿 坐标 概念 引起 的 画 数 论 与 分 析 学 
二 、 坐 标 概 念 的 推广 
1. 直角 坐标 与 斜 坐标 
2. 极 坐标 、 球 坐标 、 柱 坐标 
3. 广义 坐标 与 局 部 坐标 
点 的 邻 域 性 质 认识 
、 典 型 的 邻 域 数学 | : 点 集 拓扑 及 拓扑 学 简 述 
1. 点 集 拓扑 学 
2. 组 合 拓扑 学 
3. 代数 拓扑 学 
4. 微分 拓扑 学 
五 、 典 型 的 邻 域 数 学 上 : 流 形 上 的 数学 
六 、 邻 域 数学 思想 的 应 用 : 一 个 社会 核 拓 扑 模型 
第 三 节 ”空间 数学 
一 、 数 学 研究 中 的 空间 手法 
1. 来 自 集 合 论 、 代 数学 和 线性 泛 画 的 局 迪 
2. 现代 数学 广泛 的 空间 手法 
3. 另外 两 种 空间 手法 一 一 提升 手法 和 投影 手法 
二 、 欧 氏 空 间 数 学 
三 、 非 欧 氏 空间 与 几何 学 
四 、 讽 空间 : 流 形 认 识 
1， 流 形 概念 
2. 流 形 有 关 概 念 
五 、 部 数 空间 的 数学 : 谈 谈 泛 画 
六 、 关 于 参数 空间 的 数学 
七 、 待 发 现 微观 世界 的 无 穷 小 空间 
第 十 一 章 ”数学 按 其 空间 形式 的 发 展 深入 : 无 穷 小 论 
第 一 节 ”数学 对 无 穷 小 的 认识 回顾 
一 、 无 穷 小 对 认识 论 、 方 法 论 的 初次 挑战 
1. 毕 达 哥 拉 斯 ″ 有 理 数 悖 论 ” 
2. 芝 诺 悖 论 
3. 分 杆 定 理 
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4. 数学 对 无 穷 小 问题 的 处 理 方式 


、 无 穷 小 再 次 挑战 与 认识 的 进步 


1. 微 积分 的 诞生 
2. 对 微 积 分 的 认识 


、 公理 集合 论 : 人 类 向 无 穷 小 的 一 次 主动 挑战 


、 非 标准 分 析 : 人 类 对 无 穷 小 的 再 次 主动 挑战 
极限 论述 评 


、 述 评 申明 
、 极 限 论 的 优越 性 


1. 极限 论 给 出 了 又 一 种 用 有 限 去 表述 无 穷 的 方法 
2. 极限 论 带 来 了 微 积分 方法 的 ”算术 化 ” 
3. 极限 论 在 微 积分 学 上 的 实用 效果 是 成 功 的 


、 极 限 论 的 实质 


1. 极限 论 是 一 种 方法 、 一 种 技术 
2. 极限 论 对 于 无 穷 小 邻 域 是 ” 跳 ” 过 去 的 
{?s >0} 只 是 个 稠密 集 


、 无 穷 小 的 一 个 新 定义 
、 在 无 穷 小 概念 下 极限 论 显 出 的 缺陷 


1. 关于 Peano 曲 线 的 逼 历 性 
2. 又 一 例 

3. 点 点 连续 点 点 不 可 导 画 数 例 
4. 在 极限 意义 下 ， 无 穷 小 世界 被 处 理 成 有 序 结 构 了 
非 标 准 分 析 述 评 


、 背 景 及 其 思想 的 引入 


二 /CN 


、 非 标准 分 析 概要 


1. FR 的 非 标准 模型 及 其 基本 事实 


2. 单子 论 
3. 超 结构 及 其 性 质 
4. 内 集 论 


5. 非 标准 分 析 应 用 简 例 


、 非 标准 分 析 开 居 了 真正 的 无 穷 小 认识 


1. 再 议 
2. 实质 
无 穷 小 的 初步 性 质 


非 标准 分 析 之 不 足 


第 四 节 ”来 自 微观 世界 的 后 示 
一 、 关 于 微观 世界 
1. 基本 概念 
2. 发 展 状态 与 基本 特征 
3. 研究 特征 : 实验 、 数 学 、 哲 学 并 用 
、 微 观 世 界 的 一 般 特 征 
、 微 观 世 界 的 根本 特征 : 非 牛顿 空间 


ET 


、 无 穷 小 世界 与 非 牛顿 空间 的 关系 
超 弦 : 基本 粒子 论 对 无 穷 小 理论 的 支持 

六 、 在 微观 领域 数 、 理 有 必要 进一步 。 联姻 ” 
第 五 节 客观 世界 的 ” 动 ”机 制 认 识 

一 、 从 能 量 认识 谈 起 

二 、 能 量 的 本 质 与 ” 动 ” 机 制 

三 、 动 机 制 与 动 邻 域 

四 、 动 邻 域 与 高 维 空间 
第 六 节 无穷 小 认识 与 芝 诺 悖 论 解 释 


、 基 于 第 一 节 至 第 五 节 的 几 点 定性 认识 
1. 认识 无 穷 小 有 必要 数 、 理 互补 
2. 无 穷 小 世界 是 个 新 领域 
3. 认识 无 穷 小 不 能 仅 赁 数理 逻辑 
4. 无 穷 小 世界 是 个 动态 系统 
5. 无 穷 小 世界 的 运动 是 高 速度 、 高 频率 、 高 曲率 、 高 自 旋 的 

， 因 而 是 非 欧 空 间 的 ， 且 是 “ 复 值 ”的 

6. 无 穷 小 世界 具有 典型 的 二 象 性 
二 、 复 单子 : 无 穷 小 的 一 个 模型 描述 
1. 条 件 (公理 ) 准备 
2. 炒 R 的 一 个 复 单子 结构 
3. 复 单 子 的 一 个 数学 模型 
三 、 无 穷 小 认识 的 应 用 与 芝 诺 悖 论 解释 
1. 应 用 简 述 
2. 芝 诺 悖 论 的 解释 
第 十 二 章 ”数学 的 二 象 机 制 揭示 
一 、 二 象 系统 论 简 顾 
1. 基本 概念 
2. 基本 性 质 


二 、 数 系 的 ”二 象 ”性 
1. 复数 域 的 ”完备 ”性 与 ”二 象 ”性 
2. 复数 中 ” 实 部 、 虚 部 ”对 应 着 运动 的 ” 平移、 旋转” 实质 
3.“ 二 元 数 系 (Abel ) ”理论 反映 的 ″ 二 象 ”性 
、 数 学 空间 的 ″ 二 象 ”性 
1. 关于 对 偶 空 间 反 映 出 的 ″ 二 象 ”性 
2. 上 述 讨论 中 的 ″ 线性 ”条 件 并 非 实 质 性 的 
3. 系统 空间 与 数学 的 ”二 象 ”性 
四 、 一 般 画 数 中 的 “二 象 ”性 
1. 关于 加 数 中 参 变量 的 实质 
2. 再 说 系统 的 一 般 定 义 
3. 参 变量 空间 有 即 系统 的 虚 象 
五 、“ 几何 点 ”的 “二 象 ” 结 构 
1. 应 该 从 一 个 新 的 层次 上 去 认识 几何 点 
2. 来 自 物理 学 的 居 示 
3. 再 谈 非 标 准 分 析 的 突破 
4. 极限 论 对 ” 无穷小 ”认识 的 不 足 
六 、 实 轴 结 构 的 ”二 象 ”性 
， 从 实 轴 的 度量 困难 谈 起 
， 实 轴 结 构 被 揭示 与 实数 集 被 表示 的 等 价 性 
， 公 理 集合 论 的 困惑 及 其 实质 
， 比 较 与 局 示 
. 实 轴 的 “二 象 ”结构 猜测 
七 、 数 学 的 ”二 象 ”机 制 猜 测 
1. 猜测 的 引入 
2. 猜测 的 解释 
3. 猜测 的 说 明 
4. 猜测 的 小 结 
八 “ 二 象 论 ” 的 数学 研究 
第 十 三 章 ”现代 数学 与 社会 科学 的 ”联姻 ”基础 
第 一 节 ”现代 科学 与 现代 数学 特征 
一 、 从 “现代 ”概念 谈 起 
1.“ 现代 ”的 划分 
2. 现代 数学 (学 科 ) 概念 
二 、 现 代 科学 特征 
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、 现 代数 学 特征 | : 泛 画 性 
、 现 代数 学 特征 1| : 大 范围 分 析 
、 现 代数 学 特征 川 : 非 线 性 、 高 维 空间 、 不 确定 性 和 抽象 化 风 


社会 科学 特征 及 与 现代 数学 的 相似 性 


、 社 会 概念 、 属 性 空间 与 社会 丛 


1. 社会 的 物质 基底 与 社会 的 组 织 空 间 
2. 社会 的 属性 空间 

3. 社会 从 

4. 社会 活动 


、 社 会 科学 的 特征 


1. 社会 科学 对 象 具有 非 几何 性 ， 因 而 具有 非 点 式 、 非 局 部 的 


2， 社 会 科学 的 映射 具有 拓扑 特征 和 泛 酌 性 
3. 社会 科学 的 横断 性 、 综 合 性 特征 


、 社 会 科学 与 现代 数学 的 ”联姻 ”前 景 


社会 科学 与 现代 数学 ”联姻 ”前 景 的 逻辑 地 位 


、 现 代数 学 与 现代 物理 的 联姻 事实 
、 任 何 学 科 的 深入 都 需要 数学 和 哲学 


联姻 前 景 的 分 形 考虑 

应 用 例 | : 市 场 经 济 下 的 竞争 机 制 
社会 的 市 场 结构 

市 场 X 上 的 竞争 模型 


、 系 统 (13. 4) ”的 讨论 
、 系 统 (13.4) ”或 〈13. 5) 的 参数 讨论 


1. 关于 开源 映射 G 
2. 关于 节 流 映射 J 
3. 小 结 


、 关 于 国企 与 非 国企 的 竞争 
、 重 组 论 
、 竞 争 势 及 其 传递 效应 


1. 在 相 空间 上 的 {yb n} 
2. 在 完全 空间 Q -上 的 {yn} 
应 用 例 1| : 人 类 社会 演化 规律 探索 


一 、 基 础 理论 : 系统 演化 的 动力 与 能 量 


1. 系统 的 能 量 来 源 : 广义 自 组 织 


2. 系统 发 展 的 动力 : 系统 “ 
、 社 会 的 存续 : 广义 周期 性 
、 社 会 的 进步 : 生产 力 的 提高 
、 社 会 的 演进 : 人 性 的 进化 


目标 ”下 的 竞争 


